
Ñåðåä áàãàòüîõ òèï³â åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷
äîáðå â³äîì³ çàäà÷³ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ çà
îá’ºìîì îïèñàíèõ òà âïèñàíèõ åë³ïñî¿ä³â, à òà-
êîæ ¿õ íàáëèæåíü, ùî îáóìîâëåíî íàäçâè÷àéíî
øèðîêîþ îáëàñòþ çàñòîñóâàííÿ. Öå é àïðîêñè-
ìàö³ÿ îáëàñòåé äîñÿæíîñò³ â òåîð³¿ êåðóâàííÿ,
ëîêàë³çàö³ÿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â äèíà-
ì³÷íèõ ñèñòåì òîùî. Çîêðåìà, àâòîðè çóñòð³ëè-
ñÿ ç íåîáõ³äí³ñòþ ïîáóäîâè ïîä³áíîãî íàáëèæåí-
íÿ (òî÷í³øå, íàñ çàö³êàâèâ ëèøå îïèñàíèé åë³ï-
ñî¿ä) â äîñë³äæåííÿõ ïðîáëåì ìåäè÷íî¿ ê³áåðíå-
òèêè ïðè ä³àãíîñòèö³ çëîÿê³ñíèõ ïóõëèí.

²ñíóâàííÿ ïîä³áíîãî åë³ïñî¿äà ì³í³ìàëüíîãî
îá’ºìó (ÅÌÎ) ³ éîãî ºäèí³ñòü äëÿ çàäàíîãî ñê³í-
÷åííîãî íàáîðó òî÷îê áóëî â³äîìå ùå â ñåðåäèí³
äâàäöÿòîãî ñòîð³÷÷ÿ ([1]). Âæå òîä³ ïî÷àëè ç’ÿâ-
ëÿòèñÿ ïåðø³ àëãîðèòìè ïîáóäîâè ïîä³áíèõ åë³-
ïñî¿ä³â òà ¿õ íàáëèæåíü. Çàçíà÷èìî, ùî â áàãà-
òüîõ çàñòîñóâàííÿõ íàäçâè÷àéíî âàæëèâå çíà-
÷åííÿ ìàº íå òî÷í³ñòü ó ïîáóäîâ³ ÅÌÎ, à ñàìå
÷àñ éîãî çíàõîäæåííÿ ïðè ïåâí³é ïðèïóñòèì³é
òî÷íîñò³ ([2]).

Ñåðåä áàãàòüîõ ìîæëèâèõ âàð³àíò³â ïîáóäî-
âè íàáëèæåíü ÅÌÎ íèí³  ïåðåâàãó ìàþòü âñ³ëÿ-
ê³ ³òåðàö³éí³ ïðîöåñè ([3], [4]). Ïðè îá´ðóíòóâàí-
í³ òàêèõ ïðîöåñ³â òðåáà äîâåñòè, ùî ìîæíà îäåð-
æàòè ÅÌÎ ç áóäü-ÿêîþ, íàïåðåä âèçíà÷åíîþ, òî-
÷í³ñòþ. Ìè íå áóäåìî ï³ääàâàòè ñóìí³âó íåîá-
õ³äí³ñòü äëÿ îêðåìèõ çàñòîñóâàíü òàêèõ ïðîöå-
ñ³â, àëå çðîáèìî äåÿê³ çàóâàæåííÿ. Ïî-ïåðøå, íå-
â³äîìà ïîâåä³íêà ïîõèáêè îá÷èñëåíü (ÿê äîáðå
â³äîìî, ïðè âèêîðèñòàíí³ ³òåðàö³éíèõ ïðîöåñ³â
âîíà ìîæå ìàòè äîñèòü ñóòòºâå çíà÷åííÿ); ïî-
äðóãå, íå çàâæäè â³äîìî, ÿê íà ïðàêòèö³ âèêîðè-
ñòîâóâàòè îäåðæàíå íàáëèæåííÿ; íå çðîçóì³ë³
éìîâ³ðí³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè öüîãî íàáëèæåííÿ

ÅÌÎ, îñîáëèâî ïðè äîñë³äæåíí³ ÷åðãîâèõ ñïî-
ñòåðåæåíü.

Â ö³é ðîáîò³ ìè íàâåäåìî íàø àëãîðèòì ïî-
áóäîâè íàáëèæåííÿ ÅÌÎ ([5]), ÿêèé ìàº òàê³ ïðè-
âàáëèâ³ äëÿ âèìîã ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü âëà-
ñòèâîñò³ — øâèäê³ñòü ïîáóäîâè, ïðîñòîòà ïðè
ðåàë³çàö³¿ ³, íàðåøò³, íåäîñÿæí³ñòü ó òåîðåòè÷íî-
ìó ðîçóì³íí³ áóäü-ÿêî¿ òî÷íîñò³ íàáëèæåííÿ ö³ë-
êîì êîìïåíñóºòüñÿ â³äîìîþ éìîâ³ðí³ñòþ ïîïà-
äàííÿ â çáóäîâàíå íàáëèæåííÿ ÷åðãîâîãî ñïî-
ñòåðåæåííÿ (çà óìîâè, ùî âñ³ ñïîñòåðåæåííÿ
íåçàëåæí³ òà ìàþòü îäíàêîâó ù³ëüí³ñòü ðîçïî-
ä³ëó).

Â ñó÷àñí³é ñòàòèñòèö³ éäå àêòèâíà ðîáîòà íàä
òàêîþ ö³êàâîþ, ñêëàäíîþ é íàäçâè÷àéíî âàæëè-
âîþ äëÿ âèìîã ïðàêòèêè ïðîáëåìîþ. Íåõàé íàì

çàäàíà ñóêóïí³ñòü òî÷îê x x xn1 2, ,...,  â m-âèì³ð-

íîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ ç îäí³º¿ ãåíåðàëü-
íî¿ ñóêóïíîñò³ G. Òðåáà çíàéòè àáî îö³íèòè
éìîâ³ðí³ñòü ïîïàäàííÿ â îïóêëó îáîëîíêó

{ }conv x x xn1 2, ,...,  ÷åðãîâî¿ òî÷êè xn+1  ç ö³º¿ æ

ãåíåðàëüíî¿ ñóêóïíîñò³.
²ñòîð³ÿ öüîãî ïèòàííÿ äîñèòü äàâíÿ ³ ïî÷à-

ëàñÿ, çðîçóì³ëî, ç äîñë³äæåííÿ àíàëîã³÷íîãî ïè-
òàííÿ ó âèïàäêó ä³éñíî¿ ïðÿìî¿, òîáòî ïðîñòî-

ðóR1 . Íàéñóòòºâ³ø³ ðåçóëüòàòè â öüîìó íàïðÿ-

ì³ áóëè îäåðæàí³ Ìàðäå³ìîâèì òà Ïåòóí³íèì ([6],
[7]). Íåõàé íà ä³éñí³é îñ³ ìè ìàºìî âèá³ðêó òî-

÷îê x x xn1 2, ,...,  ç îäí³º¿ ãåíåðàëüíî¿ ñóêóïíîñò³

G. Óòâîðèìî ç ö³º¿ ñóêóïíîñò³ âàð³àö³éíèé

ðÿä ( ) ( ) ( )x x x n1 2≤ ≤ ≤... , äå ( )x i — öå òàê çâàí³

ïîðÿäêîâ³ ñòàòèñòèêè ([8], [9]). Òîä³ éìîâ³ðí³ñòü
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ïîïàäàííÿ òî÷êè xn+1  â ïðîì³æîê ( ) ( )[ ]x xi j,  äî-

ð³âíþº:

( ) ( )[ ]{ }P x x x
j i

nn i j+ ∈ = −
+1 1

,   (1)

³ íå çàëåæèòü â³ä êîíêðåòíî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó
åëåìåíò³â ãåíåðàëüíî¿ ñóêóïíîñò³ G. Äëÿ öüîãî
âèïàäêó ï³ä îïóêëîþ îáîëîíêîþ òî÷îê

x x xn1 2, ,...,  íà ïðÿì³é äîðå÷íî ââàæàòè â³äð³-

çîê ( ) ( )[ ]x x n1 , . Éìîâ³ðí³ñòü ïîïàäàííÿ ÷åðãîâî-

ãî ñïîñòåðåæåííÿ xn+1  â öåé ïðîì³æîê, ùî áåç-

ïîñåðåäíüî âèïëèâàº ç ôîðìóëè (1), äîð³âíþº:

{ }{ }P x conv x x x
n

nn n+ ∈ = −
+1 1 2
1
1

, ,..., .   (2)

Íàâ³òü äëÿ âèïàäêó ïëîùèíè äóæå âàæêî
çàïðîïîíóâàòè ôóíêö³¿ ÷è äåÿê³ ³íø³ âåëè÷èíè,
ùî ìàþòü âëàñòèâîñò³, àíàëîã³÷í³ ïîðÿäêîâèì
ñòàòèñòèêàì ó âèïàäêó ïðÿìî¿. Âñ³ëÿêè ñïðîáè
óçàãàëüíèòè ôîðìóëó (2) àáî æ îäåðæàòè ¿¿ äå-
ÿêèé àíàëîã íà âèïàäîê m>1 ïîêè ùî íå ïðèçâå-
ëè äî óñï³õó.

Éìîâ³ðíî, ùî îäíà ç ìîæëèâèõ ïðè÷èí ïî-

ëÿãàº îñü ó ÷îìó. Ïðîì³æîê ( ) ( )[ ]x x n1 ,  ìîæíà

ââàæàòè íå ëèøå îïóêëîþ îáîëîíêîþ òî÷îê

x x xn1 2, ,..., , à ùå é îäíî÷àñíî íàéìåíøèì êðó-

ãîì, ùî ì³ñòèòü óñ³ ö³ òî÷êè, à òàêîæ ë³í³éíèì
(òîáòî îäíîâèì³ðíèì) àíàëîãîì ÅÌÎ. Ç óñüîãî
íàãîëîøåíîãî ñë³äóº, ùî, ìîæëèâî, â ïðîñòî-

ð³Rm  ïðèm≥ 2  ìîæíà áóäå îö³íèòè éìîâ³ðí³ñòü

ïîïàäàííÿ ( )n +1 -¿ òî÷êè â íàéìåíøó m-âèì³ð-

íó ã³ïåðêóëþ àáî æ â ÅÌÎ, ùî ïîáóäîâàíèé äëÿ
öèõ òî÷îê. Ñàìå îá´ðóíòóâàííÿì îñòàííüîãî
ïðèïóùåííÿ ìè é áóäåìî çàéìàòèñÿ â öüîìó ïà-
ðàãðàô³.

Àëãîðèòì.
Ïîáóäîâà íàáëèæåííÿ ÅÌÎ äëÿ çàäàíî¿

ñóêóïíîñò³ òî÷îê.

Íåõàé íàì çàäàíà ìíîæèíà òî÷îê

{ }M x x xn= 1 2, ,...,  ç m-âèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî

ïðîñòîðó.
1 êðîê. Çíàõîäèìî ä³àìåòð BC ìíîæèíè M

([10]).
2 êðîê. Ðîáèìî àô³ííå ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè

êîîðäèíàò òàêèì ÷èíîì, ùîá ä³àìåòð ìíîæèíè

ïîïàâ ó íîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò íà â³ñüx1 0= , ìíî-

æèíà M ïðè öüîìó ïåðåòâîðþºòüñÿ ó ìíîæèíó ′M .

3 êðîê. Áóäóºìî íàéìåíøèé ïðÿìîêóòíèé
ïàðàëåëåï³ïåä P  ³ç ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíèìè êî-

îðäèíàòíèì îñÿì, ÿêèé ì³ñòèòü ′M .
4 êðîê. Ïðîâîäèìî ñòèñêàííÿ ïðîñòîðó òà-

êèì ÷èíîì, ùîá ïàðàëåëåï³ïåä P  ïåðåòâîðèâñÿ

â ã³ïåðêóá Q (ìíîæèíà ′M  ïðè öüîìó ïåðåòâî-
ðþºòüñÿ â ìíîæèíó ′′M ).

5 êðîê. Áóäóºìî ã³ïåðêóëþ S ì³í³ìàëüíîãî
ðàä³óñà ç öåíòðîì ó öåíòð³ êóáà Q, ÿêà ì³ñòèòü

óñ³ òî÷êè ìíîæèíè ′′M .
6 êðîê. Øëÿõîì çâîðîòíèõ îïåðàö³é, ùî ïî-

ñë³äîâíî ïåðåòâîðþþòü ′′M  ó ïåðâ³ñíó ìíîæè-
íó M, ìè îäåðæèìî íàáëèæåííÿ ÅÌÎ, ÿê îáðàç
ã³ïåðêóë³ S.

Ïðîàíàë³çóºìî íàâåäåíèé àëãîðèòì. Ðîçãëÿ-

íåìî òàê³ ÷èñëà — ( ) ( )y x y xn n1 1= ′′ = ′′ρ θ ρ θ, ,..., , .

Âîíè º âèïàäêîâèìè ÷èñëàìè íà ä³éñí³é îñ³ ç
îäí³º¿ ãåíåðàëüíî¿ ñóêóïíîñò³. Òîìó äëÿ íèõ
ñïðàâäæóþòüñÿ âèùåâêàçàí³ ðåçóëüòàòè, çîêðå-
ìà, ôîðìóëà (2). ßêùî äëÿ ÷åðãîâîãî ñïîñòåðåæåí-

íÿ xn+1  îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ( )y xn n+ += ′′1 1ρ θ, , òî

öÿ òî÷êà ïîòðàïèòü âñåðåäèíó çáóäîâàíîãî íà-
áëèæåííÿ ÅÌÏ òîä³ é ò³ëüê³ òîä³, êîëè âèêîíó-

ºòüñÿ íåð³âí³ñòü ( )y yn n+ ≤1 . Çðîçóì³ëî, ùî éìîâ³ð-

í³ñòü ö³º¿ ïîä³¿ íå ìåíøà çà éìîâ³ðí³ñòü çä³éñ-
íåííÿ ïîä³¿,  ÿêà çàäàºòüñÿ íåð³âí³ñòþ

( ) ( )y y yn n1 1≤ ≤+ , íó à éìîâ³ðí³ñòü îñòàííüîãî

ñàìå é âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (2). Òàêèì ÷è-
íîì, îñòàòî÷íî ìè îäåðæóºìî éìîâ³ðí³ñòü ïî-

ïàäàííÿ ( )n +1 -î¿ òî÷êè â îäåðæàíå íàáëèæåí-

íÿ ÅÌÏ ñêëàäàº âåëè÷èíó, íå ìåíøó çà ÷èñëî

n

n

−
+
1
1

.

Çðîáèìî îñòàòî÷í³ âèñíîâêè. Ùîäî ðåàë³çà-
ö³¿ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ìîæíà äîäàòè
ºäèíå. Íàéñêëàäí³øèì êðîêîì ïðè ¿õ ðåàë³çàö³¿
º ïåðøèé, à ñàìå, ïîáóäîâà ä³àìåòðà ìíîæèíè.
Íà éîãî ðåàë³çàö³þ ïîòð³áíî íàéá³ëüøå ÷àñó.
ßêùî â³ä íüîãî â³äìîâèòèñü, òî áóäå îäåðæàíå
³íøå íàáëèæåííÿ (ã³ðøå çà ïåðâ³ñíå), àëå ç ò³ºþ
æ ñàìîþ éìîâ³ðí³ñòþ ïîïàäàííÿ ÷åðãîâîãî ñïî-
ñòåðåæåííÿ â îäåðæàíå íàáëèæåííÿ (ÿêèé ³ç çà-
ïðîïîíîâàíèõ âàð³àíò³â ñë³ä âèáèðàòè, çàëåæèòü
â³ä òîãî, ùî ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ äàíî¿ ïðîáëåìè º
âàæëèâ³øèì — òî÷í³ñòü íàáëèæåííÿ, ÷è øâèä-
ê³ñòü ïðè ðåàë³çàö³¿). Ôîðìóëà (2) º îäí³ºþ ç íàé-
ãîëîâí³øèõ ïðèâàáëèâèõ ðèñ çàïðîïîíîâàíîãî
àëãîðèòìó, áî æîäåí ç ³íøèõ ³ñíóþ÷èõ ìåòîä³â
ïîáóäîâè ÅÌÎ ÷è éîãî íàáëèæåíü íå çàäîâîëü-
íÿº öüîìó ÷è äåùî àíàëîã³÷íîìó ñï³ââ³äíîøåí-
íþ. Ðîçãëÿíåìî çà ð³çíèõ çíà÷åíü n éìîâ³ðí³ñòü
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ïîïàäàííÿ ( )n +1 -ãî ñïîñòåðåæåííÿ â íàáëè-

æåííÿ ÅÌÎ.
n = 3, p = 0.500; n = 40, p = 0.951;
n = 5, p = 0.667; n = 50, p = 0.961;
n = 10, p = 0.818; n = 70, p = 0.972;
n = 20, p = 0.905; n = 100, p = 0.980;
n = 30, p = 0.935; n = 200, p = 0.990.
Íàâ³òü ³ç öèõ âèá³ðêîâèõ çíà÷åíü ìîæíà ïî-

áà÷èòè, ùî âæå ïðè äâàäöÿòè ñïîñòåðåæåííÿõ ìè
îäåðæèìî äåñÿòèâ³äñîòêîâó ïîõèáêó, ïðè ñîðî-
êà — ìè îäåðæèìî ïîõèáêó â ï’ÿòü â³äñîòê³â.

Kravchenko I. V., Rubliov B. V.

THE TOWARD MINIMAL VOLUME ELLIPSOID
CONSTRACTING FOR GIVEN OBSERVATION

WITH KNOWN PROBABILITY OF HIT INTO THE
NEXT OBSERVATION APPROXIMATION SCOPE

In this paper an algorythm of constructing the approximation of ellipsoid of
minimal volume for a finite set of points in a multidimensional Euclide space is proposed.
The probability of falling the next observation within the constructed approximation,
with condition on that all points belong to the general set, is found.

Êðàùîãî íå ñë³ä ³ ÷åêàòè. Íå âèïàäêîâî, ùî ÷à-
ñòî ñàìå ö³ àëãîðèòìè ïë³äíî âèêîðèñòîâóþòü-
ñÿ â ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ, îñîáëèâî â òèõ
ãàëóçÿõ íàðîäíîãî ãîñïîäàðñòâà, äå ùîíàéìåí-
øà ïîìèëêà íå ïðèïóñòèìà. Áåçïîñåðåäíüî öå
ñòîñóºòüñÿ ìåäè÷íèõ òà á³îëîã³÷íèõ äîñë³äæåíü.
Ç öèõ ì³ðêóâàíü ìè ñïîä³âàºìîñü, ùî íàâåäåíèé
àëãîðèòì çàö³êàâèòü áàãàòüîõ ôàõ³âö³â, êîòð³ çà-
éìàþòüñÿ äîñë³äæåííÿìè â ïîä³áíèõ íàïðÿìêàõ,
³ âîíè çìîæóòü éîãî âèêîðèñòîâóâàòè â ñâî¿é
ðîáîò³.
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