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ВСТУП 

 

У фінансовій математиці розробка моделей, що використовують субдифузійні 

процеси, є важливою для точного моделювання динаміки ринкових цін активів. 

Субдифузійні процеси, такі як дробовий броунівський рух (FBM), моделюють складні 

фінансові процеси, які не можуть бути адекватно описані традиційними методами. 

Одним із важливих інструментів для розширення таких моделей є використання 

інверсних гаусових процесів та їх субординаторів. 

Застосування процесів субдифузії для моделювання цін на опціони та інші цінні 

папери є актуальним та популярним напрямком дослідження у сучасній фінансовій 

математиці. Одним із основних завдань на фінансових ринках є якомога точніше 

спрогнозувати рух цін на активи із врахування великої кількості факторів, які на неї 

впливають. Оскільки динаміка руху цін неможлива без опису стохастичних процесів, до  

Застосування процесів субдифузії для моделювання цін на опціони та інші цінні 

папери є актуальним та популярним напрямком дослідження у сучасній фінансовій 

математиці. Одним із основних завдань на фінансових ринках є якомога точніше 

спрогнозувати рух цін на активи із врахування великої кількості факторів, які на неї 

впливають. Оскільки динаміка руху цін неможлива без опису стохастичних процесів, до 

сих пір важко точно спрогнозувати ціни деривативів. 

 

Метою роботи є застосування субдифузійної моделі із зворотним Гаусівским 

субординатором до реальних фінансових даних. 

Науковим завданням було:  

1. Симулювати процеси hitting time та waiting time, та геометричний Броунівський 

рух із hitting time. 

2. Застосувати мартигальний метод для знаходження справедливої ціни опціону в 

субдифузійній моделі з IG субординаторами. 
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3. Використати фрактальне рівняння Дюпіре для знаходження справедливої ціни 

опціону в субдифузійній моделі з IG субординаторами. 

4. Застосувати метод Монте-Карло для реальних фінансових даних. Порівняти 

точність. 

Робота складається з трьох розділів. 

Перший розділ присвячено дифузійній моделі Блека-Шоулза, її перевагам та 

недолікам. 

Другий розділ присвячено аналізу та моделюванню процесу субдифузії з IG 

субординаторами, а також його застосуванню в моделі Блека-Шоулза для прогнозування 

ціни на опціон. 

Третій розділ присвячено застосування дифузійної та субдифузійної моделі для для 

прогнозування ціни на опціон на реальних даних.  

У результаті створено програмний продукт на мові Python, який може 

застосовуватись для моделювання прогнозу ціни на опціони. 
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РОЗДІЛ 1. ДИФУЗІЙНА МОДЕЛЬ БЛЕКА-ШОУЛЗА 

Модель Блека-Шоулза є фундаментальною моделлю у фінансовій математиці, 

яка використовується для оцінки опціонів. Розроблена Фішером Блеком і Майроном 

Шоулзом у 1973 році, ця модель дозволила значно просунутися у розумінні та аналізі 

фінансових деривативів. Вона базується на ряді припущень і використовує стохастичні 

процеси для моделювання динаміки цін активів. 

 

1.1. Математична модель 

Європейські опціони описують фінансовий контракт між покупцем та продавцем. 

Колл описує контракт за яким покупець має право, але не є зобов’язаним, придбати 

опціон 𝑍(𝑡)  за вказаною страйковою ціною 𝐾  за певний час виконання 𝑇 . Покупець 

сплачує невеликий залог, який і надає йому описане вище право. Опціон пут у свою 

чергу працює протилежно, він надає тримачу акцій можливість продавати їх. 

Математична модель для динаміки ринку складається з 3 компонентів: ризикованого 

активу (ціна акції), безризикового активу (ціна облігації) та справедливої ціни опціону. 

Справедливу ціну для Європейського опціону колл можна розрахувати за наступною 

формулою [1]: 

𝐶𝐵𝑆(𝑆0, 𝐾, 𝑇, 𝜎, 𝑟) = 𝑆0N(𝑑+) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇N(𝑑−),    (1) 

𝑑± =
l𝑛(
𝑆0
𝐾
) ±

𝜎2

2
𝑇

𝛿√𝑇
, 

Де N(x) – кумулятивна функція розподілу нормального стандартного розподілу, 

𝑟 – безризикова процентна ставка, 𝜎 – волатильність, 𝑆0 – початкова ціна акції, T – 

термін дії опціону. 

Ціна облігації в момент часу t визначається як: 

𝐵𝑡 = 𝐵0𝑒
𝑟𝑇      (2) 

𝐵0 – початкова ціна безризикового активу. 
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Ціна ризикованого активу 𝑆𝑡в момент часу t змінюється за стохастичним 

диференціальним рівнянням: 

𝑑𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝑊𝑡     (3) 

Це рівняння показує, що зміна ціни активу складається з двох частин: детермінованої 

частини, яка залежить від дрейфу (μ), і випадкової частини, яка залежить від 

волатильності та броунівського руху 𝑊𝑡, які визначають середній темп зростання ціни 

активу та розмах випадкових коливань відповідно. 

Броунівський рух 𝑊𝑡 є основним прикладом неперервного стохастичного процесу, і 

має такі властивості [2]: 

1. 𝑊0 = 0 (початкове значення дорівнює нулю). 

2. 𝑊𝑡має незалежні прирости: прирости 𝑊𝑡2 −𝑊𝑡1 та 𝑊𝑡3 −𝑊𝑡2 є незалежними для 

будь-яких 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3. 
3. Прирости 𝑊𝑡 мають нормальний розподіл із середнім значеням нуль та 

дисперсією, що пропорційна різниці в часі: (𝑊𝑡+𝑠 −𝑊𝑡)~𝑁(0, 𝑠). 

Відносини між цінами опціону пут 𝑃 та опціону колл 𝐶, коли обидва мають однакові 

страйкову ціну та час виконання задається наступною формулою: 

𝐶 − 𝑃 = 𝑍0 − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇. 

 

1.2. Припущення моделі Блека-Шоулза 

Модель Блека-Шоулза (B-S) є основоположною моделлю ціноутворення опціонів, 

яка широко використовується в фінансовій галузі. Вона має ряд припущень: 

1. Норма прибутку на безризиковий актив є постійною протягом всього терміну дії 

опціону. 

2.  Логарифм прибутковості ціни акції є нескінченно малим випадковим блуканням 

із дрейфом. Ціна акцій слідує Геометричному Броунівському руху при безперервній 

торгівлі. 

3. Протягом терміну дії опціону актив не виплачує дивіденди. 

4.  Немає можливості отримати безризиковий прибуток. 
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5. Витрати, пов'язані з купівлею або продажем акцій та опціонів, відсутні. 

6. Існує можливість купувати і продавати будь-яку кількість активів, включаючи їх 

часткові частини. 

 

Однак вона має ряд обмежень, які є предметом критики [4]:: 

• Нормальний розподіл прибутків: передбачається, що прибутки від акцій 

розподіляються за нормальним законом. Це означає, що модель не може 

враховувати екстремальні події, такі як великі падіння або зростання цін на 

акції. 

• Позитивна кореляція квадратичних прибутків: великі прибутки від акцій, як 

правило, слідують за великими прибутками, а великі втрати за великими 

втратами. Однак ця передумова може не дотримуватися в реальному світі. 

• Постійна волатильність: модель передбачає, що волатильність прибутку від 

акцій є постійною. Однак волатильність фактично може змінюватися в часі, що 

може призвести до помилок у розрахунках. 

• Відсутність періодів без руху: дифузійна модель не підходить для 

моделювання періодів без руху, коли ціни на акції залишаються відносно 

незмінними. Це тому, що B-S передбачає, що ціни на акції постійно 

змінюються. 

Незважаючи на свої обмеження, модель Блека-Шоулза залишається цінним 

інструментом для оцінки опціонів. Вона проста у використанні та надає точні оцінки в 

умовах, коли її припущення дотримуються. Однак, щоб усунути обмеження B-S, можуть 

використовуватися більш складні моделі, такі як субдифузійні моделі.  

Для визначення справедливої ціни опціону за моделю Блека-Шоулза, може 

використовуватись бібліотека mibian. Mibian — це бібліотека Python, спеціально 

розроблена для роботи з опціонами і фінансовими похідними. Вона надає зручні 

інструменти для обчислення різних параметрів опціонів, таких як ціна опціону, греки, 
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та реалізована волатильність. Бібліотека підтримує як європейські, так і американські 

опціони. 

Функція визначення справедливої ціни опціону: 

c = BS([S, K, r, T], volatility=σ) 

S: поточна ціна базового активу. 

K: страйк ціна. 

r: безризикова процентна ставка. 

T: термін дії опціону (у днях). 

σ: волатильність у відсотках. 

Було вирішено написати власну функцію, що визначає справедливу ціни опціону в 

моделі Блека-Шоулза: 

def black_scholes_call_price(S, K, T, r, sigma): 

    d1 = (np.log(S / K) + (r + 0.5 * sigma**2) * T) / (sigma * np.sqrt(T)) 

    d2 = d1 - sigma * np.sqrt(T) 

    call_price = S * norm.cdf(d1) - K * np.exp(-r * T) * norm.cdf(d2) 

    return call_price 

 

Ілюстративний приклад розрахунку за допомогою бібліотеки та функції: 

 

 

Рис. 1.1 – результати справедливої ціни опціону обома методами. 
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1.3. Висновки розділу 1 

Модель Блека-Шоулза є фундаментальною моделлю у фінансовій математиці, яка 

здійснила революцію в оцінці опціонів та інших фінансових деривативів. Вона 

базується на стохастичних процесах і припущеннях, які дозволяють моделювати 

динаміку цін активів. Основні елементи моделі включають дрейф, волатильність і 

броунівський рух, що описують детерміновану та випадкову складові зміни цін. 

Однак, модель Блека-Шоулза має свої обмеження. Вона передбачає нормальний 

розподіл прибутків, постійну волатильність і позитивну кореляцію квадратичних 

прибутків, що не завжди відповідає реальним умовам ринку. Крім того, модель не 

враховує періоди без руху, коли ціни залишаються відносно стабільними. 

У роботі була використана бібліотека Mibian для оцінки справедливої ціни 

опціонів, що є зручним інструментом для фінансових аналітиків і трейдерів. Бібліотека 

дозволяє легко та швидко розрахувати ціну опціонів, греки та реалізовану 

волатильність, підтримуючи як європейські, так і американські опціони.  

Окрім того, була розроблена власна функція для розрахунку ціни опціону колл за 

моделлю Блека-Шоулза, яка надає можливість перевірити результати, отримані за 

допомогою бібліотеки. Це дозволяє впевнитися в точності обчислень та адаптувати 

модель до специфічних вимог користувача. 

Порівняння результатів, отриманих за допомогою бібліотеки Mibian та власної 

функції, показало їх відповідність, що підтверджує правильність реалізації алгоритмів 

та їх ефективність для використання у фінансовій практиці. 
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РОЗДІЛ 2. СУБДИФУЗІЙНА МОДЕЛЬ  

 

Субдифузійні процеси є важливими для моделювання динаміки складних систем, 

таких як фінансові ринки, де класичні моделі не завжди адекватно враховують 

нерівномірності і затримки в процесах.  

Субдифузія є типом аномальної дифузії, яка характеризується повільнішим 

розсіюванням частинок у порівнянні зі стандартною (нормальною) дифузією. Це явище 

часто спостерігається в складних системах, таких як пористі середовища, біологічні 

тканини та фінансові ринки. У фінансовій математиці субдифузія використовується 

для моделювання динаміки цін активів, враховуючи затримки та інтервали без руху, 

які не можуть бути адекватно описані класичними моделями. 

Субдифузійні моделі можуть бути використані для опису періодів застою на 

неліквідних ринках. Ці моделі використовують концепцію стохастичного годинника, 

який представляє час як стохастичний процес. Це дозволяє моделювати періоди, коли 

ціни на акції залишаються відносно незмінними. 

 

2.1. Субдифузійні процеси для моделювання динаміки фінансових ринків 

 

В субдифузійному процесі, календарний час замінюється на hitting time. Hitting time 

визначається за допомогою субординатора та оберненого субординатора. 

Субординатор G(t) - це зростаючий процес Леві [3], який використовується для 

моделювання часу в інших стохастичних процесах. Він вводить випадкові зміни часу, 

що дозволяє моделювати нерівномірності та затримки у фінансових ринках та інших 

складних системах. 

Обернений субординатор H(t) визначається як перший момент, коли певний 

стохастичний процес (у даному випадку субординатор) досягає заданої підмножини 

простору станів. У фінансовій математиці обернений субординатор можна 
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інтерпретувати як перший момент, коли ціна активу досягає певного рівня. Після цього 

ціна може залишатися на цьому рівні протягом тривалого часу. 

В субдифузійному процесі, формули (2) та (3) відповідно набувають вигляду: 

𝐵𝑡 = 𝐵0𝑒
𝑟𝐻(𝑡) 

𝑑𝑆𝐻(𝑡) = (𝜇 +
𝜎2

2
)𝑆𝐻(𝑡)𝑑𝐻(𝑡) + 𝜎𝑆𝐻(𝑡)𝑑𝑊𝐻(𝑡) 

Таким чином, субдифузійна модель базується на використанні hitting time, і дозволяє 

моделювати ситуації, де звичайний календарний час не є адекватним для опису динаміки 

процесу. Це особливо корисно у фінансових моделях, де ціни активів можуть не 

змінюватися постійно, а залишатися стабільними протягом певних періодів. В даній 

роботі було використано обернений Гаусівський (IG) субординатор. 

 

2.2 Властивості IG та IIG субординатора 

 

Щільність G(t) має вигляд: 

𝑔(𝑥, 𝑡) =
𝛿𝑡

√2𝜋𝑥3
𝑒𝛿𝛾𝑡−

𝛿2𝑡2

2𝑥
−
𝛾2𝑥
2 , 𝑥 > 0. 

Моменти q-го порядку визначаються як: 

𝐸[𝐺𝑞(𝑡)]~ (
𝛿

𝛾
)
𝑞

𝑡𝑞 , 𝑡 → ∞. 

Обернений субординатор визначається як: 

𝐻(𝑡) = inf((𝜏 > 0:𝐺(𝜏) > 𝑡)). 

Щільність H(t) має вигляд: 

ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝛿

𝜋
𝑒𝛿𝛾𝑥−

𝛾2

2 ∫
𝑒−𝑡𝑦

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

∗ [𝛾𝑠𝑖𝑛(𝛿𝑥√2𝑦) + √2𝑦𝑐𝑜𝑠(𝛿𝑥√2𝑦)]𝑑𝑦  (4). 

Моменти q-го порядку визначаються як: 
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𝐸[𝐻𝑞(𝑡)]~{
(
1

𝛿√2
)𝑞𝑡𝑞/2  при 𝛾 = 0

(
𝛾

𝛿
)𝑞𝑡𝑞           при 𝛾 > 0

, 𝑡 → ∞. 

 

 

Рисунок 1.2 – Схематичний вигляд визначення H(t) через G(t). 

 

2.3. Справедлива ціна опціону для субдифузійної моделі  

 

Визначимо ℎ(𝑥, 𝑡) для IG випадку по формулі (4). 

1. Для часткового випадку: 𝛾 = 0 та 𝛿 = 1. 

ℎ(𝑥, 𝑡) =
√2

𝜋
∫ 𝑦−1/2
∞

0

𝑒−𝑡𝑦𝑐𝑜𝑠(𝑥√2𝑦)𝑑𝑦.   

Перейдемо до нового інтегралу, використовуючи заміну змінної 𝑢 = √𝑦: 
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𝑦 = 𝑢2, 𝑑𝑦 = 2𝑢𝑑𝑢. Перепишемо інтеграл: 

ℎ(𝑥, 𝑡) =
2√2

𝜋
∫ 𝑒−𝑡𝑢

2
∞

0

𝑐𝑜𝑠(𝑥√2𝑢)𝑑𝑢. 

Використаємо формулу інтегрування: 

∫ 𝑒−𝑎𝑢
2

∞

0

𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑢)𝑑𝑢 =
1

2
√
𝜋

𝑎
𝑒−

𝑏2

4𝑎, 

Де 𝑎 = 𝑡 та 𝑏 = √2𝑥. 

Підставимо ці значення і спростимо: 

ℎ(𝑥, 𝑡) =
2√2

𝜋
(
1

2
√
𝜋

𝑡
𝑒−

(√2𝑥)
2

4𝑡 ) = √
2

𝜋𝑡
𝑒−

𝑥2

2𝑡 , 𝑡 > 0. 

 

2. Для загального випадку. Враховуючи розкладання за рядом Тейлора для таких 

функцій [6]: 

sin(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
− ⋯ = ∑

(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
, 𝑥 ∈ (−∞;+∞),

∞

𝑛=0

 

cos(𝑥) = 1 −
𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
− ⋯ = ∑

(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!
, 𝑥 ∈ (−∞;+∞),

∞

𝑛=0

 

Отримаємо: 

sin(𝛿𝑥√2𝑦) = ∑
(−1)𝑛(𝛿𝑥√2𝑦)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
,

∞

𝑛=0

 

cos(𝑥) = ∑
(−1)𝑛(𝛿𝑥√2𝑦)2𝑛

(2𝑛)!
.

∞

𝑛=0

 

 

Підставляємо ці розклади в початковий інтеграл (4): 
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ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝛿

𝜋
𝑒𝛿𝛾𝑥−

𝛾2

2 ∫
𝑒−𝑡𝑦

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

∗ [𝛾∑
(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥√2𝑦)

2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

+√2𝑦∑
(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥√2𝑦)

2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

] 𝑑𝑦 

 

Розподiлимо суму на два iнтеграли: 

ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝛿

𝜋
𝑒𝛿𝛾𝑥−

𝛾2

2 ∫
𝑒−𝑡𝑦

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

∗ [𝛾∫
𝑒−𝑡𝑦

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

∑
(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥√2𝑦)

2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑑𝑦

∞

𝑛=0

+∫
𝑒−𝑡𝑦

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

√2𝑦∑
(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥√2𝑦)

2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

𝑑𝑦] 

Обмiняємо порядок сумування та iнтегрування: 

ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝛿

𝜋
𝑒𝛿𝛾𝑥−

𝛾2

2 ∫
𝑒−𝑡𝑦

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

∗ [𝛾∑
(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
∫

𝑒−𝑡𝑦(2𝑦)𝑛+
1
2

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

𝑑𝑦

∞

𝑛=0

+∑
(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥)2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

∫
𝑒−𝑡𝑦(2𝑦)𝑛+

1
2

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

𝑑𝑦] 

Позначимо: 

𝐼
𝑛+

1
2
= ∫

𝑒−𝑡𝑦(2𝑦)𝑛+
1
2

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

𝑑𝑦 
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 Розглянемо простiшу ситуацiю для випадку, коли 𝛾 = 0. Це значно спростить 

обчислення: 

𝐼
𝑛+

1
2
= 2𝑛+

1
2∫ 𝑒−𝑡𝑦𝑦𝑛−

1
2

∞

0

𝑑𝑦 

 

Це відомий інтеграл Ейлера для гама-функцій: 

∫ 𝑒−𝑡𝑦𝑦𝑣−1
∞

0

𝑑𝑦 =
Г(𝑣)

𝑡𝑣
, 

Де 𝑣 = 𝑛 +
1

2
. Тому: 

𝐼
𝑛+

1
2
= 2𝑛+

1
2
Г (𝑛 +

1
2)

𝑡𝑛+
1
2

. 

Таким чином, при 𝛾 = 0 щільність ℎ(𝑥, 𝑡) набуває вигляду: 

(𝑥, 𝑡) =
𝛿

𝜋
𝑒𝛿𝛾𝑥−

𝛾2

2 ∫
𝑒−𝑡𝑦

𝑦 +
𝛾2

2

∞

0

∗

[
 
 
 
 
 

𝛾∑

(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥)2𝑛+12𝑛+
1
2
Г (𝑛 +

1
2)

𝑡𝑛+
1
2

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

+∑

(−1)𝑛 ∗ (𝛿𝑥)2𝑛2𝑛+
1
2
Г (𝑛 +

1
2)

𝑡𝑛+
1
2

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

]
 
 
 
 
 

. 

Цей результат демонструє, що щільність  h(x,t) може бути виражена через ряд 

Тейлора, але інтеграл неможливо обчислити аналітично в закритій формі. Проте 

отриманий розклад дозволяє використовувати чисельні методи для наближеного 

обчислення цієї щільності. 
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Твердження. Справедлива ціна опціону у субдифузійній моделі може бути обчислена 

за формулою: 

𝐶𝑠𝑢𝑏(𝑆0, 𝐾, 𝑇, 𝑟, 𝜎) = 𝐶(𝑆0, 𝐾, H(t) , 𝑟, 𝛿) = ∫ 𝐶(𝑆0, 𝐾, 𝑥, 𝑟, 𝜎) ℎ(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
∞

0

. 

𝐶(𝑆0, 𝐾, H(t) , 𝑟, 𝛿) – ціна опціону в дифузійній моделі, яку можна розписати як: 

𝐶(𝑆0, 𝐾, 𝑥, 𝑟, 𝛿) = 𝑆0𝑁(
𝑙𝑛 (

𝑆0
𝐾
) + 𝑟𝑥 +

1

2
𝛿2𝑥

𝛿√𝑥
) − 𝐾𝑒−𝑟𝑥𝑁(

𝑙𝑛 (
𝑆0
𝐾
) + 𝑟𝑥 −

1

2
𝛿2𝑥

𝛿√𝑥
). 

Зауваження. Кумулятивну функцію можна представити за допомогою чисельних 

методів: 

𝑁(𝑥) =

{
 
 

 
 1 −

𝑒−𝑥
2

√2𝜋
(

𝑎1
1 + 𝑦𝑥

−
𝑎2

(1 + 𝑦𝑥)2
+

𝑎3
(1 + 𝑦𝑥)3

−
𝑎4

(1 + 𝑦𝑥)4
+

𝑎5
(1 + 𝑦𝑥)5

)  при 𝑥 ≥ 0

𝑒−𝑥
2

√2𝜋
(

𝑎1
1 − 𝑦𝑥

−
𝑎2

(1 − 𝑦𝑥)2
+

𝑎3
(1 − 𝑦𝑥)3

−
𝑎4

(1 − 𝑦𝑥)2
+

𝑎5
(1 − 𝑦𝑥)2

)  при 𝑥 < 0

 

Де 𝑦 = 0.2316419, 𝑎1 = 0.3198153, 𝑎2 = 0.356563782, 𝑎3 = 1.781477937, 𝑎4 =
1.821255978, 𝑎5 = 1.330274429. 

 

В даній роботі буде використовуватися метод Монте-Карло для наближеного 

обчислення. 

 

2.4. Справедлива ціна опціону методом Монте-Карло 

 

За методом Монте-Карло, справедлива ціна опціну може бути визначена як: 

𝐶𝑠𝑢𝑏(𝑆0, 𝐾, 𝑇, 𝑟, 𝜎) =
1

𝑛
∑𝐶(𝑆0, 𝐾, 𝑇, 𝐻𝑖(𝑇), 𝜎)

𝑛

𝑖=1

 

Тобто це середнє значення з визначних справедливих цін опціонів, де замість 

календарного часу застосовується обернений субординатор. 

 

Детальний опис алгоритму: 
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1. Генеруємо n випадкових траєкторій для оберненого субординатора 𝐻(𝑇), який 

моделює затримки або періоди застою в ціні активу. 

2. Використовуємо класичну формулу Блека-Шоулза для обчислення ціни опціону для 

кожної симульованої траєкторії з урахуванням зворотного субординатора. 

Використовуємо значення H(T) як час до експірації. 

3. Обчислюємо середнє значення цін опціонів для всіх траєкторій, що буде 

справедливою ціною опціону в субдифузійній моделі. 

 

Таким чином, метод Монте-Карло дозволяє обчислити справедливу ціну опціону в 

субдифузійній моделі Блека-Шоулза з урахуванням складних динамічних процесів на 

фінансових ринках.  

 

2.5. Симуляція субординатора та зворотного субординатора 

 

Для IIG, при γ = ∆ = 1 E(H(t))=t. Це дозволяє визначити субординатор H(t) за 

допомогою симуляції субординатора.  

 

Алгоритм симуляції G(T): 

Маємо n моментів часу: 𝑡1 =
1

𝑛
, 𝑡2 =

2

𝑛
, … , 𝑡𝑛 = 1, 𝑑𝑡 =

1

𝑛
 .  

Для i = 1, 2, ..., n ми генеруємо n незалежних тотожним чином розподілені обернені 

гаусові змінні Fi: 

1.1 Генеруємо стандартну нормальну випадкову змінну N. 

1.2 Призначаємо 𝑋 =  𝑁2. 

1.3 Визначаємо 𝑌 = 𝑑𝑡 +
𝑋

2
+ √𝑑𝑡. 

1.4 Генеруємо рівномірну [0, 1] випадкову змінну U. 

1.5 Якщо 𝑈 ≤
𝑑𝑡

𝑑𝑡+𝑌
, повертаємо Y; інакше повернутаємо 

(𝑑𝑡)2

𝑌
. 
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2. Знаходимо: 𝐺(𝑡𝑖) = ∑ 𝐹𝑗𝑖
𝑗=1  . 

 

𝐺(𝑡1), 𝐺(𝑡2), ..., 𝐺(𝑡𝑛)є n змодельованих значень процесу зворотного Гауса в моменти 

часу t1, t2, ..., tn відповідно. 

 

При n субординаторах, ми можемо визначити зворотний субординатор H(t): 

𝐻𝛥(𝑡) = [𝑚𝑖𝑛(𝑛 ∈ 𝑁: 𝐺(𝛥𝑛) > 𝑡) − 1]𝛥, 𝑛 = 1,2,… 

Де Δ — довжина кроку, 𝑡 – час. 

Тобто на початку задаємо значення n=1. Якщо 𝐺(𝛥𝑛) ≤ 𝑡, збільшуємо n на 1, і 

повторюємо перевірку.  Коли знайдено мінімальне n, для якого 𝐺(𝛥𝑛) > 𝑡, обчислюємо 

𝐻𝛥(𝑡) за заданою формулою. 

 

2.6. Висновки розділу 2 

 

У цьому розділі було розглянуто субдифузійні моделі та їх застосування у 

фінансовій математиці для моделювання динаміки фінансових ринків. Вивчення 

субдифузійних процесів дозволило зрозуміти, як можна моделювати нерівномірності та 

затримки у процесах, що є характерними для складних систем, таких як фінансові ринки. 

Пояснено концепцію субдифузії, яка відрізняється від стандартної дифузії 

повільнішим розсіюванням частинок. Виявлено, що субдифузійні процеси є корисними 

для моделювання динаміки фінансових ринків, де класичні моделі не завжди адекватно 

враховують періоди застою та інтервали без руху. 

Запропоновано використання hitting time та обернених субординаторів для 

моделювання динаміки цін активів. Цей підхід дозволяє враховувати нерівномірності та 

затримки у часі, що є важливим для точного опису поведінки фінансових ринків. 
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Запропоновано формулу для обчислення справедливої ціни опціону у 

субдифузійній моделі. Визначено, що використання hitting time замість календарного 

часу дозволяє адекватніше описувати динаміку цін активів у фінансових моделях. 

 

Використано метод Монте-Карло для наближеного обчислення справедливої ціни 

опціону у субдифузійній моделі. Детально описано алгоритм симуляції субординаторів 

та обернених субординаторів для оцінки ціни опціону. 

 

Субдифузійні моделі є потужним інструментом для моделювання складних динамічних 

процесів на фінансових ринках. Використання цих моделей дозволяє враховувати 

нерівномірності та затримки, що робить їх більш точними та ефективними у порівнянні 

з класичними моделями. Це сприяє більш точному прогнозуванню динаміки цін активів 

та підвищенню ефективності фінансового аналізу 
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РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ДО РЕАЛЬНИХ ДАНИХ 

3.1. Збір даних і обчислення параметрів моделі 

 

В якості реальних даних було обрано ціни акцій компанії NVIDIA Corporation Common 

Stock (NVDA). Часовий проміжок даних: 24.05.2023 - 23.05.2024. Дані були взяті з сайту 

Nasdaq.com. Спостерігаючи за змінами на ціни в даному часовому проміжку (Рис. 3.1), 

можемо зробити висновок, що ринок є доволі активним, хоча періоду застою.  

Вхідні параметри: файл типу xlsx із цінами акцій за вказаний проміжок часу. Варто 

зазначити, що дата початкової ціни на опціон S0 – 23.05.2024. За страйову ціну K було 

обрано 1000, безризикова процентна ставка r=2%, волатильність 𝜎 = 45%. 

 

Розрахунки будуть проводитися за допомогою Python та його статистичних та 

математичних бібліотек. У даному проекті буде використано наступні бібліотеки: 

matplotlib для виведення графіків, math стандартна математична бібліотека, sympy більш 

складна математична бібліотека, що дозволить виконувати інтегральні обчислення, 

numpy та statistics статистичні бібліотеки, які будуть використані для статистичних 

обрахунків та pandas для роботи із таблицями даних. 

Першим кроком буде внесення даних до програми, їх зчитування та обробка. 

Наступний уривок із коду демонструє імплементацію читання таблиць з файлів 

розширення .csv за допомогою бібліотеки pandas. Дана бібліотека дозволяє зручно 

працювати із таблицями, пропонуючи для використання методи та функції, що 

дозволяють не витрачати час на розрахунки базових показників та обробку кожної 

клітинки, що містить дані. 
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Рисунок 3.1 – Ціни акцій компанії NVIDIA 

 

Визначаємо hi за форрмулою та будуємо їх графік: 

 

Рис. 3.2 – Графік log-return для цін акцій 
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Значення ℎ𝑖 = 0 виникають при 𝑆𝑖 = 𝑆𝑖−1, тобто коли ціна акції не змінюється. 

Для порівняльного аналізу було взято реальні дані цін на опціони в певні дати.  

 

 

3.2. Обчислення справедливої ціни  

 

Для розрахунку було обрано наступні дати: 7 червня 2024, 20 вересня 2024 та 17 

січня 2025. Відповідно, T дорівнював 1/24, 1/3 та 2/3.  

Data Дифузійна B-S Субдифузійна за M-C Реальні дані  

7.06.24 26.67 33.27 39.75 

20.09.24 151.79 125.72 131.25 

17.01.25 226.38 165.03 184 

 

Визначаємо похибки за формулою середньоквадратичної похибки [5]: 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
1

𝑛
∑𝑑𝑖

2

𝑛

𝑖=1

, 
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Де 𝑑𝑖 – похибка між реальними та визначеними даними. 

Для дифузійної моделі B-S: 

𝑅𝑀𝑆𝐸(𝐵𝑆) = √
1

3
((26.67 − 39.75)2 + (151.79 − 131.25)2 + (226.38 − 184)2)

≈ 28.219 

Для судифузійної моделі, розрахованої методом Mонте-Карло: 

𝑅𝑀𝑆𝐸(𝑀𝐶) = √
1

3
((33.27 − 39.75)2 + (125.72 − 131.25)2 + (165.03 − 184)2)

≈ 12.006 

3.3. Висновки розділу 3 

 

У даному розділі було проведено аналіз цін акцій компанії NVIDIA Corporation за 

період з 24.05.2023 по 23.05.2024. На основі цих даних було виконано розрахунки 

справедливої ціни опціонів з використанням дифузійної моделі Блека-Шоулза та 

субдифузійної моделі, розрахованої методом Монте-Карло. 

Аналіз показав, що субдифузійна модель методом Монте-Карло має меншу 

похибку у порівнянні з дифузійною моделлю Блека-Шоулза, що свідчить про її більшу 

точність та відповідність реальним ринковим даним. 

Таким чином, можна зробити висновок, що використання субдифузійної моделі для 

оцінки справедливої ціни опціонів може бути більш ефективним підходом, особливо 

для ринків із застоями в цінах акцій. 
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ВИСНОВКИ 

 

Субдифузійна модель допомагає визначити більш точно справедливу ціну опціону, 

коли у фінансовій моделі є періоди застоїв. У даній роботі: 

- Було проведено симуляцію hitting time та waiting time. Ці процеси є критичними для 

субдифузійних моделей, оскільки вони дозволяють моделювати часові інтервали між 

змінами цін активів, що особливо важливо для фінансових ринків з нерівномірною 

активністю. 

- Запроваджено твердження для справедливої ціни опціону. Було запропоновано 

формулу для обчислення справедливої ціни опціону в субдифузійній моделі з 

використанням hitting time замість календарного часу. Це дозволяє точніше моделювати 

динаміку цін активів у періоди застою. 

- Застосовано метод Монте-Карло для реальних даних. Метод Монте-Карло був 

використаний для наближеного обчислення справедливої ціни опціону в субдифузійній 

моделі. Було написано програмний код на мові Python, який дозволив провести 

симуляції та порівняти точність отриманих результатів з дифузійною моделлю Блека-

Шоулза. 

Ці кроки підтвердили ефективність субдифузійних моделей для фінансових ринків, де 

класичні моделі не завжди адекватно враховують періоди застою та інтервали без руху. 

Результати показали, що субдифузійні моделі можуть бути більш точними у 

прогнозуванні цін опціонів на таких ринках, що сприяє підвищенню ефективності 

фінансового аналізу та управління ризиками. 
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import numpy as np 

import pandas as pd 

import matplotlib.pyplot as plt 

from scipy.stats import norm 

 

def load_file(filepath): 

    return pd.read_excel(filepath) 

 

filepath = r'C:\Users\Анастасия\Desktop\option\NV.xlsx'  

 

df = load_file(filepath) 

 

df.columns = ['Close/Last'] 

 

df['Log_Returns'] = np.log(df['Close/Last'].shift(-1)) - np.log(df['Close/Last']) 

 

df.dropna(inplace=True) 

 

 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

plt.plot(df.index, df['Close/Last'], color='blue', linestyle='-', label='Stock 

Prices') 

plt.title('Stock Prices') 

plt.xlabel('Date') 

plt.ylabel('Price') 

plt.grid(True) 

plt.legend() 

plt.show() 

 

 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

plt.plot(df.index, df['Log_Returns'], color='blue', linestyle='-', label='Log 

Returns') 

plt.title('Log Returns of Stock Prices') 

plt.xlabel('Date') 

plt.ylabel('Log Returns') 

plt.grid(True) 

plt.legend() 

plt.show() 

 

 

sample_mean = df['Log_Returns'].mean() 

sample_variance = df['Log_Returns'].var() 
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delta_t = 1 / 252  

annual_volatility = np.sqrt(sample_variance / delta_t) 

 

print(f'Annual Average Volatility (σ): {annual_volatility}') 

 

 

S0 = df['Close/Last'].iloc[-1] 

K = 1000   

r = 0.02 

sigma = 0.45 

print(f'Risk-free rate (r): {r}') 

 

 

#  G(t) 

def inverse_gaussian_subordinator(delta, gamma, T, N_steps): 

    increments = np.zeros(N_steps) 

    for i in range(N_steps): 

        dt = 1 / N_steps 

        N = np.random.normal(0, 1) 

        X = N**2 

        Y = dt + X / 2 + (1 / 2) * np.sqrt(4 * dt * X + X**2) 

        U = np.random.uniform(0, 1) 

        if U <= dt / (dt + Y): 

            increments[i] = Y 

        else: 

            increments[i] = (dt**2) / Y 

    return np.cumsum(increments) 

 

 

def find_min_index(G_t, t): 

    for i, value in enumerate(G_t): 

        if value > t: 

            return i 

    return None   

 

#  time H(t) 

def hitting_time(G_t, t, delta_t): 

    H_t = abs((find_min_index(G_t, t) - 1) * delta_t) 

    return H_t 

 

def monte_carlo_option_price(S, K, T, r, sigma, n_simulations): 

    option_prices = [] 

    for _ in range(n_simulations): 

        G_t = inverse_gaussian_subordinator(delta, gamma, T, N_steps) 

        while G_t[-1]<1: 
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            G_t = inverse_gaussian_subordinator(delta, gamma, T, N_steps) 

        H_t = hitting_time(G_t, T, delta_t)   

        call_price = black_scholes_call_price(S0, K, H_t, r, sigma) 

        option_prices.append(call_price) 

    return np.mean(option_prices) 

 

def black_scholes_call_price(S, K, T, r, sigma): 

    with np.errstate(divide='ignore', invalid='ignore'): 

        d1 = (np.log(S / K) + (r + 0.5 * sigma**2) * T) / (sigma * np.sqrt(T)) 

        d2 = d1 - sigma * np.sqrt(T) 

        call_price = S * norm.cdf(d1) - K * np.exp(-r * T) * norm.cdf(d2) 

    return call_price 

 

T = 1   

n_simulations = 3000  # Кількість симуляцій 

N_steps = 200  # Число кроків для симуляції 

t_value = 1/24 

 

BS = black_scholes_call_price(S0, K, t_value, r, sigma) 

MC = monte_carlo_option_price(S0, K, t_value, r, sigma, n_simulations) 

C = 33.9 

print(f'Fair price of the diffusive call option: {BS:.2f}') 

print(f'Fair price of the subdiffusive call option: {MC:.2f}') 

print(f'Real call option: {C:.2f}') 

 

import mibian 

c = mibian.BS([S0, K, 0.02, 14],  volatility = 33.8) 

print(c.callPrice) 

 

 


