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Анотацiя
У роботi розглянутi властивостi однiєї бiнарної операцiї на множинi вершин
дерева. Доведено, що групоїд iз такими властивостями однозначно вiдповiд-
ає деякому дереву. Надана якiсна та кiлькiсна характеризацiя комутатив-
них пар та асоцiативних трiйок бiнарної операцiї. Запрограмовано перетво-
рення мiж комп’ютерним представленням графа й отриманої алгебраїчної
структури.

Ключовi слова : Т-групоїд, дерево, групоїд, твiрна множина, гомомор-
фiзм групоїдiв, код Прюфера.
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Вступ
Графи виникають у рiзноманiтних задачах комп’ютерних наук, планува-
ння та логiстики як гнучкi математичнi структури, за допомогою яких
можна точно описати зв’язки мiж об’єктами, абстрагуючись вiд малова-
жливих умов (таких, як вiдстанi та кути в метричному просторi). Поряд
iз високим iнтересом до вивченого питання, математична складова теорiї
графiв спонукає науковцiв звернутись до iнших роздiлiв математики за ана-
логiями та вiдповiдями на поставленi питання. Хоч за природою графи є
топологiчними структурами, для формулювання та вирiшення задач ста-
ють у нагодi теорiя множин, аналiз, комбiнаторика, теорiя алгоритмiв i
обчислювальностi тощо.

Iдеєю цiєї роботи є спроба вивчення графiв засобами абстрактної алге-
бри, тобто проведення паралелей мiж властивостями бiнарних операцiй на
множинi та операцiями над графами. Iдеєю для роботи послугувала стаття
[1], де введено поняття геодетичного графа та розглянуто властивiсть однi-
єї бiнарної операцiї на множинi вершин такого графа. Зокрема, доводиться,
що клас скiнченних дерев iз теорiї графiв еквiвалентний певнiй алгебраїчнiй
структурi iз бiнарною операцiєю, що задовольняє деяким умовам.

У данiй роботi переглянуто зв’язок мiж графами та групоїдами та зро-
блено подальшi дослiдження та висновки з еквiвалентностi цих класiв. Для
графiв дослiджуються питання, що класично постають при вивченнi алге-
браїчної структури: дослiдження її пiдструктур, твiрних пiдмножин, гомо-
морфiзмiв. Пiдняте питання комп’ютерного зображення розглянутих стру-
ктур, як графiв, так i групоїдiв, та наведено приклад переходу мiж цими
репрезентацiями засобами мови системного програмування Rust.
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2 Означення
Означення 2.1. Неорiєнтований граф – це пара G = (V,E), де V =

V (G) – множина вершин, E = E(G) ⊂ V×V = {{a, b}| a, b ∈ V } – мно-
жина ребер.

Означення 2.2. Орiєнтований граф – це пара G = (V,E), де V = V (G)
– множина вершин, E = E(G) ⊂ V×V = {(a, b)| a, b ∈ V } – множина
дуг.

Означення 2.3. Степенем вершини u неорiєнтованого графа G нази-
вають кiлькiсть вершин v ∈ G таких, що u ̸= v та uv ∈ E(G). У роботi
використовуватиметься позначення dG(u).

Означення 2.4. Шлях мiж парою вершин x, y ∈ V (G) – це послiдов-
нiсть вершин v0, v1, . . . , vn, де x = v0 – початок шляху, y = vn – кiнець
шляху, ∀i = 0 . . . n−1 : vivi+1 ∈ E(G). Шлях є циклом, якщо його початок
та кiнець спiвпадають.

Означення 2.5. Граф називається зв’язним, якщо мiж будь-якою па-
рою вершин iснує шлях.

Означення 2.6. Дерево – це зв’язний неорiєнтований граф, що не мi-
стить цикла.

В данiй роботi розглядатимемо тiльки скiнченнi дерева.
Нехай G - зв’язний граф. Позначимо dG(u, v) як вiдстань мiж вершина-

ми u, v ∈ G. Для кожної впорядкованої пари u, v ∈ G, u ̸= v позначимо

AG(u, v) = {w ∈ V (G); dG(u,w) = 1 and dG(w, v) = dG(u, v)− 1}.

Означення 2.7. Граф G називається геодетичним, якщо вiн зв’язний
та мiж кожними двома рiзними вершинами iснує єдиний найкоротший
шлях, тобто

|AG(u, v)| = 1 ∀u, v ∈ V (G).

Означення 2.8. Метричним вiдрiзком [u, v]G мiж вершинами u, v ∈
V (G) зв’язного графа називатимемо пiдмножину вершин w, таких що

dG(w, u) + dG(w, v) = dG(u, v).
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Означення 2.9. Якщо uv ∈ E(G), то пiвпростором W (u, v) ⊂ V (G)
називається множина

{w ∈ V (G) | dG(w, u) < dG(w, v)}.

Означення 2.10. Якщо G = (V (G), E(G)) граф, то графом, породже-
ним множиною A ∈ V (G) називають граф G[A] iз V (G[A]) = A,
E(G[A]) = {{u, v} ∈ E(G) | u, v ∈ A}}.

Означення 2.11. У графi G пiдмножина A ∈ V (G) називається
зв’язною, якщо породжений нею пiдграф G[A] зв’язний.
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3 Iндукована операцiя геодетичного графа
Означення 3.1. Iндукованою операцiєю геодетичного графа G назива-

ютимемо таку бiнарну операцiю + : V (G)× V (G) → V (G), що u+ u = u
та u+ v (u ̸= v) - єдиний елемент A(G).

Геодетичнiсть графа гарантує, що iндукована операцiя однозначна, тож
є коректною бiнарною операцiєю на множинi вершин.

Лема 3.2. Нехай Т - дерево, + є iндукованою операцiєю на Т. Нехай
V = V (T ). Тодi + задовольняє таким аксiомам:
(A) (u+ v) + u = u (для всiх u, v ∈ V );
(B) якщо (u+ v) + v = u, то u = v (для всiх u, v ∈ V );
(C) якщо u ̸= u+ v = v ̸= u+ w, то v + w = u (для всiх u, v, w ∈ V ).

Доведення. □ (A): Якщо u = v, то з iдемпотентностi операцiї + слi-
дує правильнiсть твердження. Iнакше, u + v та u з’єднанi ребром, тодi
AT (u + v, u) = {u}.(B): Нехай u ̸= v. Тодi dT ((u + v) + v, u) ≥ 1, що
протирiчить (u + v) + v = u. Тож u = v.(C): Iз u ̸= u + v = v слiдує
dT (u, v) = 1 та (u, v) ∈ E(T ). Доведемо, що w лежить у пiвпросторi
W (u, v). Справдi, так як T – дерево, то найкоротший шлях вiд u до вер-
шини x пiдпростору W (v, u) лежить через v, тож u+x = v ∀x ∈ W (v, u).
Значить w /∈ W (v, u) та w ∈ W (u, v). Але тодi найкорошший шлях вiд v
до w лежить через u, тобто v + w = u. ■

Нехай + є бiнарною операцiєю на скiнченнiй непорожнiй множинi V
та задовольняє аксiоми (A), (B), (C). Тодi пару (V,+) називатимемо Т-
групоїдом. Для Т-групоїда Γ = (V,+) позначатимемо V (Γ) = V . У цьому
роздiлi буде доведено, що кожному Т-групоїду вiдповiдає дерево, тобто мiж
деревами та Т-групоїдами iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть.

Лема 3.3. Нехай Γ = (V,+) – Т-групоїд. Тодi:

1. u+ v = v тодi й тiльки тодi, коли v + u = u ∀u, v ∈ V ;

2. u+ v = u тодi й тiльки тодi, коли u = v ∀u, v ∈ V .

Доведення. □ 1. У частинi (A) Леми 2.3 покладемо u + v = v, тодi
v+u = u. Замiнюючи ролi u та v, доведемо, що з v+u = u слiдує u+v = v.

2. У частинi (B) Леми 2.3 покладемо u + v = u, тодi iмплiкацiя
приймає вигляд u+v = u ⇒ u = v, тож u = v. Навпаки, якщо u = v, то з
доведеного пункту 1 цiєї леми слiдує iдемпотентнiсть +; (∀u, u+u = u),
тож u+ v = u+ u = u, що i треба було довести. ■
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Означення 3.4. Нехай Γ = (VΓ,+) – Т-групоїд. Граф G називається
асоцiйованим iз Γ, якщо V (G) = VΓ та

E(G) = {{u, v} | u, v ∈ V (G), u+ v = v ̸= u}.

За пунктом 1 Леми 2.3 , iснує тiльки один граф, асоцiйований iз за-
даним Т-групоїдом. Взаємна однозначнiсть мiж Т-групоїдами та деревами
задається наступною теоремою.

Теорема 3.5. Нехай Γ = (VΓ,+) – Т-групоїд, G = (V,E) – граф, асоцi-
йований до Γ. Тодi G – дерево i + – iндукована операцiя на G.

Доведення. □ Доведемо спочатку, що якщо H – компонента G, то

AH(x, y) = {x+ y} ∀x, y ∈ H.

Якщо H тривiальна, тобто мiстить лиш одну вершину, тодi твердже-
ння очевидне. Нехай |V (G)| ≥ 2. Виберемо будь-якi двi рiзнi вершини
x, y ∈ V (G) та позначимо k = dH(x, y), k ≥ 1. Скористаємось iндукцiєю
за k. Для k = 1 маємо xy ∈ E(G), тодi x + y = y, y + x = x, значить
AH(x, y) = {x + y} i AH(y, x) = {y + x}. Припустимо тепер, що k ≥ 2
i ∀u, v ∈ V (H) таких, що dH(u, v) = k − 1 маємо AH(u, v) = {u + v}.
Тодi виберемо z ∈ AH(x, y). xz ∈ E(G) та dG(z, y) = k − 1, значить
z + x = x ̸= z + y, тож, за частиною (С) Леми 2.3, маємо x+ y = z та
AH(x, y) = {x+ y}.

Маємо, що кожна компонента породженого графа є геодетичним пiд-
графом. Припустимо, що в породженому графi iснує цикл непарної дов-
жини. Тодi ∃x, y, z ∈ V (G) такi, що dG(x, y) = 1 та dG(x, z) = dG(y, z).
Значить x + y = y ̸= x + z, тож, за частиною (С) Леми 2.3, маємо
y + z = x, з чого слiдує dG(y, z) = dG(x, z) + 1, суперечнiсть. Тож припу-
щення про iснування цикла непарної довжини неправильне i асоцiйований
граф є лiсом.

Доведемо, що цей лiс зв’язний. Для довiльної пари рiзних елементiв
x, y ∈ Γ побудуємо послiдовнiсть x0 = x, xn = xn−1 + y. Асоцiйований
граф не мiстить циклiв, тож всi xn, n ≥ 0 рiзнi. Тодi послiдовнiсть
скiнченна та xm = y для декотрого m ≥ 1. Значить x та y лежать в
однiй компонентi зв’язностi. Так як вибiр вершин був довiльним, асоцi-
йований граф зв’язний, тобто є деревом, що i треба було довести. ■
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4 Алгебраїчнi властивостi iндукованої опера-
цiї

Розглянемо властивостi iндукованої операцiї Т-групоїда та дослiдимо, яким
умовам має задовольняти асоцiйований граф, щоб цi властивостi виконува-
лись.

Означення 4.1. Бiнарна операцiя + : X ×X → X, задана на деякiй
множинi X, називається комутативною, якщо ∀a, b ∈ X, a+ b = b+ a.

Очевидно, що в Т-групоїдi + в загальному випадку не є комутативною.

Твердження 4.2. На T -групоїдi для вершин u, v справедливо, що u+
v = v + u тодi i тiльки тодi, коли u = v або dT (u, v) = 2.

Доведення. □ Якщо u = v, то очевидно u+v = v+u. Якщо ж dT (u, v) =
2, то помiтимо, що AG(u, v) = {w}AG(v, u), де w - єдина вершина така,
що dG(u,w) = dG(w, v), тодi u+ v = v + u = w. Навпаки, нехай u ̸= v та
u + v = v + u = w, тодi dG(u,w) = dG(w, v), звiдки dG(u, v) ≤ 2. Але при
dG(u, v) = 1 iснує ребро мiж u та v, тодi u+ v = v ̸= v+u = u. Значить,
dG(u, v) ≤ 2. ■

Пiдрахунок кiлькостi комутатуючих пар Т-групоїда привiв до наступно-
го результату.

Означення 4.3. Першим загребським iндексом M!(G) неорiєнтованого
графа G називають значення M1(G) =

∑
u∈V (G) d

2
G(u).

Твердження 4.4. Кiлькiсть (невпорядкованих) комутуючих пар вiд-
носно + на деревi Т з |V (T ) > 1| дорiвнює 1 + 1

2M1(T ).

Доведення. □ Доводитимо за допомогою iндукцiї за кiлькiстю вершин у
деревi, починаючи з двох вершин. Для |V (T ) = {u, v}| маємо двi комута-
тивнi пари u+u = u та v+v = v, i 1+1

2M1(T ) = 1+12+12

2 = 2. Нехай для де-
якого дерева з k вершинами кiлькiсть комутативних пар дорiвнює, згiдно
з припущенням, K(T ) = 1+ 1

2M1(T ). Тодi при додаваннi до дерева T однiєї
вершини (аби граф лишився деревом, нова вершина має бути з’єднана ре-
бром iз рiвно однiєю iснуючою вершиною - назвемо цю вершину x, а нову –
y) Загребський iндекс стає M1(T+{y}) = M1(T )+1+(dT (x)+1)2−d2T (x) =
M1(T ) + 2(dT (x) + 1). Порахуємо новi комутативнi пари: одна пара за ра-
хунок iдемпотентностi + : y+ y = y та dT (x) пар {y, w}, де w така що
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{x,w} ∈ E(T ), бо в новому деревi T + {y} маємо y+w = w+ y = x, тож
загалом:

K(T + {y}) = K(T ) + 1 + dT (x) = 1 +
M1(T ) + 2(1 + dT (x))

2
=

= 1 +
M1(T + {y})

2
.

■

Тепер розглянемо, коли операцiя + Т-групоїда є асоцiативною.

Означення 4.5. Асоцiативною трiйкою для бiнарної операцiї
+ : X ×X → X, заданої на деякiй множинi X, називається впорядкова-
на трiйка елементiв (a, b, c) ∈ X така, що a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

Дослiдження асоцiативних трiйок цiкавить нас, як основа для побудови
складнiших алгебраїчних конструкцiй.

Теорема 4.6. Нехай T = (V,E) – дерево, + – iндукована операцiя на T .
Впорядкована трiйка (a, b, c) ∈ V 3 є асоцiативною для + тодi й тiльки
тодi, коли a = b, або a+ b = c, або b+ c = a.

Доведення. □ Розглядатимемо кiлька варiантiв взаємного розташуван-
ня вершин a, b, c ∈ V (T ) та визначатимемо, за яких умов така конфiгу-
рацiя є асоцiативною. Таким чином, розгляд всiх можливих конфiгурацiй
дасть необхiдну характеризацiю.

1. Якщо a = b = c, то асоцiативнiсть очевидна.

2. Якщо a = b ̸= c, то a + (b + c) = a + (a + c) = a + c = (a + a) + c =
(a+ b) + c, тобто асоцiативнiсть виконується завжди.

3. Якщо a = c ̸= b, то (a + b) + c = (a + b) + a = a i, за частиною (B)
Леми 2.2, a+(b+a) = a еквiвалентно b+a = a, тобто {a, b} ∈ E(T ).

4. Якщо a ̸= b = c, то умова асоцiативностi перетворюється на
a + (b + b) = (a + b) + b, що, за частиною (B) Леми 2.2, знову
еквiвалентно {a, b} ∈ E(T ).

5. Якщо a ̸= b ̸= c, то позначимо u = a + c, v = a + b i помiтимо, що
w = a + (b + c) сумiжна з a або рiвна їй. Так як u, v сумiжнi з a,
то або u = v, або, за частиною (C) Леми 2.2, з u ̸= v отримаємо
u+ v = v + u = a i v + c = (a+ b) + c = a.
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(а) Якщо u = v, то (a + b) + c = (a + c) + c рiвна a + (b + c)
тодi й тiльки тодi, коли a + c = c (тобто {a, c} ∈ E(T )). Але
a+ c = a+ b, тому асоцiативнiсть еквiвалентна a+ b = c.

(б) Якщо ж u ̸= v, (a+ b) + c = a, то, за частиною (2) Леми 2.3,
a+ (b+ c) = (a+ b) + c тодi й тiльки тодi, коли b+ c = a.

Об’єднуючи випадки 1 та 2, маємо асоцiативнiсть при a = b, випадок 3
разом iз 5(б) дає асоцiативнiсть при b+ c = a, випадок 4 разом iз 5(а) дає
асоцiативнiсть при a+ b = c. ■

Зауваження. З доведення Теореми 3.6 видно, що впорядкована трiй-
ка (a, b, c) ∈ V 3(T ) є асоцiативною вiдносно + тодi й тiльки тодi, коли
a = b, або c ∈ WT (a, b), або b ∈ WT (c, a).

Iз теореми 1 одразу можна обчислити кiлькiсть таких трiйок, яка як
виявляється, не залежить вiд структури самого дерева.

Наслiдок 4.6.1. Кiлькiсть асоцiативних трiйок вiдносно + на n – вер-
шинному деревi дорiвнює 3n2 − 2n.

Доведення. □ Позначимо |n = V (T )| попереднього Зауваження пораху-
ємо: кiлькiсть трiйок (a, b, c) ∈ V 3(G) таких, що a = b – n2, Для кожного
ребра {u, v} ∈ E(T ), яких у деревi n− 1:

• якщо a = u, b = v – |WT (u, v)| варiантiв для c;

• якщо a = v, b = u – |WT (v, u)| варiантiв для c;

Так як у деревi |WT (u, v)|+|WT (v, u)| = n, то варiант b+c = a дає загалом
n2 − n асоцiативних трiйок. Аналогiчно a + b = c дає ще n2 − n трiйок.
Об’єднуючи цi три взаємовиключнi випадки, маємо 3n2−2n асоцiативних
трiйок. ■
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5 Пiдгрупоїди та твiрна множина
При вивченнi алгебраїчних структур природньо постають питання їхньої
складу в термiнах пiдмножин елементiв. У часностi, певна пiдмножина еле-
ментiв може сама бути коректною алгебраїчною структурою вiдносно тої
ж бiнарної операцiї тодi, коли ця пiдмножина замкнена вiдносно цiєї опе-
рацiї. У теорiї груп такi пiдмножини називаються пiдгрупами, ми ж у
цьому роздiлi розглянемо пiдгрупоїди, якi визначаються абсолютно анало-
гiчно. Також для алгебри цiкаво в множинi знайти пiдмножину таку, що,
iтеруючи бiнарну операцiю мiж елементами знайденої пiдмножини, можна
отримати будь-який елемент початкової множини – такi пiдмножини нази-
ваються твiрними. Вивчення властивостей алгебраїчної структури можна
звести до вивчення елементiв твiрних пiдмножин – тут можна провести
аналогiю iз базисом векторного простору в лiнiйнiй алгебрi. Нижче ми роз-
глянемо пiдгрупоїди Т-групоїдiв та їхнi твiрнi множини.

Означення 5.1. Множина H ⊂ G називається пiдгрупоїдом групоїда
(G,⊕), якщо ∀a, b ∈ H, a⊕ b ∈ H.

Iнакше кажучи, H замкнена вiдносно ⊕. Пiдгрупоїд сам по собi також
є групоїдом. Весь групоїд завжди є своїм пiдгрупоїдом; якщо ⊕ iдемпо-
тентна, як у випадку Т-групоїдiв, то одноелементнi пiдмножини також є
пiдгрупоїдами. Для доведення характеризацiї пiдгрупоїда Т-групоїда нам
знадобиться наступне твердження:

Твердження 5.2. У графi G пiдмножина A ⊂ V (G) зв’язна тодi й
тiльки тодi, коли ∀u, v ∈ A iснує шлях мiж u та v такий, що кожна
вершина на цьому шляху також лежить в A.

Доведення. □ Нехай A ⊂ V (G) зв’язна в G. Тодi породжений пiдграф
G[A] зв’язний. Значить, ∀u, v ∈ G[A] iснує шлях у G[A] мiж u та v. За
означенням породженого пiдграфа, кожна вершина цього шляху також
лежить в A. Iнакше, нехай ∀u, v ∈ A iснує шлях в G[A] мiж u та v. Тодi
G[A] зв’язний i A зв’язна. ■

Твердження 5.3. Нехай T – дерево. Тодi A ⊂ V (T ) є пiдгрупоїдом
вiдносно + тодi й тiльки тодi, коли A – зв’язна множина в T .

Доведення. □ Нехай A – зв’язна пiдмножна T . Тодi ∀u, v ∈ A, u + v
лежить на шляху мiж u та v, який єдиний, i, значить, u + v ∈ A, так
як A – зв’язна множина. Тож A замкнена вiдносно + i (A,+) – пiдгрупоїд.
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Навпаки, нехай (A,+) – пiдгрупоїд в T . Тодi ∀u, v ∈ A можна побудувати
скiнченну послiдовнiсть u0 = u, un = un−1 + v таку, що uN = v. Ця
послiдовнiсть визначає шлях в T мiж u та v. Так як A – пiдгрупоїд, всi
елементи цiєї послiдовностi лежать в A, тож в графi T вона зв’язна за
доведеним вище Твердженням 4.2. ■

Так як зв’язнi множини в деревi є його пiддеревами, i, навпаки, кожне
пiддерево зв’язне, то пiдгрупоїди Т-групоїда це в точностi пiддерева асоцi-
йованого йому дерева.

Далi, нас цiкавлять твiрнi пiдмножини Т-групоїда.

Означення 5.4. Пiдмножина A групоїда (G,⊕) називається твiрною,
якщо найменшим пiдгрупоїдом у G, що мiстить A, є весь G.

Наступне твердження дає необхiдну та достатню умову для пiдмножини
A ⊂ V (T ) бути твiрною:

Твердження 5.5. Нехай T – дерево. Тодi A ⊂ V (T ) є твiрною вiдносно
+ тодi й тiльки тодi, коли A мiстить всi висячi вершини T .

Доведення. □ Нехай A ⊂ V (T ) є твiрною. Зауважимо, що якщо u ∈
V (T ) висяча, то єдиними способами отримати u за допомогою + є u =
u + u та u = x + u де x сумiжна з u в T , бо перший операнд + завжди
сумiжний з результатом. Тож якщо множина не мiстить висячих, то
вона не є твiрною – значить, A мiстить всi висячi вершини T . Навпаки,
якщо A мiстить всi висячi вершини T , то ∀x ∈ V (T ) iснують такi u, v ∈
A, що x лежить на найкоротшому шляху мiж u та v. Значить, x можна
отримати, iтеруючи + на {u, v} ⊂ V (T ). Тож A є твiрною множиною
для графа T . ■
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6 Гомоморфiзми
Вивчення гомоморфiзмiв – вiдображень, що зберiгають структуру – займає
ключову роль в абстрактнiй алгебрi, лiнiйнiй алгебрi та їхнiх пiдроздiлах.
Побудова гомоморфiзма може вказати на важливi зв’язки мiж складними
та простiшими алгебраїчними структурами, дозволяє дослiдити поведiнку
їх елементiв та пiдструктур, проводити кiлькiсний аналiз. Гомоморфiзми
також визначенi на графах, i дозволяють змоделювати багато задач цiєї
рiзноманiтної теорiї (наприклад, задача про розфарбування еквiвалентна
знаходженню хоча б одного гомоморфiзма з заданого графа на повний не-
орiєнтований граф). У даному роздiлi визначаються гомоморфiзми мiж Т-
групоїдами та дослiджується, коли гомоморфiзм дерев є гомоморфiзмом
їхнiх Т-групоїдiв i навпаки.

Означення 6.1. Гомоморфiзмом мiж двома групоїдами (X,⊕) та
(Y,⊗) називається вiдображення f : X → Y таке, що f(a ⊕ b) = f(a) ⊗
f(b) для всiх a, b ∈ X.

Означення 6.2. Вiдображення f : V (G) → V (H) мiж графами G,H
називається гомоморфiзмом, якщо для всiх ребер uv ∈ E(G) виконується
f(u)f(v) ∈ E(H).

Наступний результат пов’язує гомоморфiзми Т-групоїдiв iз гомоморфi-
змами дерев:

Теорема 6.3. Вiдображення f : V (T1) → V (T2) мiж двома деревами
T1, T2 є гомоморфiзмом мiж їхнiми Т-групоїдами тодi й тiльки тодi, коли
f – постiйне або є iн’єктивним гомоморфiзмом цих дерев.

Доведення. Якщо вiдображення f : V (T1) → V (T2) таке, що ∀x, y ∈
V (T ), f(x) = f(y) = u ∈ V (T2), то f(x + y) = f(x) + f(y) = u + u = u,
тож f -гомоморфiзм. Нехай тепер f є iн’єктивним гомоморфiзмом. Тодi
зокрема f -гомоморфiзм. Нехай f : V (T1) → V (T2) гомоморфiзм. Розгля-
немо ребро {a, b} ∈ E(G). Його образом пiд f буде або одна вершина, або
ребро в T2. Значить, весь f [T1] - або одна вершина в T2, або пiдграф, iзо-
морфний T1.
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7 Код Прюфера та матриця Келi Т-групоїда
У цьому роздiлi представлено огляд цiкавого способу комп’ютерного зо-
браження дерев - кода Прюфера, i перетворення мiж кодом Прюфера де-
рева та зображенням алгебраїчних структур - матрицiєю Келi. Як мову
програмування я обрав Rust - вiдносно нову мову системного програму-
вання з безпечним керувнням пам’яттю та конкурентнiстю. Такий вибiр
обумовлений тим, що ця мова є компiльованою, за швидкiсними параме-
трами не поступається C, має повний функцiонал доступу до ресурсiв ядра
та низькорiвневим регулюванням пам’ятi, а також мiстить багато семанти-
чних конструкцiй iз функцiонального програмування (зокрема розвинену
типiзацiю), навiяних чисто функцiональною мовою Haskell. Отже, Rust є
iдеальним кандидатом для побудови складних обчислювальних бiблiотек,
математичних фреймворкiв, засобiв обробки вiдео, аудiо та зображень.

Кодом Прюфера називається компактний спосiб комп’ютерного пред-
ставлення дерев, що базується на визначальних властивостях саме цього
класу неорiєнтованих графiв, а саме зв’язностi, вiдсутностi циклiв, а також
вiдомому фактi, що кожне дерево iз n вершинами мiстить в точностi n+ 1
ребер. Код Прюфера кодує дерево з n вершинами в масив цiлих чисел дов-
жини n−2 так, що за цим масивом можна однозначно вiдновити структуру
дерева.

Алгоритм побудови кода Прюфера наступний:

1. Кожнiй вершинi заданого графа спiвставимо унiкальне число вiд 1 до
|V (G)|.

2. На кроцi i, виберемо вершину з найменшим iндексом a. Видалимо її
з дерева та в наступним (i – тим)значенням коду запишемо номер
єдиної (бо обрана вершина висяча) вершини залишкового дерева, що
сумiжна з обраною.

3. Повторюєил, доки не лишиться тiльки двi вершини (їхнiми номерами
будуть n та n− 1).

Наведемо код перетворення кода Прюфера дерева на таблицю сумiжно-
стi вершин.

1 fn convert_prufer_to_lists(prufer: Vec <usize >) -> Vec <Vec <usize >> {
2 let n = prufer.len() + 2; // number of vertices in a tree
3 // Array representing degree of a vertex minus its degree in a
4 // part of graph already constructed. (i.e. number of edges
5 // still to be connected here). On each step , this number will
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6 // decrease. Once initialised , the array shows valid degree of
7 // each vertex , computed using information from Prufer ’s code.
8 let mut degree = Vec::<usize >:: with_capacity(n);
9 for _i in 0..n {

10 degree.push (1);
11 }
12 for c in &prufer {
13 degree [*c] = degree [*c] + 1;
14 }
15

16 // Now lets build data structures for graph representation.
17 // Here these are adjacency lists.
18 let mut graph = Vec:: with_capacity(n);
19 for _i in 0..n {
20 graph.push(Vec::<usize >::new());
21 }
22

23 for c in &prufer {
24 for i in 0..n {
25 let j = *c;
26 if degree[i] == 1 {
27 graph[j].push(i);
28 graph[i].push(j);
29 degree[j] = degree[j] - 1;
30 degree[i] = degree[i] - 1;
31 break;
32 }
33 }
34 }
35

36 let mut u : usize = 0;
37 let mut v : usize = 0;
38 for i in 0..n {
39 if degree[i] == 1 {
40 if u == 0 {
41 u = i;
42 } else {
43 v = i;
44 }
45 }
46 }
47 graph[u].push(v);
48 graph[v].push(u);
49 degree[u] = degree[u] - 1;
50 degree[v] = degree[v] - 1;
51 graph
52 }
53

Природнiм представленням алгебраїчних структур є таблиця Келi.
Для алгебраїчної структури, заданої на множинi скiнченної потужностi n,
таблицею Келi називають квадратну матрицю розмiрностi n∗n, де кожному
рядку та кожному стовпцю вiдповiдає елемент цiєї множини, а елемента-
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ми матрицi є результат виконання бiнарної операцiї на елементi, який вiд-
повiдає стовпцю, та елементi, який вiдповiдає рядку. Тобто, для операцiї,
заданої в мультиплiкативному стилi, таблиця вiдображає всi можливi добу-
тки. Таблицi Келi слугують гарним описом для груп i догрупових структур
(напiвгруп, моноїдiв, групоїдiв i т. д.). За такою матрицею можна швидко
визначити багато властивостей операцiї: її комутативнiсть, iдемпотентнiсть,
наявнiсть одиниць та нейтральних елементiв для конкретних елементiв чи
глобально в множинi; перевiрити, чи є дана структура квазiгрупою (тобто
чи розв’язнi рiвняння ax = b та ya = b вiдносно x, y для довiльних еле-
ментiв a, b – достатньо перевiрити, чи є таблиця латинським квадратом).
Асоцiативнiсть за таблицею Келi перевiрити в загальному випадку складно:
прямий алгоритм iз перебором усiх трiйок потребує O(n3) операцiй, проте
iснують складнiшi алгоритми для цiєї задачi. Критерiй Лайта дозволяє ви-
значити асоцiативнiсть за час O(m ∗ n2), де m – кiлькiсть елементiв деякої
власної твiрної множини цiєї операцiї.

Перетворення мiж отриманим iз кода Прюфера представленням дере-
ва у виглядi спискiв сумiжностi та матрицею Келi, що зображає групоїд,
робитимемо за допомогою пошука в ширину (breadth-first search), що
його проводитимемо по черзi з кожної вершини (у результатi складнiсть
алгоритма буде O(n2)). Вiдвiдуючи кожну вершину v, вiдмiнну вiд коре-
ня пошуку u, просто позначатимемо в таблицi Келi результат виконання
u + v як першу вершину на шляху вiд кореня до v. Таким чином, кожна
iтерацiя пошуку в ширину заповнюватиме рядок та стовпчик таблицi Келi,
що вiдповiдають u. Хоч автор допускає можливi покращення цього наїв-
ного алгоритму, кращої асимптотики досягти не вийде, адже заповнення
квадратної таблицi завжди займе як мiнiмум O(n2).

1 use std:: collections :: VecDeque;
2

3 fn bfs(adj_list: &Vec <Vec <usize >>, root: usize) -> Vec <usize > {
4 let mut queue = VecDeque ::new();
5 let mut visited = vec![false; adj_list.len()];
6 let mut results : Vec <usize > = vec![usize ::MAX; adj_list.len()];
7

8 queue.push_back(root);
9 visited[root] = true;

10 results[root] = root; // u + u = u
11

12 while let Some(v) = queue.pop_front () {
13 for &w in &adj_list[v] {
14 if !visited[w] {
15 queue.push_back(w);
16 visited[w] = true;
17 if v == root {
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18 results[w] = w;
19 } else {
20 results[w] = results[v]; // u + w = u + v
21 }
22 }
23 }
24 }
25 results
26 }
27

28 fn convert_lists_to_cayley(graph : Vec <Vec <usize >>) -> Vec <Vec <usize >> {
29 let mut cayley = vec![Vec::new(); graph.len()];
30 for root in 0.. graph.len() {
31 cayley[root] = bfs(&graph , root);
32 }
33 cayley
34 }
35

Таким чином, iз кода Прюфера отримаємо таблицю n∗n - таблицю Келi
вiдповiдного Т-групоїда. Дла повноти додаю тестувальну функцiю:

1 fn main() {
2 let prufer = vec![3, 3, 3, 4];
3 let graph = convert_prufer_to_lists(prufer);
4 let table = convert_lists_to_cayley(graph);
5 for i in 0.. table.len() {
6 for j in 0.. table[i].len() {
7 print!("{} ", table[i][j]);
8 }
9 print!("\n");

10 }
11 }
12
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8 Висновки
Ця робота є спробою пов’язання двох роздiлiв чистої математики, що зна-
йшли широкi застосування в усiх областях комп’ютерних наук: теорiї гра-
фiв та абстрактної алгебри. Детально дослiджено алгебраїчнi властивостi
однiєї бiнарної операцiї на множинi вершин графа та групоїд, який вона
визначає - Т-групоїд. Показано, що такi операцiї можуть мати рiвносиль-
нi визначення в термiнах графiв та у виглядi алгебраїчних спiввiдношень,
а також що цiлi класи алгебраїчних структур можуть стояти у взаємно
однозначнiй вiдповiдностi з класами графiв. Дослiджено код Прюфера -
спосiб компактного комп’ютерного зображення дерев, та запрограмовано
перетворення кода Прюфера дерева та таблицею Келi Т-групоїда, який
цьому дереву вiдповiдає. Ця робота має слугувати пiдгрунтям для подаль-
шого дослiдження алгебраїчних властивостей операцiй, заданих на графах
та орграфах. У подальшому планується введення нових бiнарних операцiй
та дослiдження гомоморфiзмiв мiж отриманими структурами.
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[2] L. Nebeský, An algebraic characterization of geodetic graphs, Czechoslovak
Mathematical Journal 123 (1995), 701–710.

[3] F. Harary, Graph theory. Addison-Wesley, Reading, Mass. 1969.

[4] B. Zelinka, The lattice of all subtrees of a tree, Mathematica Slovaca 27
(1977), 277–286.

20


