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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Графи використовуються в рiзних областях, таких як транспорт, соцiальнi
мережi, бiологiя та багато iнших. Працюючи з графами, однiєю з основних
завдань є їх розмiтка, тобто присвоєння вершинам i/або ребрам деяких ха-
рактеристик, як-от колiр, вага, мiтки тощо.

У статтi 1967 року про розмiтки графiв [1] Александер Роса був першим,
хто видiлив новий клас розмiток i ввiв його пiд назвою β-розмiтки. Соломон
Голомб у 1972 роцi, незалежно, пропонує поняття грацiозної розмiтки [2], яке
тотожнє до β-розмiтки, i зараз цей термiн використовується бiльш широко.

Грацiозна розмiтка графiв є однiєю iз важливих задач при роботi з графа-
ми, так як вона дозволяє представляти графи у виглядi послiдовностi чисел,
яка може бути використана в рiзних застосуваннях. Особливiстю грацiозної
розмiтки є те, що вона дозволяє надавати кожнiй вершинi унiкальне нату-
ральне число, а кожному ребру – унiкальне число iз заданого дiапазону.

Застосування грацiозної розмiтки можна знайти в рiзних областях, таких
як:

• Теорiя графiв: у теорiї графiв грацiознi розмiтки використовуються для
створення рiзних структур даних, а також для вирiшення завдань щодо
пошуку певних шляхiв та ланцюгiв у графах.

• Комп’ютерна графiка: у комп’ютернiй графiцi грацiознi розмiтки можуть
використовуватися для опису рiзних об’єктiв, таких як зображення та 3D-
моделi.

• Бiологiя: у бiологiї грацiознi розмiтки можуть бути використанi для ана-
лiзу бiологiчних мереж, таких як мережi бiлкових взаємодiй.

1.2 Мета, завдання дослiдження

Дослiдити i структурувати означення, твердження i теореми з грацiозної роз-
мiтки графiв. Представити огляд грацiозних алгоритмiв маркування для рi-
зних класiв графiв. Реалiзувати програмний модуль мовою Python для побу-
дови грацiозної розмiтки графiв.
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2 Грацiозна розмiтка графiв

2.1 Основнi означення теорiї графiв

Граф – це математичний об’єкт, який використовується для моделювання
зв’язкiв мiж об’єктами. У графi об’єкти представляються вершинами (вузла-
ми), а зв’язки мiж ними - ребрами (лiнiями). Прикладом графа може бути
схема дорiг у мiстi (рисунок 1а). В цьому випадку вершинами будуть пере-
хрестя вулиць, а ребрами – дороги, що з’єднують цi перехрестя (рисунок 1б).

а) Схема дорiг б) Граф

Рис. 1

Iснують орiєнтованi графи (кожне ребро має напрямок та вказує на те,
яка з двох вершин є початком, а яка - кiнцем, тобто може бути пройдене тiль-
ки у напрямку вiд початкової вершини до кiнцевої) та неорiєнтованi графи
(кожне ребро, що зв’язує двi вершини, може бути пройдене в обох напрям-
ках). В подальшому будемо працювати з неорiєнтованими графами. Вони є
важливими у багатьох областях математики та науки про данi, так як вони
можуть моделювати взаємодiї мiж об’єктами, якi не мають чiткої орiєнтацiї.
Наприклад, вони можуть використовуватися для моделювання соцiальних
мереж, дорожнiх мереж, молекулярних структур та багато iншого. Введемо
основнi означення [3].

Означення 1. Граф G — це пара множин (V,E), де V – непорожня скiн-
ченна множина, а E – довiльна пiдмножина множини всiх невпорядкованих
пар рiзних елементiв множини V . Позначається граф як G = (V,E).

Елементи множини V називають вершинами графа G, а елементи мно-
жини E – його ребрами. Вiдповiдно V називають множиною вершин, а E –
множиною ребер графа G.

Ребро e, якe з’єднує двi вершини v i w записують за допомогою круглих
дужок (v, w) (iнодi просто vw). Вершини v i w називаються кiнцями ребра
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e. Для того щоб уточнити до якого саме графа вiдносяться данi вершини та
ребра, їх позначають V (G) та E(G) вiдповiдно.

Означення 2. Сумiжними вершинами графа G = (V,E) називаються
такi вершини v i w, що (v, w) ∈ E. Два ребра називають сумiжними, якщо
вони мають спiльну вершину.

Означення 3. Iнцидентними вершину v i ребро e називають тодi, коли
v – кiнець ребра e.

Означення 4. Степенем δ(v) вершини v називають кiлькiсть iнциден-
тних їй ребер.

Означення 5. Маршрутом (шляхом) у графi G = (V,E) називають
послiдовнiсть v1, e1, v2, e2, ..., ek, vk+1 таку, що кожнi два сусiднi ребра в нiй
мають спiльну вершину. Отже, ei = (vi, vi+1), i = 1, 2, . . . , k. Вершину v1 на-
зивають початком, а вершину vk+1 – кiнцем шляху.

Означення 6. Вiдстанню d(v, w) мiж двома вершинами графа назива-
ють довжину найкоротшого маршруту, що з’єднує вершини v та w.

Означення 7. Маршрут, у якому всi ребра попарно рiзнi, називають лан-
цюгом, а маршрут у якому всi вершини попарно рiзнi – простим ланцюгом

Означення 8. Граф називається зв’язним, якщо iснує шлях мiж будь-
якою парою його вершин.

Означення 9. Циклом називають замкнений ланцюг (v1 = vk+1), а про-
стим циклом називають вiдповiдно замкнений простий ланцюг.

Означення 10. Цикл, що мiстить усi ребра графа, називають ейлеровим.
Зв’язний граф, що має ейлерiв цикл, називають ейлеровим графом.

Означення 11. Графи G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) називають iзомор-
фними, якщо iснує таке взаємно однозначне вiдображення ϕ множини вершин
V1 на множину вершин V2, що ребро (v, w) ∈ E1 тодi й тiльки тодi, коли ребро
(ϕ(v), ϕ(w)) ∈ E2.

Вiдображення ϕ називають iзоморфним вiдображенням, або iзоморфi-
змом, графа G1 на граф G2.

Означення 12. Граф називають пласким, якщо його дiаграму можна
зобразити на площинi таким чином, щоб лiнiї, якi вiдповiдають ребрам графа,
не перетиналися.

Означення 13. Граф називають планарним, якщо вiн iзоморфний де-
якому пласкому графу.
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2.1.1 Класи графiв

Для бiльш зручної i точної класифiкацiї в теорiї графiв було введено рiзнi
класи графiв, заснованi на рiзних властивостях графiв. Кожен клас графiв
має свої унiкальнi властивостi та особливостi, якi можуть бути використа-
нi для аналiзу їхньої структури та властивостей. Для позначення кожного
класу графiв були розробленi спецiальнi позначення, якi спрощують їх опис
та дозволяють iдентифiкувати їх серед багатьох iнших графiв. Перейдемо до
введення означень основних класiв графiв.

Означення 14. Граф-ланцюг Pn є зв’язним графом iз n вершинами, двi
з яких є кiнцевиви (мають степiнь 1), а всi iншi вершини, якщо вони є, мають
степiнь 2 (рисунок 2а).

Означення 15. Цикл Cn є таким зв’язним графом з n вершинами, що
кожна вершина має степiнь 2 (рисунок 2б).

Означення 16. Деревом T називають зв’язний граф без циклiв (рисунок
2в).

Означення 17. Гусеничним деревом називається дерево, в якому iснує
такий ланцюг, що будь-яка вершина знаходиться на вiдстанi не бiльше 1 вiд
нього (рисунок 2г). Гусениця може мiстити петлi, але не може мiстити кра-
тних ребер (два i бiльше ребра, iнцидентних одним i тим же двом вершин).

Означення 18. Граф G = (V,E) називають повним, якщо будь-якi двi
його вершини сумiжнi. Повний граф iз n вершинами позначають Kn (рисунок
2ґ).

Означення 19. Граф G = (V,E) називають двочастковим, якщо iснує
таке розбиття V1, V2 множини його вершин V на двi пiдмножини (частки),
що для довiльного ребра (v, w) ∈ E, або v ∈ V1 i w ∈ V2, або v ∈ V2 i w ∈ V1

(рисунок 2д).
Означення 20. Двочастковий граф G = (V,E) називають повним дво-

частковим графом, якщо для будь-якої пари вершин його часток v ∈ V1 i
w ∈ V2 маємо (v, w) ∈ E. Якщо |V1| = m i |V2| = n, то повний двочастковий
граф G позначають Km,n (рисунок 2е).

Означення 21. В теорiї графiв колесом Wn називається граф з n верши-
нами, утворений з’єднанням єдиної вершини зi всiма вершинами циклiчного
графа (рисунок 2є).
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a) P4

б) C5

в) T
г) Гусеничне

дерево

ґ) K4

д) Двочастковий
граф е) K2,3 є) W4

Рис. 2: Приклади розглянутих класiв графiв.

2.1.2 Розмiтка графiв

Означення 22. Вершинною розмiткою графа G = (V,E) є функцiя з мно-
жини вершин V у множину мiток N(f : V → N). Граф з такою функцiєю
називають графом з розмiткою вершин. Реберною розмiткою в свою ж чергу
є функцiя з множини ребер E у множину мiток N(g : E → N).

Означення 23. Грацiозною розмiткою графа G з n ребрами називають
таку iн’єктивну функцiю вершинної розмiтки f : V → [0, n], та iн’єктивну
функцiю реберної розмiтки fγ : E → [1, n], що кожне ребро позначено абсо-
лютним значенням рiзницi мiж мiтками двох його кiнцiв (fγ(uv) = |f(u) −
f(v)|). Якщо граф G допускає грацiозну розмiтку, то вiн називається грацiо-
зним графом (рисунок 3).

Рис. 3: Грацiознi графи K1,3 та K3
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2.1.3 Умова парностi та реберно-послiдовна грацiознiсть графа

Теорема 1. Нехай G — ейлеровий граф. Якщо m ≡ 1, 2 (mod 4), то G не є
грацiозним.

Доведення. Припустимо, що G = (V,E) – грацiозний ейлеровий граф. Нехай
f : V → [0,m] — грацiозна розмiтка графа G, а C = (u0, u1, ..., um−1, um =

u0) – ейлеровий цикл графа G. Взявши суму мiток ребер циклу C за модулем
2 маємо:

m∑
i=1

fγ(ui−1ui) =
m∑
i=1

|f(ui−1)− f(ui)| ≡
m∑
i=1

f(ui−1)− f(ui) ≡ 0 (mod 2)

А оскiльки C є ейлеровим циклом, тобто цикл C проходить через кожне ребро
рiвно один раз, а f є грацiозною розмiткою графа G, то маємо:

∑
e∈E

fγ(e) =
m∑
k=1

k =
m(m+ 1)

2
≡ 0 (mod 2)

Таким чином, ми повиннi мати m ≡ 0, 3 (mod 4), щоб задовольнити дане
рiвняння.

Умова парностi забезпечує простий спосiб перевiрити, чи може ейлеровий
граф бути грацiозним. Це викликає цiкаве питання: чи iснує клас графiв, для
якого умова парностi також є достатньою умовою?

У теорiї графiв природно розглядати пiдструктури, що не задовольняють
певнi властивостi графа, у нашому випадку - грацiознiсть. Цi пiдструкту-
ри можуть бути пiдграфами, iндукованими пiдграфами або iншими. Таким
чином, можна розглядати пошук таких пiдструктур для класу грацiозних
графiв. Однак Арумугам i Багга [5] довели, що кожен граф є iндукованим
пiдграфом грацiозного графа.

Теорема 2. Кожен граф є iндукованим пiдграфом грацiозного графа.

Доведення. Дано граф G = (V,E), побудуємо граф H з G так, що H є
грацiозним, а G є iндукованим пiдграфом H. Розглянемо розмiтку вершини
f : V → [0, k], iн’єктивну для деякого k ≥ m, що розмiтка ребер fγ : E → N

також є iн’єктивною, i iснують u, v ∈ V з f(u) = 0 i f(v) = k. Нехай
{x1, x2, ..., xr} – множина вiдсутнiх мiток ребер. Для загальностi зауважимо,
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що x1, x2, ..., xs не є мiтками вершин, а xs+1, ..., xr , в свою чергу, є мiтка-
ми вершин. Для кожного xi, 1 ≤ i ≤ s, додамо вершину wi з мiткою xi i
додамо ребро, що сполучає wi з u так, щоб fγ(uwi) = xi. Для кожного xi,
s + 1 ≤ i ≤ r, додамо вершину wi з мiткою k + xi i з’єднаємо wi з u i v так,
щоб fγ(uwi) = k + xi i fγ(vwi) = xi. Зауважимо, що на останньому кроцi мо-
гли бути введенi новi мiтки вiдсутнiх ребер шляхом створення мiток вершин
зi значеннями, бiльшими за k. Однак цi новi мiтки вiдсутнiх ребер не є мiтка-
ми вершин. Отже, для кожної нової мiтки вiдсутнього ребра y додамо нову
вершину zy з мiткою y та з’єднаємо zy з u так, щоб fγ(uzy) = y. Отриманий
граф H є грацiозним i мiстить G як iндукований пiдграф.

Структурувавши дане доведення, ми отримаємо наступний алгоритм:
нехай заданi розмiтки f : V → [0, k] (iн’єктивна для деякого k ≥ m) та
fγ : E → N (також iн’єктивна), i iснують u, v ∈ V з f(u) = 0 i f(v) = k.
Нехай {y1, ..., yk} – множина вiдсутнiх мiток ребер графа, {x1, ..., xr} – мно-
жина мiток вершин графа. Додамо вершину

wi :

f(wi) = yi; fγ(uwi) = yi, якщо yi /∈ {x1, ..., xr}

f(wi) = k + yi; fγ(uwi) = k + yi; fγ(vwi) = yi, якщо yi ∈ {x1, ..., xr}

Приклад. Застосуємо цей алгоритм для K5 та C9.
Рисунок 4.

Крок 1: з графа K5 бачимо, що ребра мають розмiтку вiд 1 до 12 включно,
проте маємо вiдсутнi значення мiток 5 та 7. Так як цi два значення не зу-
стрiчаються серед мiток вершин графа K5, ми просто додаємо двi вершини з
мiтками 5 та 7 i з’єднуємо кожну з цих вершин iз верштною графа K5, яка має
мiтку 0, щоб отриманi ребра отримали мiтки 5 та 7 вiдповiдно. Отриманий
граф є грацiозним i мiстить K5 як iндукований пiдграф.
Рисунок 5.

Крок 1: вiдсутнi значення мiток графа C9 — 1 та 5. Зауважимо, що мiтка
1 зустрiчаєтья серед мiток вершин графа C9, а мiтка 5 – нi. Тому додамо вер-
шину з мiткою 5 та з’єднаємо її з вершиною, що має мiтку 0, щоб утворилося
ребро з мiткою 5; а також додамо вершину з мiткою (k+1) = (13+ 1) = 14 i
з’єднаємо її з вершинами, що мають мiтки 0 та 13, щоб мiтки цих ребер мали
значення (13 + 1) = 14 та 1 вiдповiдно.
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Крок 2: вiдсутнi значення мiток утвореного графа — 12 та 13. Зауважимо,
що мiтка 13 зустрiчаєтья серед мiток вершин утвореного графа, а мiтка 12 –
нi. Тому додамо вершину з мiткою 12 та з’єднаємо її з вершиною, що має
мiтку 0, щоб утворилося ребро з мiткою 12; а також додамо вершину з мiткою
(k + 13) = (14 + 13) = 27 i з’єднаємо її з вершинами, що мають мiтки 0 та
14, щоб мiтки цих ребер мали значення (14 + 13) = 27 та 13 вiдповiдно.

Крок 3: вiдсутнi значення мiток новоутвореного графа — 15, 16, 17, ..., 26.
Зауважимо, що жодна з цих мiток не зустрiчаєтья серед мiток вершин ново-
утвореного графа. Тому додамо вершини з вiдповiдними мiтками та з’єднаємо
їх з вершиною, що має мiтку 0, щоб утворилися ребра з мiтками 15, 16, 17,
..., 26. Отриманий граф є грацiозним i мiстить C9 як iндукований пiдграф.

Рис. 4: Конструювання грацiозного графа з K5

Рис. 5: Конструювання грацiозного графа з C9
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2.2 Грацiозна розмiтка певних класiв графiв

У цьому роздiлi ми розглянемо грацiозну розмiтку для рiзних класiв графiв,
включаючи шляховi графи, повнi двочастковi графи, цикличнi графи, колеса,
дерева та гусеницi. Представимо алгоритми побудови грацiозної розмiтки для
кожного з цих класiв [4] та роздивимось на прикладах їх застосування.

2.2.1 Грацiозна розмiтка графiв-ланцюгiв Pn

Твердження 1. Граф-ланцюг Pn є грацiозним для всiх n ≥ 1.

Доведення. Розглянемо граф-ланцюг Pn. Нехай задана така множина вершин
V (Pn) = u0, u1, ..., un−1, що uk−1uk ∈ E(Pn) для 0 < k < n. Оскiльки Pn має
m = n− 1 ребро, ми маємо позначити вершини числами вiд 0 до n− 1 таким
чином, щоб кожне число з промiжку [1, n − 1] було мiткою ребра. В такому
разi починаємо з мiтки ребра n − 1, тому що є лише один спосiб отримати
абсолютну рiзницю, що дорiвнює n−1, а саме тодi i лише тодi, коли вершина
з мiткою 0 сумiжна з вершиною, що має мiтку n−1. Таким чином, позначимо
u0 мiткою 0, а u1 мiткою n− 1. Наступним кроком отримаємо мiтку ребра iз
значенням n−2. Iснує лише два можливi способи отримати n−2 як абсолютну
рiзницю: n− 2 = |(n− 2)− 0| = |(n− 1)− 1|. Оскiльки вершина u0 бiльше не
має немаркованих сумiжних вершин, ми можемо отримати мiтку ребра n−2,
лише позначивши u2 мiткою 1. Продовжуючи розмiтку за таким алгоритмом,
наша кiнцева розмiтка набуде вигляду:

f(uk) =

k
2 якщо k парне

n− (k+1)
2 якщо k непарне

Тепер для того щоб показати, що f дiйсно є грацiозною розмiткою Pn, доста-
тньо показати, що з’являється мiтка ребра 1, яка, як очiкується, з’явиться на
останньому ребрi un−2un−1. Якщо n парне, то f(un−1) = n

2 i f(un−2) = n−2
2 .

Отже, fγ(un−1un−2) =
n
2 −

n−2
2 = 1. Аналогiчно встановлюємо мiтку ребра 1,

якщо n є непарним.
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Рис. 6: Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для P4
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2.2.2 Грацiозна розмiтка гусеничних дерев

Твердження 2. Всi гусеничнi дерева є грацiозними.

Доведення. Представимо гусеничне дерево як планарний двочастковий граф
та надамо вершинам мiтки так, як показано на рисунку 7. Легко перевiрити,
що така схема розмiтки можлива завжди.

Рис. 7: Грацiозна розмiтка гусеничного дерева

Зауважимо, що граф-ланцюг Pn також є гусеничним деревом, i дана схе-
ма маркування, коли вона застосована до графiв-ланцюгiв, дає таку саму
розмiтку.

Приклад. Представимо граф P4 (рисунок 8а) як планарний та застосуємо
схему грацiозної розмiтки як для гусеничного дерева (рисунок 8б).

а)
б)

Рис. 8
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2.2.3 Грацiозна розмiтка повних графiв Kn

Означення 24. Комплементарнiстю грацiозного графа називається така
властивiсть, що при замiнi кожної мiтки вершини k на m − k, отримана
розмiтка також буде грацiозною, оскiльки мiтки ребер не змiняться: кiн-
цевi вершини ребра з мiтками a i b стануть m − a i m − b вiдповiдно, i
|a− b| = |(m− a)− (m− b)|.

Твердження 3. Повний граф Kn є грацiозним тодi i тiльки тодi, коли
n ≤ 4.

Доведення. Кожна вершина є сумiжною з кожною iншою вершиною, таким
чином, ми можемо позначити будь-яку вершину 0, а будь-яку iншу — m. Щоб
отримати мiтку ребра m−1, у нас є два варiанти: m−1 = |(m−1)−0| = |m−1|.
Однак властивiсть комплементарностi дозволяє нам вибрати будь-який з них.
Вибравши позначення вершини мiткою 1, ми отримаємо мiтки ребер 1 i m−1.
Тепер нам потрiбно отримати мiтку ребра m − 2 = |(m − 2) − 0| = |(m −
1) − 1| = |m − 2|. Ми не можемо позначити вершину мiтками m − 1 або 2,
оскiльки це створить повторювану мiтку ребра. Отже, нашим єдиним виходом
є позначити вершину мiткою m − 2, отримуючи мiтки ребер 2, m − 3 та
m − 2. Оскiльки мiтка m − 3 вже з’явилася на ребрi, наступна мiтка ребра,
яку ми повиннi отримати, це m − 4 = |(m − 4) − 0| = |(m − 3) − 1| =

|(m − 2) − 2| = |(m − 1) − 3| = |m − 4|. Знову ж таки, ми маємо лише
один варiант без створення повторiв мiток ребер, який полягає в тому, щоб
позначити вершину мiткою 4, отримуючи ребернi мiтки 3, 4, m − 6 i m − 4.
На цьому етапi ми позначили чотири вершини. Однак для K5 ми мали б
m− 6 = 4 як повторювану мiтку ребра. Для n ≥ 6 наступною мiткою ребра,
яку потрiбно отримати, є m − 5. Але всi п’ять можливих способiв отримати
m−5 призводять до повтору мiтки ребра. Отже, мiтку m−5 на ребрi отримати
вже неможливо.
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Рис. 9: Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для K4
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2.2.4 Грацiозна розмiтка повних двочасткових графiв Km,n

Твердження 4. Повний двочастковий граф Km,n є грацiозним для всiх
m,n ≥ 1.

Доведення. Нехай G = (V1, V2, E) — двочастковий граф з m = |V1| i n = |V2|.
Поставимо у вiдповiднiсть вершинам V1 номери 0, 1, ...,m − 1, а вершинам
з V2 поставимо у вiдповiднiсть числа m, 2m, ...,mn. Тодi отримана розмiтка
буде грацiозною.

Рис. 10: Грацiозна розмiтка Km,n

Рис. 11: Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для K3,4
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2.2.5 Грацiозна розмiтка циклiв Cn

Твердження 5. Цикл Cn є грацiозним тодi i тiльки тодi, коли n ≡ 0, 3

(mod 4).

Доведення. Цикли є ейлеровими графами, тому, за умовою парностi, якщо
m ≡ 1, 2 (mod 4), то Cn не є грацiозним. Iнакше назвемо V (Cn) = {u0, u1, ..., un−1}
так, що ukuk+1 ∈ E(Cn) для 0 ≤ k ≤ n− 1 та un = u0.

Якщо n ≡ 0 (mod 4), то вершини маркуються за наступною формулою:

f(ui) =


i
2 якщо i = 0, 2, 4, ..., n− 2

n− (i−1)
2 якщо i = 1, 3, 5, ..., n2 − 1

n− (i−1)
2 − 1 якщо i = n

2 + 1, n2 + 3, ..., n− 1

Якщо n ≡ 3 (mod 4), то вершини маркуються за наступною формулою:

f(ui) =


i
2 якщо i = 0, 2, 4, ..., n− 1

n− (i−1)
2 якщо i = 1, 3, 5, ..., n+1

2 − 1

n− (i−1)
2 − 1 якщо i = n+1

2 + 1, n+1
2 + 3, ..., n− 2
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Рис. 12: Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для C4 та C7
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2.2.6 Грацiозна розмiтка графiв-колес Wp

Роберт Фрухт [6] показав, що всi колеса є грацiозними графами.
Твердження 6. Колесо Wp є грацiозним для всiх p ≥ 3.

Доведення. Нехай V (Wp) = {u0, u1, ..., up−1, v} — множина вершин, де v —
вершина, з’єднана з циклом. Розглянемо два випадки:

1. Якщо p ≡ 0 (mod 2), то вершини маркуються за наступною формулою:

f(v) = 0

f(ui) =



2p якщо i = 0

2 якщо i = p− 1

i якщо i = 1, 3, 5, ..., p− 3

2p− i− 1 якщо i = 2, 4, 6, ..., p− 2

2. Якщо p ≡ 1 (mod 2), то вершини маркуються за наступною формулою:

f(v) = 0

f(ui) =



2p якщо i = 0

2 якщо i = 1

p+ i якщо i = 2, 4, 6, ..., p− 1

p+ 1− i якщо i = 3, 5, 7, ..., p− 2
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Рис. 13: Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для W5 та W4
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2.3 Грацiозна розмiтка дерев

Грацiознiсть дерев є предметом тривалих дослiджень теорiї графiв. Цiкаво
вiдзначити, що iснує гiпотеза про те, що всi дерева є грацiозними, що робить їх
ще бiльш унiкальними та привабливими для вивчення. Гiпотеза була вперше
сформульована в 1976 р. [1], i з того часу не припиняються намагання та
спроби її довести або спростувати.

2.3.1 Дерева з обмеженим дiаметром

Означення 24. Ексцентриситетом e(v) довiльної вершини v зв’язного графа
G = (V,E) називають найбiльшу з вiдстаней мiж вершиною v i всiма iншими
вершинами графа G, тобто e(v) = max{d(v, w)}, де w ∈ V .

Означення 25. Дiаметром зв’язного графа G (позначають D(G)) нази-
вають максимальний зi всiх ексцентриситетiв вершин графа G.

Твердження 7. Дерева дiаметру 1 є грацiозними.

Доведення. Дане твердження випливає з того, що дерева з дiаметром 1 є
повними графами K2, для яких вже була доведена грацiознiсть.

Рис. 14: Грацiозна розмiтка дерева дiаметру 1

Твердження 8. Дерева дiаметру 2 є грацiозними.

Доведення. Дане твердження випливає з того, що дерева з дiаметром 2 є
зiрками (дерева, якi мають не бiльше однiєї вершини, степiнь якої перевищує
одиницю, а усi iншi вершини мають степiнь одиниця). Зокрема, зiрка є повним
двочастковим графом K1,q, а для графiв даного класу вже була доведена
грацiознiсть.
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Рис. 15: Грацiозна розмiтка дерева дiаметру 2

Твердження 9. Дерева дiаметру 3 є грацiозними.

Доведення. Дане твердження випливає з того, що дерева дiаметру 3 є пiдкла-
сом гусеничних дерев.

(а)

(б)

Рис. 16: Грацiозна розмiтка дерева дiаметру 3 (а) та його представлення у
виглядi планарного двочасткового графа (б)

Для того щоб довести, що дерева з дiаметром бiльшим за 4 також є гра-
цiозними, введемо деякi додатковi поняття.

Лема 1. Нехай T – дерево з грацiозною розмiткою f i u ∈ V (T ) –
вершина з f(u) = 0. Якщо T ′ – це дерево, отримане з T шляхом додавання
нової вершини v, яка є сумiжною тiльки з u, тодi T ′ також є грацiозним.

Наслiдок 1.1 Якщо вершина w ∈ V (T ) має мiтку m, то пiсля додавання
нової вершини, сумiжної тiльки з w, також отримуємо грацiозне дерево.

Наслiдок 1.2 Якщо u ∈ V (T ) має мiтку 0 (або m), а H є гусеничним
деревом, то пiсля додавання ребра мiж вершиною u i вершиною H з макси-
мальним ексцентриситетом також отримуємо грацiозне дерево.
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Лема 1 дозволяє отримувати новi грацiознi графи з менших шляхом до-
давання вершини. Тодi доцiльно запитати, чи можна це використати, щоб
довести гiпотезу грацiозностi дерев, тобто якось показати, що для будь-якого
дерева iснує кiнцева послiдовнiсть грацiозних дерев, яка починається з дерева
з однiєю вершиною, кожне наступне дерево у цiй послiдовностi є попереднiм
деревом до якого додали нову вершину, а останнє дерево послiдовностi є са-
мим цiльовим грацiозним деревом.

Однiєю з достатнiх умов iснування такої послiдовностi є те, що кожне де-
рево допускає грацiозну розмiтку, в якiй мiтка 0 може бути присвоєна будь-
якiй вершинi. У загальному контекстi такi графи називають 0-поворотним
грацiозними графами. Однак слiд зауважити, що не кожне дерево є грацiо-
зним 0-поворотним [7].

Нехай T – дерево i uv ∈ E(T ). Позначимо через Tu,v пiддерево T , що
мiстить v пiсля видалення ребра uv. Точнiше, якщо S ={w ∈ V (T ) : v знахо-
диться на шляху з u у w}, тодi Tu,v = T [S].

Лема 2. Нехай T – дерево з грацiозною розмiткою f i u ∈ V (T ) – сумiжна
вершина з u1 i u2. Розглянемо T ′ = T − (V (Tu,u1

) ∪ V (Tu,u2
)) i нехай v ∈

V (T ′), v ̸= u.

(a) Якщо u1 ̸= u2 i f(u1)+f(u2) = f(u)+f(v), то дерево, отримане диз’юнктним
об’єднанням T ′, Tu,u1

i Tu,u2
, i з’єднанням v з u1 i u2 буде грацiозним з тiєю

ж самою грацiозною розмiткою f .

(б) Якщо u1 = u2 i 2f(u1) = f(u) + f(v), то дерево, отримане диз’юнктним
об’єднанням T ′ i Tu,u1

, i з’єднанням v з u1 буде грацiозним з тiєю ж самою
грацiозною розмiткою f .

Доведення. Досить показати, що мiтки ребер uu1 i uu2 такi самi, як i мiтки
vu1 i vu2

(a) |f(u1)− f(u)| = |f(u) + f(v)− f(u2)− f(u)| = |f(v)− f(u2)|

|f(u2)− f(u)| = |f(u) + f(v)− f(u1)− f(u)| = |f(v)− f(u1)|

(б) |f(u1)− f(u)| = |f(u)+f(v)
2 − f(u)| = |f(v)−f(u)

2 |

|f(u1)− f(v)| = |f(u)+f(v)
2 − f(v)| = |f(u)−f(v)

2 |
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Рис. 17: Перенесення пiддерева з u в v

Описана операцiя називається перенесенням. Здебiльшого виконується са-
ме перенесення листкiв дерева з однiєї вершини на iншу. Послiдовнiсть пе-
ренесення сумiжних листкiв з вершиною u до вершини v познача’ється як
u → v. Надалi для грацiозних дерев утотожнюватимемо мiтки вершин iз са-
мими вершинами, оскiльки в деревi кожне число з [0, n− 1] має з’явитися як
мiтка вершин.

Твердження 10. Дерева дiаметру 4 є грацiозними.

Доведення. Розглянемо наступнi види перенесень.
Перенесення u → v має тип 1, якщо перенесеними листками є k, k +

1, ..., k+s. Цей вид перенесення можна реалiзувати, якщо u+v = k+(k+s). Ми
використовуємо цей тип перенесення, коли хочемо залишити непарну кiль-
кiсть вершин, з’єднаних з u.

Перенесення u → v має тип 2, якщо перенесеними листками є k, k +

1, ..., k + s i l, l + 1, ..., l + s з k + s < l. Цей вид перенесення можна реа-
лiзувати, якщо u+ v = k + (l + s). Ми використовуємо цей тип перенесення,
коли хочемо залишити парну кiлькiсть вершин, з’єднаних з u.

Вiдповiдно до леми 1 достатньо показати, що кожне дерево T з дiаметром
4 iз центральною вершиною (яка єдина в T ) непарного ступеня має грацiозну
розмiтку, причому центральна вершина має максимальну мiтку. Це справ-
джується, тому що в деревi дiаметром 4 будь-яке пiддерево, яке корениться
в одному з дочiрнiх елементiв центральної вершини, є гусеничним деревом.

Нехай w – центральна вершина T , x – кiлькiсть вершин, сумiжних з w, з
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парним степенем, i y – кiлькiсть вершин, сумiжних з w, з непарним степенем,
бiльшим за 1. Нехай d(w) = 2k + 1 i розглянемо дерево на рисунку 18. Ми
можемо отримати T з цього дерева за такою послiдовнiстю перенесення: 0 →
m−1 → 1 → m−2 → 2 → m−3 → ... , де першi x переносiв (або x−1, якщо
y = 0 ) мають тип 1, а наступнi y − 1 переносiв (якщо y > 1) мають тип 2.

Рис. 18

Щоб переконатися, що ця послiдовнiсть працює, проаналiзуємо перше пе-
ренесення. Нехай {u1, ..., ux} – множина вершин, сумiжних з w парного сте-
пеня. Починаючи з дерева на рисунку 18, центральна вершина w має мiтку
m. Перший перехiд 0 → m − 1. Тодi u1 є вершиною 0, i ми хочемо зали-
шити d(u1) − 1 вершин, приєднаних до неї. Спочатку ми маємо вершини
k + 1, k + 2, ...,m − k − 2,m − k − 1, сумiжнi з 0. Оскiльки 0 + (m − 1) =

(k+1)+ (m− k− 2), то можна залишити d(u1)− 1 вершин, виконавши пере-
несення типу 1 безперервної послiдовностi вершин до m − 1. Продовжуючи
аналогiчний аналiз, можна побачити, що ця послiдовнiсть працює.

2.3.2 Всi дерева, якi мають до 35 вершин, є грацiозними

Для розв’язання питання про iстиннiсть гiпотези грацiозностi дерев iснують
два основних пiдходи. Перший полягає в доведеннi грацiозностi та отриманнi
алгоритмiв грацiозної нумерацiї для окремих класiв дерев. Для того, щоб до-
вести гiпотезу, необхiдно продемонструвати грацiознiсть всiх можливих кла-
сiв дерев. На сьогоднi грацiознiсть було доведено для таких класiв як зiрки,
ланцюги, гусеницi, оливковi дерева, деякi пiдкласи омарiв (феєрверки, (2,2)-
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гусеницi, омари з досконалими паросполученнями), банановi та узагальненi
банановi дерева, а також для багатьох iнших класiв дерев. Крiм того, було
знайдено значну кiлькiсть методiв поєднання кiлькох грацiозних дерев для
отримання бiльшого грацiозного дерева.

Iснує ще один спосiб вiдповiсти на питання про те, чи є грацiозними всi
дерева - це використання комп’ютера. Так як гiпотеза про грацiознiсть де-
рев була вiдкритою протягом тривалого часу, можна поставити пiд сумнiв її
iстиннiсть. Якщо знайдеться хоча б одне дерево, яке не допускає грацiозної
розмiтки, то гiпотеза буде спростована. Але щоб довести, що дерево не може
мати такої розмiтки, потрiбно перевiрити експоненцiальну кiлькiсть можли-
вих способiв його маркування. Тому використання комп’ютера є бiльш ефе-
ктивним для розв’язання цього завдання. На даний момент не було знайдено
жодного дерева, яке не задовольняло б умови грацiозностi.

У 2010 роцi Фанг [8] пiдтвердив грацiознiсть всiх дерев з не бiльше нiж 35
вершинами, використовуючи детермiнований алгоритм з поверненням. Цей
результат замiнює попереднi результати в цьому напрямку: Олдред та Мак-
Кей [9] встановили грацiознiсть всiх дерев з не бiльше нiж 27 вершинами у
1998 роцi, а Хортон [10] пiдтвердив цей факт для всiх дерев з не бiльше нiж
29 вершинами у 2003 роцi.

Хоча iснує вагомий аргумент на користь гiпотези про грацiознiсть дерев
– знаходження грацiозної розмiтки для всiх дерев з не бiльше нiж 35 вер-
шинами, але можливiсть iснування неграцiозних дерев з бiльшою кiлькiстю
вершин не може бути виключена. Однак, бiльшiсть дослiдникiв пiдтримують
гiпотезу про грацiознiсть дерев на основi грацiозностi багатьох класiв дерев,
результатiв комп’ютерного пошуку та вiдсутностi контрприкладiв. Один з та-
ких дослiдникiв зазначив, що "вiра в справедливiсть гiпотези про грацiознiсть
дерев настiльки сильна, що, навiть якщо було б знайдено дерево, яке не до-
пускає грацiозної нумерацiї, його, швидше за все, не визнали б деревом"[11].
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3 Висновки

Зважаючи на результати дослiдження, можна зробити висновок, що грацiо-
зна розмiтка графiв є важливою та актуальною темою в теорiї графiв. В данiй
роботi розглянутi основнi означення теорiї графiв, класи графiв та грацiозна
розмiтка графiв. Зокрема, розглянутi умова парностi та реберно-послiдовна
грацiознiсть графа, а також завдяки її структуризацiї був виведений алго-
ритм побудови грацiозного графа з неграцiозного, який мiститься в ньому як
iндукований пiдграф.

Також були дослiдженi грацiознi розмiтки певних класiв графiв, такi як
графи-ланцюги, гусеничнi дерева, повнi графи, повнi двочастковi графи, ци-
кли та графи-колеса. Для кожного з цих класiв графiв була розроблена про-
грама на Python, яка повертає його грацiозну розмiтку.

Таким чином, було продемонстровано, що грацiозна розмiтка може бути
застосована до рiзних класiв графiв, що вiдкриває широкi можливостi для
подальших дослiджень у цiй галузi. Результати дослiдження можуть бути
кориснi для розробки алгоритмiв розподiлу ресурсiв у мережах зв’язку, по-
будови маршрутiв в мережах передачi даних, аналiзу бiлкових взаємодiй та
iн.

Отже, можна зробити висновок, що грацiозна розмiтка графiв є актуаль-
ною та важливою темою у теорiї графiв, яка має практичне застосування.
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