
ПРО ПЕРЕТВОРЕННЯ, ЯКI ЗБЕРIГАЮТЬ РОЗМIРНIСТЬ
ХАУСДОРФА–БЕЗИКОВИЧА

Ю.П. ВОЛОШИН

Доповiдь присвячена властивостям перетворень, якi зберiгають роз-
мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича. Дослiдження таких перетворень були
започаткованi в роботах М.В. Працьовитого, Г.М. Торбiна та їх учнiв
(див. [1, 2]).

Нагадаємо деякi означення (див., наприклад, [3, 4]).

Означення 1. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини 𝐸 назива-
ється число

dim𝐻 𝐸 = inf {𝛼 : 𝐻𝛼(𝐸) = 0} ,
де 𝐻𝛼(𝐸) := lim𝜀→0 {inf

∑︀
𝑘 |𝐸𝑘|

𝛼}, де iнфiмум береться по всеможли-
вих можливих 𝜀-покриттях множини 𝐸.

Нехай (𝑀,𝜌) — деякий метричний простiр i 𝑓 : (𝑀,𝜌) → (𝑀,𝜌).

Означення 2. Вiдображення 𝑓 називається DP-перетворенням простору
𝑀 , якщо

∀𝐸 ⊂𝑀 : dim𝐻(𝐸) = dim𝐻(𝑓(𝐸)).

Означення 3. Функцiя 𝑓 називається бi-Лiпшицевим вiдображенням про-
стору 𝑀 , якщо iснують 𝐴,𝐵 > 0, такi, що

𝐴𝜌 (𝑥1;𝑥2) ≤ 𝜌 (𝑓 (𝑥1) ; 𝑓 (x2)) ≤ 𝐵𝜌 (𝑥1;𝑥2) , ∀𝑥1, 𝑥2 ∈𝑀.

Теорема 1. Якщо 𝑓 є бi-Лiпшицевим перетворенням множини деякого
метричного простору (𝑀,𝜌), то 𝑓 є DP-перетворенням множини 𝑀 .

Як добре вiдомо, будь-яке афiнне перетворення 𝑓 простору 𝑅2 можна
подати у виглядi композицiї руху та двох стискiв до двох перпендикуляр-
них прямих. Звiдси випливає теорема 2.

Теорема 2. Довiльне афiнне перетворення 𝑓 простору 𝑅2 є бi-Лiпши-
цевим перетворенням цього простору.

Наслiдок 1. Будь-яке афiнне перетворення простору 𝑅2 є DP-перетво-
ренням простору 𝑅2.

Оскiльки довiльне афiнне перетворення 𝑅3 є композицiєю руху та сти-
скiв до трьох попарно перпендикулярних площин, то маємо:

Секцiя 2. «Метричної теорiї чисел, геометрiї, фрактального аналiзу»

63



Теорема 3. Довiльне афiнне перетворення 𝑓 простору 𝑅3 є бi-Лiпши-
цевим перетворенням на 𝑅3, i, отже, є DP-перетворенням простору
𝑅3.

Вивчення DP-перетворень важливо з двох точок зору.
(1) Якщо перетворення 𝑓 переводить деяку множину 𝐸 в множину

𝐸′, i при цьому зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, то
достатньо знайти розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича простiшої з
множин, щоб знайти розмiрнiсть обох множин.

(2) з групової точки зору кожна геометрiя вивчає iнварiанти певної
групи перетворень. Евклiдова геометрiя — iнварiанти групи рухiв.
Афiнна геометрiя — iнварiанти групи афiнних перетворень. Про-
ективна геометрiя — iнварiанти групи проективних перетворень.
Топологiя — iнварiанти групи гомеоморфiзмiв. Не важко довести,
що множина всiх DP-перетворень простору (𝑀,𝜌) є групою (не-
абелевою) вiдносно операцiї «композицiя» перетворень. Тому на
фрактальну геометрiю природно дивитись, як на науку, яка ви-
вчає iнварiанти групи DP-перетворень. Отже, евклiдова та афiнна
геометрiї є частковими випадками фрактальної геометрiї.

Зауваження 1. Не кожне гомеоморфне перетворення зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича.

У доповiдi також обговорюється DP-властивостi проективних перетво-
рень.
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