
Про T -групоїди на скiнченних деревах

Катерина Антошина∗, Сергiй Козеренко∗,⋄,♦, Кирило Первушин⋄

∗ Iнститут математики НАН України
⋄ Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя»,

♦ Київська школа економiки

2024

К. Антошина, С. Козеренко, К. Первушин Про T -групоїди на скiнченних деревах 1 / 12



Означення

Ми розглядаємо простi, скiнченнi, зв’язнi неорiєнтованi графи.

Граф називається геодетичним, якщо мiж кожною парою його

вершин iснує єдиний найкоротший ланцюг.

Наприклад, повнi графи, непарнi цикли та дерева є геодетичними

графами.

у парних циклах мiж

протилежними вершинами два

найкоротшi ланцюги!
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T -групоїд

На множинi вершин V (G) геодетичного графа G коректно визначена

бiнарна операцiя +: для u, v ∈ V (G) покладемо u+ u = u та для

u ̸= v, u+ v є першою вершиною, вiдмiнною вiд u, що лежить на

(єдиному) найкоротшому ланцюгу мiж u та v.

u u+ v v

Пара (V (G),+) називається T -групоїдом (англ. travel groupoid [1]),

породженим геодетичним графом G. Наприклад, якщо uv ∈ E(G),

то u+ v = v, а v + u = u.
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T -групоїд

Наприклад:

a
b

c

d
e

f

g

a+ e = b,

e+ a = f + a = g + a = d,

a+ c = c+ a = b

тощо.
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Комутуючi пари на деревi

Ми розглядатимемо операцiю + лише для дерев.

Очевидно, що + не є комутативним у загальному випадку.

Твердження 1. На T -групоїдi для вершин u, v справедливо, що

u+ v = v + u тодi i тiльки тодi, коли u = v або dT (u, v) = 2.

Для дерев було отримано наступний результат.

Твердження 2. Кiлькiсть (невпорядкованих) комутуючих пар

вершин вiдносно + на деревi T дорiвнює 1+ 1
2M1(T ), де M1(G) =∑

u∈V (G) d
2
G(u) – це перший загребський iндекс графа G.
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Питання асоцiативностi

Операцiя + не є асоцiативною.

a e d c

b

Справдi, розглянемо граф на рисунку.

a+ b = e b+ c = e

(a+ b) + c = e+ c = d a+ (b+ c) = a+ e = e
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Питання асоцiативностi

Теорема 1. Нехай T — дерево. Впорядкована трiйка (a, b, c) ∈
V (T )3 є асоцiативною для + тодi й тiльки тодi, коли a = b, або

a+ b = c, або b+ c = a.

Iз Теореми 1 одразу можна обчислити кiлькiсть таких трiйок, яка як

виявляється, не залежить вiд структури самого дерева.

Наслiдок. Кiлькiсть асоцiативних трiйок вiдносно + на n-

вершинному деревi дорiвнює 3n2 − 2n.
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Властивостi

У роботi [1] була отримана абстрактна характеризацiя T -групоїдiв за

допомогою трьох властивостей.

Лема. [1] Нехай T — дерево iз визначеною ранiше операцiєю +.

Тодi + задовольняє такi властивостi: для всiх u, v, w ∈ V (T )

1 (u+ v) + u = u,

2 якщо (u+ v) + v = v, тодi u = v,

3 якщо u ̸= u+ v = v ̸= u+ w, то v + w = u.

I навпаки, якщо ◦ — абстрактна операцiя на множинi V , що

задовольняє умови 1–3, то iснує дерево T iз V (T ) = V , для якого

◦ = +.
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Пiдгрупоїди

Нехай тепер (X, ◦) — деякий групоїд. Його пiдгрупоїдом називається

пiдмножина A ⊂ X, замкнена вiдносно операцiї ◦.

Твердження 3. Нехай T — дерево. Тодi A ⊂ V (T ) є пiдгрупоїдом

вiдносно + тодi й тiльки тодi, коли A — зв’язна множина.

Як i пiдгрупи в групi, пiдгрупоїди в групоїдi утворюють решiтку

вiдносно включення. Для T -групоїдiв ця решiтка вивчалась ранiше в

роботi [2]. Зокрема, в [2] було показано, що за цiєю решiткою можна

вiдновити саме дерево з точнiстю до iзоморфiзму.
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Твiрна множина

Множину A ⊂ X в групоїдi (X, ◦) назвемо твiрною, якщо

найменшим пiдгрупоїдом у X, який мiстить A, є весь X.

Твердження 4. Нехай T — дерево. Тодi A ⊂ V (T ) є твiрною

вiдносно + тодi й тiльки тодi, коли A мiстить всi листки T .

Таким чином, T -групоїд (V (T ),+) має єдину найменшу твiрну

множину — множину всiх листкiв дерева T .
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Гомоморфiзми

Гомоморфiзмом мiж двома групоїдами (X, ◦) та (Y, ∗) називається

вiдображення f : X → Y таке, що f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b) для всiх

a, b ∈ X. Вiдображення f : V (G) → V (H) мiж графами G, H

називається гомоморфiзмом, якщо для всiх ребер uv ∈ E(G)

виконано f(u)f(v) ∈ E(H).

Теорема 2. Вiдображення f : V (T1) → V (T2) мiж двома деревами

T1, T2 є гомоморфiзмом мiж їхнiми T -групоїдами тодi й тiльки

тодi, коли f — постiйне або є iн’єктивним гомоморфiзмом дерев.
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