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Мета

1. Дослiдити i структурувати означення, твердження i теореми з грацiозної розмiтки 
графiв. 

2. Представити огляд грацiозних алгоритмiв маркування для рiзних класiв графiв. 

3. Реалiзувати програмний модуль мовою Python для побудови грацiозної розмiтки 
графiв.
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Розмітка графа
o Вершинною розмiткою графа G = (V, E) є функцiя з 
множини вершин V у множину мiток N (f : V → N ). 

o Реберною розмiткою графа G = (V, E), в свою ж чергу, є 
функцiя з множини ребер E у множину мiток N (g : E → N ).

o Грацiозноюрозмiткоюграфа G з n ребрами називають
таку iн’єктивну функцiю вершинної розмiтки f : V → [0, n], 
та iн’єктивну функцiю реберної розмiтки f γ : E → [1, n], що
f γ(uv) = |f (u) − f (v)|. 
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Умова парності
та реберно-послідовна граціозність графа

Теорема. [1] Нехай G — ейлеровий граф. Якщо m ≡ 1, 2 (mod 4), то G не є грацiозним.

Теорема. [2] Кожен граф є iндукованим пiдграфом грацiозного графа.

Алгоритм побудови граціозного графа з неграціозного, який міститься в ньому як 
індукований підграф: 

нехай заданi розмiтки f : V → [0, k] (iн’єктивна для деякого k ≥ m) та fγ : E → N (також iн’єктивна), i iснують

u,v ∈ V з f (u) = 0 i f (v) = k. Нехай {𝑦1 , ..., 𝑦𝑘} – множина вiдсутнiх мiток ребер графа, {𝑥𝑖, ..., 𝑥𝑟} – множина

мiток вершин графа.

Додамо вершину 𝑤𝑖 : ൝
f (𝑤𝑖) = 𝑦𝑖; fγ (u𝑤𝑖) = 𝑦𝑖, якщо 𝑦𝑖 ∉ {𝑥𝑖, ..., 𝑥𝑟}

f (𝑤𝑖) = k + 𝑦𝑖; fγ(u𝑤𝑖) = k + 𝑦𝑖; fγ(v𝑤𝑖) = 𝑦𝑖, якщо 𝑦𝑖∈ {𝑥𝑖 , ..., 𝑥𝑟}
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Реберно-послідовна граціозність графа
П Р ИКЛАД .  Конструювання грацiозного графа з K5 та C9
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Грацiозна розмiтка
графiв-ланцюгiв Pn

Твердження [1] . 

Граф-ланцюг Pn є грацiозним для всiх
n ≥ 1.

Граціозна розмітка Pn :

൞

𝑘

2
, якщо 𝑘 − парне

𝑛 −
𝑘+1

2
, якщо 𝑘 − непарне
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Граціозна розмітка
гусеничних дерев

Твердження. [1] Всi гусеничнi дерева є грацiозними.

Приклад. Представимо граф P4 (рисунок а) як планарний та застосуємо
схему грацiозної розмiтки як для гусеничного дерева (рисунок б).

а) б)
7



Грацiозна розмiтка
повних графiв Kn

Твердження. [1]

Повний граф Kn є грацiозним тодi
i тiльки тодi, коли n ≤ 4.

Граціозна розмітка Kn :

1. Позначаємо будь-яку вершину 
міткою 0, і будь-яку іншу вершину 
міткою m

2. Третій вершині даємо мітку 1

3. Останній вершині без мітки
надаємо мітку 4
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Грацiозна розмiтка
повних двочасткових
графiв Km,n

Твердження. [1] Повний двочастковий граф K𝑚,𝑛 є грацiозним
для всiх m, n ≥ 1.

Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для K3,4 9



Грацiозна розмiтка
циклiв Cn

Твердження. [1]

Цикл Cn є грацiозним тодi i тiльки тодi, коли n ≡ 0, 3 (mod 4).

Граціозна розмітка Cn :

o Якщо n ≡ 0 (mod 4), то вершини маркуються за наступною формулою:

𝑖

2
, якщо i = 0, 2, 4, ..., n − 2

𝑛 −
𝑖−1

2
, якщо i = 1, 3, 5, ...,

𝑛

2
− 1

𝑛 −
𝑖−1

2
− 1, якщо i =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 3, ..., n − 1

o Якщо n ≡ 3 (mod 4), то вершини маркуються за наступною формулою:

𝑖

2
, якщо i = 0, 2, 4, ..., n − 1

𝑛 −
𝑖−1

2
, якщо i = 1, 3, 5, ...,

𝑛+1

2
− 1

𝑛 −
𝑖−1

2
− 1, якщо i =

𝑛+1

2
+ 1,

𝑛+1

2
+ 3, ..., n − 2
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Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для C4 та C7
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Грацiозна розмiтка
графiв-колес 𝑊𝑝

Твердження. [1]

Колесо Wp є грацiозним для всiх p ≥ 3.

Граціозна розмітка Wp :

Нехай V (Wp ) = {u0 , u1 , ..., up−1 , v} — множина вершин, де v — вершина, 

з’єднана з циклом. Розглянемо два випадки:

o Якщо p ≡ 0 (mod 2), то вершини маркуються за наступною формулою:

2𝑝, якщо i = 0

2, якщо i = p − 1

𝑖, якщо i = 1, 3, 5, ..., p − 3

2𝑝 − 𝑖 − 1, якщо i = 2, 4, 6, ..., p − 2

o Якщо p ≡ 1 (mod 2), то вершини маркуються за наступною формулою:

2𝑝, якщо i = 0

2, якщо i = 1

𝑝 + 𝑖, якщо i = 2, 4, 6, ..., p − 1

𝑝 + 1 − 𝑖, якщо i = 3, 5, 7, ..., p − 2

12



Реалiзацiя на Python побудови грацiозної розмiтки для W5 та W4
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Граціозна розмітка дерев
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o  1976 р. була сформульована гіпотеза, що всі дерева є граціозними [3].

Грацiозна розмiтка

дерева дiаметру 1
Грацiозна розмiтка

дерева дiаметру 2

Грацiозна розмiтка дерева дiаметру 3 (а) та 

його представлення у виглядi планарного 

двочасткового графа (б)

(a) (б)



Граціозна розмітка дерев

o У 2010 роцi Фанг [4] довiв, що всi дерева до 35 вершин є грацiозними. 

Результат Фанга замiнює попереднi результати в цьому напрямку: Олдред i МакКей
[5] встановили в 1998 роцi, що всi дерева до 27 вершин є грацiозними, а Хортон
[6] пiдтвердив у 2003 роцi, що всi дерева з не бiльше нiж 29 вершинами є
грацiозними.
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Дякую за увагу!
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