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В цiй роботi всi графи простi, неорiєнтованi, скiнченнi та зв’язнi. Граф
називається геодетичним, якщо мiж кожною парою його вершин iснує
єдиний найкоротший ланцюг. Наприклад, повнi графи, непарнi цикли та
дерева є геодетичними графами.

На множинi вершин 𝑉 (𝐺) геодетичного графа 𝐺 коректно визначена
бiнарна операцiя +: для 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) покладемо 𝑢 + 𝑢 = 𝑢 та для 𝑢 ̸= 𝑣,
𝑢+ 𝑣 є першою вершиною, вiдмiнною вiд 𝑢, що лежить на (єдиному) най-
коротшому ланцюгу мiж 𝑢 та 𝑣. Пара (𝑉 (𝐺),+) називається 𝑇 -групоїдом
(англ. travel groupoid [1]), породженим геодетичним графом 𝐺. Напри-
клад, якщо 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺), то 𝑢 + 𝑣 = 𝑣, а 𝑣 + 𝑢 = 𝑢. Якщо 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = 2, то
𝑢+ 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 – єдина вершина, яка сумiжна з обома вершинами 𝑢, 𝑣 у 𝐺.

Ми розглядатимемо властивостi 𝑇 -групоїдiв лише на деревах. Отже,
нехай 𝑇 – скiнченне дерево. Iз означення одразу випливає, що операцiя +
є iдемпотентною на 𝑉 (𝑇 ). Також, + комутативна лише у випадку, коли
𝑇 ≃ 𝐾1,𝑛−1 – зiрка. Дiйсно, неважко побачити, що 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 тодi й
тiльки тодi, коли 𝑎 = 𝑏 або 𝑑𝑇 (𝑎, 𝑏) = 2.

Твердження 1. Кiлькiсть (невпорядкованих) комутуючих пар вершин
вiдносно + на деревi 𝑇 дорiвнює 1 + 1

2𝑀1(𝑇 ), де 𝑀1(𝐺) =
∑︀
𝑢∈𝑉 (𝐺) 𝑑

2
𝐺(𝑢)

– це перший загребський iндекс графа 𝐺.

Питання опису асоцiативних трiйок для операцiї + є дещо цiкавiшим.

Теорема 1. Нехай 𝑇 – дерево. Впорядкована трiйка (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑉 (𝑇 )3 є
асоцiативною для + тодi й тiльки тодi, коли 𝑎 = 𝑏, або 𝑎 + 𝑏 = 𝑐, або
𝑏+ 𝑐 = 𝑎.

Iз теореми 1 одразу можна обчислити кiлькiсть таких трiйок, яка як
виявляється, не залежить вiд структури самого дерева.

Наслiдок 1. Кiлькiсть асоцiативних трiйок вiдносно + на 𝑛-вершинному
деревi дорiвнює 3𝑛2 − 2𝑛.

Зауважимо, що опис асоцiативних трiйок лише через операцiю + (а
не структуру дерева) є невипадковим, адже в роботi [1] була отримана
абстрактна характеризацiя 𝑇 -групоїдiв за допомогою трьох властивостей.

Нехай тепер (𝑋, ∘) – деякий групоїд. Його пiдгрупоїдом називається
пiдмножина 𝐴 ⊂ 𝑋, замкнена вiдносно операцiї ∘.
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Твердження 2. Нехай 𝑇 – дерево. Тодi 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝑇 ) є пiдгрупоїдом вiдносно
+ тодi й тiльки тодi, коли 𝐴 – зв’язна множина.

Як i пiдгрупи в групi, пiдгрупоїди в групоїдi утворюють решiтку вiдно-
сно включення. Для 𝑇 -групоїдiв ця решiтка вивчалась ранiше в роботi [2].

Множину 𝐴 ⊂ 𝑋 в групоїдi (𝑋, ∘) назвемо твiрною, якщо найменшим
пiдгрупоїдом у 𝑋, який мiстить 𝐴, є весь 𝑋.

Твердження 3. Нехай 𝑇 – дерево. Тодi 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝑇 ) є твiрною вiдносно +
тодi й тiльки тодi, коли 𝐴 мiстить всi висячi вершини 𝑇 .

Таким чином, 𝑇 -групоїд (𝑉 (𝑇 ),+) має єдину найменшу твiрною мно-
жину, якою є множина всiх висячих вершин дерева 𝑇 .

Гомоморфiзмом мiж двома групоїдами (𝑋, ∘) та (𝑌, *) називається вiд-
ображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 таке, що 𝑓(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝑓(𝑎) * 𝑓(𝑏) для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋.
Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) мiж графами 𝐺, 𝐻 називається гомо-
морфiзмом, якщо для всiх ребер 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) виконано 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻).

Теорема 2. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝑇1) → 𝑉 (𝑇2) мiж двома деревами 𝑇1,
𝑇2 є гомоморфiзмом мiж їхнiми 𝑇 -групоїдами тодi й тiльки тодi, коли
𝑓 – постiйне або є iн’єктивним гомоморфiзмом дерев.
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