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ВIДСТАНЯМИ МIЖ НЕ ТОЧКАМИ З’ЄДНАННЯ
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Вершина графа називається точкою з’єднання, якщо її видалення збiль-
шує кiлькiсть компонент зв’язностi. Наприклад, для зв’язного графа 𝐺
вершина 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) є точкою з’єднання, якщо граф 𝐺 − 𝑢 незв’язний.
Дерево – це зв’язний ациклiчний граф. Легко бачити, що не точками
з’єднання дерева є в точностi вершини степеня 1, якi називаються ви-
сячими. У роботi [3] дослiджувався спецiальний клас графiв пiд назвою
сильно унiкально незалежнi графи. Це такi графи 𝐺, в яких iснує єдина
максимальна незалежна множина вершин 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝐺), що її доповнення
𝑉 (𝐺)∖𝐴 теж незалежна в 𝐺. Зокрема, було показано, що сильно унiкаль-
но незалежнi дерева (надалi просто SUIT) характеризуються як дерева
iз парними вiдстанями мiж їхнiми висячими вершинами. Узагальнюючи
цей клас дерев, у роботi [1] було розглянуто зв’язнi графи iз парними вiд-
станями мiж їхнiми не точками з’єднання (NCE-графи) та графи з цими
непарними вiдстанями (NCO-графи).

Твердження 1. [1] Зв’язний граф є NCE-графом тодi й тiльки тодi,
коли вiн двочастковий, причому всi його не точки з’єднання лежать у
спiльнiй частцi.

Реберним графом 𝐿(𝐺) графа 𝐺 називається граф перетинiв родини
𝐸(𝐺). Тобто, вершинами 𝐿(𝐺) є ребра 𝐺, а ребрами – пари ребер 𝐺, якi
мають спiльну вершину.

Теорема 1. [1] Зв’язний граф є NCO-графом тодi й тiльки тодi, коли
вiн iзоморфний реберному графу деякого SUIT’a.

Граф називається двозв’язним, якщо вiн зв’язний та не має точок
з’єднання. Блок у графi – це його максимальний двозв’язний пiдграф.
Графом блокiв 𝐵(𝐺) графа 𝐺 називається граф перетинiв множин вер-
шин усiх блокiв у 𝐺. Таким чином, вершинами 𝐵(𝐺) є блоки 𝐺, а ребрами
– пари блокiв, якi мiстять (єдину) спiльну точку з’єднання.

Теорема 2. [2] Граф 𝐻 iзоморфний графу блокiв деякого графа 𝐺 тодi й
лише тодi, коли в 𝐻 кожен блок є повним пiдграфом.

Наприклад, дерева є графами блокiв. Блок у графi називатимемо ви-
сячим, якщо вiн має не бiльше одної точки з’єднання.
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Твердження 2. Кожен висячий блок у NCE-графi є висячим ребром.

Iз Твердження 2 одразу слiдує, що будь-який NCE-граф iз хоча би дво-
ма вершинами має хоча би двi висячi вершини. Наступна теорема описує
NCE-графи з рiвно двома висячими вершинами. Позначимо через 𝐵2(𝐺)
пiдграф графа блокiв 𝐵(𝐺), який породжений усiма мостами в 𝐺.

Теорема 3. Граф 𝐺 є NCE-графом iз рiвно двома висячими вершинами
тодi й тiльки тодi, коли 𝐺 – непарний ланцюг або 𝐺 не ланцюг i виконанi
наступнi умови:

(1) граф блокiв 𝐵(𝐺) є ланцюгом iз хоча би двома вершинами;
(2) кожен блок у 𝐺 iзоморфний 𝐾2 або 𝐾2,𝑚 для 𝑚 ≥ 2;
(3) кожен блок 𝐵 ≃ 𝐾2,𝑚 iз 𝑚 ≥ 2 у 𝐺 має точно двi точки з’єднання

в 𝐺, якi складають частку 𝐵;
(4) кожна компонента зв’язностi 𝐵2(𝐺), яка не мiстить висячi

вершини з 𝐵(𝐺), має парну кiлькiсть вершин;
(5) кожна компонента зв’язностi 𝐵2(𝐺), яка мiстить висячi вер-

шини з 𝐵(𝐺), має непарну кiлькiсть вершин.

Використовуючи схожу iдею, що i в доведеннi теореми 2, отримано
наступний результат.

Твердження 3. Кожен зв’язний граф блокiв iзоморфний графу блокiв
деякого NCE-графа.

Для NCO-графiв це питання також має доволi просту вiдповiдь.

Твердження 4. Граф 𝐻 є графом блокiв деякого NCO-графа тодi й тiль-
ки тодi, коли 𝐻 є SUIT’ом.

Зауважимо. що оскiльки ребернi графи дерев збiгаються з їхнiми гра-
фами блокiв, то теорему 1 можна вважати описом графiв блокiв SUIT’iв.

Лiтература

[1] K. Antoshyna and S. Kozerenko, Graphs with odd and even distances between non-cut
vertices // preprint submitted to publication, 2023.

[2] F. Harary, A characterization of block graphs // Canad. Math. Bull. 6 (1963), 1–6.
[3] G. Hopkins and W. Staton, Graphs with unique maximum independent sets // Discrete

Math. 57(3) (1985), 245–251.

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна
Email address: kantoshyna@imath.kiev.ua

Нацiональний унiверситет “Києво-Могилянська академiя”
Iнститут математики НАН України
Київська школа економiки, Київ, Україна
Email address: kozerenkosergiy@ukr.net

XII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

96


