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Вступ

Визначення графiв є настiльки загальним, що цим термiном можна описувати безлiч
подiй та об’єктiв. Високий рiвень узагальнення дозволяє використовувати типовi ал-
горитми теорiї графiв для вирiшення задач транспортних i комп’ютерних мереж, у
будiвельному проектуваннi, моделюваннi тощо. Застосування рiзних обчислень допома-
гає спланувати найоптимальнiший маршрут або найменш ресурсозатратне вирiшення
проблеми. Наголошуючи на їх застосуваннi в реальних системах, термiн комп’ютерна
мережа iнодi визначається як граф, у якому атрибути (наприклад, користувачi систе-
ми) асоцiюються з вершинами, а система їх вiдношень, соцiальних зв’язкiв (чи друзi
вони мiж собою) визначають ребра. У данiй роботi ми розглядаємо коспектральнi вла-
стивостi конкретного дружба графа та здiйснюємо пошук коспектральних йому пар.

Робота складається з трьох роздiлiв.
У Роздiлi 1 розглядаємо iсторiю та областi використання графiв, хто дослiджував

та внiс вклад в формулювання знань про графи, зокрема, в хiмiї, фiзицi, математицi,
тощо.

У Роздiлi 2 наводимо основнi означення та теореми, повязанi iз теорiєю графiв.
Розглядаємо приклад двох неiзоморфних коспектральних графiв.

У Роздiлi 3 розглядаємо особливостi дружба графа, твердження про його характе-
ристичний многочлен, а також наводимо доведення для нього методом математичної
iндукцiї.
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1 Актуальнiсть дослiдження теорiї графiв

У цьому роздiлi ми будемо розглядати основнi подiї в iсторiї дослiдження графiв, а
особливо тi, якi вплинули на сьогоденне вивчення теорiї графiв. Наведемо приклади
наук, в яких вiдбувається активне використання графiв у вiзуалiзацiї сутностей, систем,
тощо.

1.1 Iсторiя дослiдження

Дослiдження спiльних характеристик рiзних графiв продовжується вже багато рокiв.
До певного часу вважали, що у всiх графiв рiзний спектр. Проте, було доведено, що у
рiзних графiв може бути однаковий набiр власних значень. Звiдси i починається теорiя
коспектральностi графiв.

Нинi вiдомо багато видiв коспектральних графiв. Бiльшiсть з них були вiдкритi до
1988 року. Як регулярнi, так i не регулярнi графи - вiдносно матрицi сумiжностi. Першi
приклади коспектральних графiв вiднайшли Колатц i Сiноговiц у 1957 роцi. У 1998 роцi
Лепович перерахував усi зв’язанi графи на 10 вершинах i надав багато даних, включа-
ючи кiлькiсть графiв з точною кiлькiстю їх коспектральних пар. Визначити, якi графи
однозначно визначаються за їх спектрами, є загалом дуже важко. Вiдомо, що лише не-
велика частка графiв є такою визначеною, але, можливо, що майже всi графи мають
цю властивiсть – таке припущення сформулювали Ван Дам та Хемерс у 2003 роцi.

Згодом Годсiл та Маккей розробили кiлька методiв побудови пар неiзоморфних ко-
спектральних графiв. Один iз цих методiв використовує операцiю над графами, що за-
лишає спектр матрицi сумiжностi без змiн. Крiм того, Годсiл та Маккей перерахували
всi графи на щонайбiльше дев’яти вершинах, обчислили спектр їх матрицi сумiжностi
та визначили кiлькiсть цих графiв, для яких iснує щонайменше одна коспектральна
пара. Ця конструкцiя Годсiла-Маккея взяла назву “перемикання GM”. Виявляється,
що для перелiчених випадкiв значна частина всiх коспектральних графiв походить вiд
перемикання GM.

1.2 Використання графiв

Графи можуть бути використанi для моделювання багатьох типiв вiдносин i процесiв
у фiзичних, бiологiчних, соцiальних та iнформацiйних системах. Багато практичних
задач можуть бути представленi графами, вони мають дуже широке застосування: з їх

4



допомогою вибирають найбiльш вигiдне розташування будiвель, графами представленi
схеми метро. Далi представленi деякi приклади застосування графiв.

1.2.1 Хiмiя

Теорiя графiв дозволяє точно визначити i пояснити деякi основнi поняття хiмiї: стру-
ктуру, конфiгурацiю, квантовомеханiчну та статистико-механiчну взаємодiю молекул,
визначити кiлькiсть теоретично можливих iзомерiв органiчних сполук, можливо, про-
аналiзувати деякi хiмiчнi передумови. Молекулярний граф - неорiєнтовний граф, який
моделює форму хiмiчної сполуки такої простої форми, де вершини графа вiдповiдають
молекулам, а ребра графа - хiмiчним зв’язкам мiж ними. Одним з основних застосу-
вань графових спектрiв для хiмiї є застосування в теорiї ненасичених кон’югованих
вуглеводнiв, вiдомiй як молекула Гюкеля.

1.2.2 Фiзика

Одним з найбiльш складних областей охоплення використання графiв є фiзика. У ста-
тистичнiй фiзицi графи можуть моделювати локальнi зв’язки мiж взаємодiючими ча-
стинами системи, а також динамiку фiзичного процесу в таких системах. Аналогiчно, в
обчислювальнiй нейронауцi графи можуть використовуватися для представлення фун-
кцiональних зв’язкiв мiж областями мозку, якi взаємодiють, включаючи рiзнi когнiтивнi
процеси, де вершини представляють рiзнi дiлянки мозку, а ребра представляють зв’язки
мiж цими областями. Теорiя графiв вiдiграє важливу роль в електричному моделюван-
нi мереж.

Також згадаємо про так звану димерську проблему.
Проблема з димером пов’язана з дослiдженням термодинамiчної опори похибки си-

стеми дiатомових молекул ("димерiв"), адсорбованих на поверхнi кристалу. Найбiльш
сприятливi точки для адсорбцiї атомiв на такiй поверхнi утворюють двовимiрну решi-
тку, при цьому димер може займати двi сусiднi точки. Необхiдно порахувати всi способи,
якими димери можуть бути розташованi на решiтцi не перекриваючи один одного так,
що кожна точка решiтки була зайнята.
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Рис. 1.2.2.1 Вiзуалiзацiя димерської
проблеми

Проблема димеру на квадратнiй решiтцi еквiвалентна задачi обчислення всiх мо-
жливих варiантiв, при яких шахова дошка розмiром n × n (n парне) вкрита домiно так,
що кожне домiно охоплює два сусiднi квадрати поля i поле накрите повнiстю.

Рис. 1.2.2.2 Приклад шахової дошки, вкритої
домiно

Вершини графа представленi як точки, найбiльш сприятливi для адсорбцiї атомiв
(поглинання). Двi вершини є сумiжними тодi i лише тодi, коли вiдповiднi точки мо-
жуть бути зайнятi димером. Розташування димерiв на поверхнi визначає 1-фактор у
вiдповiдному графi, i навпаки. Таким чином, проблема димеру зводиться до завдання
визначення кiлькостi 1-факторiв у графi. Перерахування 1-факторiв передбачає враху-
вання шляхiв у вiдповiдних графах та власних значень.

Не тiльки проблему димеру, але й деякi iншi задачi можна звести до перерахування
1-факторiв (тобто розташування димерiв).

1.2.3 Комп’ютернi науки

У iнформатицi графи використовуються для представлення мереж зв’язку, органiза-
цiї даних, обчислювальних пристроїв, потоку обчислень тощо. Наприклад, структура
посилань веб-сайту може бути представлена орiєнтовним графом, у якому вершини
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є веб-сторiнками, а ребра - посилання з однiєї сторiнки на iншу. Аналогiчний пiдхiд
можна застосувати до проблем соцiальних медiа перемiщень, дизайну комп’ютерних
мiкросхем та в багатьох iнших областях. Тому розробка алгоритмiв для обробки гра-
фiв викликає велику зацiкавленiсть у галузi iнформатики. Перетворення графiв часто
формалiзується i представляється системами переписування графiв. Доповнюючими
системами перетворення графiв є бази даних графiв, орiєнтованi на безпечне для тран-
закцiй стiйке зберiгання та запит даних, структурованих за графами. Один з методiв
захисту даних є рандомiзацiя мережi, що зображує зв’язки мiж особами. Видаляючи
деякi правдивi ребра i додаючи деякi помилковi так, що глобальнi характеристики ме-
режi не змiнюються. Таким чином база даних уникає можливостi взлому та викрадення
даних.

1.2.4 Математика

Прикладом графа у математицi може стати будь-який багатогранник у трьохвимiр-
ному просторi. Наприклад, вершини та ребра куба можна розглядати як вершини та
ребра графа. При цьому ми вiдштовхуємося вiд того, як розташованi елементи куба у
просторi.

Ще одна галузь, яка має багато спiльного зi спектрами графiв, є комбiнаторна опти-
мiзацiя. Зв’язки мiж власними значеннями графiв та комбiнаторною оптимiзацiєю при-
вернули до себе увагу в останнi двадцять рокiв.

1.2.5 Iншi науки

У психологiї, наприклад, при дослiдженнi мiжособистiсних зв’язкiв у групi використо-
вуються соцiограми. Теорiя графiв також широко використовується в соцiологiї як спо-
сiб, наприклад, для вимiрювання престижу акторiв або для вивчення розповсюдження
слуху, зокрема за допомогою програмного забезпечення для аналiзу соцiальних мереж.
Пiд дахом соцiальних мереж є багато рiзних типiв графiв. Графи знайомств та дружби
описують, чи знають люди один одного. Графи впливу моделюють, чи можуть певнi
люди впливати на поведiнку iнших. Нарештi, графи спiвпрацi моделюють, чи працюють
двоє людей певним чином, як, наприклад, разом у кiно.
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2 Основнi означення та твердження

В даному роздiлi пригадаємо всi основнi визначення та твердження, якi активно фi-
гурують в теорiї графiв. Розглянемо поняття iзоморфностi, коспектральностi графiв,
а також наведемо розрахунок спектрiв на прикладi двох графiв i доведемо, що вони
коспектральнi.

2.1 Використанi означення

Означення 2.1.1. Загальним неорiєнтованим графом називають сукупнiсть
G = (V,E, L, δE, δL), де V - множина вершин, E - множина ребер,
L - множина петель та вiдображень,

δE : E → C2
V

- множина двохелементних множини V

δL : L→ V.

Означення 2.1.2. Матриця сумiжностi графа G зi скiнченною кiлькiстю вершин n

(пронумерованих числами вiд 1 до n) — це квадратна матриця A = {aij}ni,j=1 розмiру
n×n, в якiй значення елементу aij рiвне числу ребер з i-ї вершини графа в j-у вершину.

Означення 2.1.3. Простим графом G називається граф без кратних ребер та петель.

Означення 2.1.4. [3] Матриця Лапласа графа G - матриця L неорiєнтовного графа
без циклiв, iндексована набором вершин G з нульовими сумами рядкiв, де Lxy = −Axy,
x 6= y. Якщо D - дiагональна матриця, iндексована набором вершин G таким чином,
що Dxx є степiнь (валентнiсть) x, тодi L = D − A.

Означення 2.1.5. Характеристичний полiном – це полiном, що визначається фор-
мулою pA(λ) = det(λI − A)

Означення 2.1.6. Кожен граф G має дiйсне власне число λ0 з вiдповiдним невiд’ємним
дiйсним власним вектором, так що для кожного власного числа λ ми маємо |λ| ≤ λ0.
Значення λ0(G) не зростає, коли вершини чи ребра видаленi з G.

Означення 2.1.7. Спектр графа - це множина всiх власних значень матрицi сумi-
жностi з урахуванням їх кратностi.

Означення 2.1.8. Спектр Лапласа скiнченного неорiєнтованого графа - це спектр
матрицi Лапласа L (множина всiх власних значень матрицi Лапласа).
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Означення 2.1.9. Власний вектор (матрицi M) - ненульовий вектор x, для якого
справедливо Mx = λx. Якщо застосувати власний вектор до матрицi то отримає-
мо – колiнеарний вектор – той же вектор, помножений на скаляр. Скаляр, на який
множиться власний вектор – власне число матрицi.

Означення 2.1.10. Шлях граф - послiдовнiсть вершин, в якiй кожна вершина з’єднана
з наступною ребром.

Означення 2.1.11. Цикл графа - ланцюг, у якого початок i кiнець збiгаються.

Означення 2.1.12. Циклiчний граф - граф, що складається з деякого числа вершин,
з’єднаних замкнутим ланцюгом.

Означення 2.1.13. Граф G - k-регулярний, якщо кожна вершина з’єднана з точно k
вершинами.

Якщо G регулярний степеня k, то для кожного власного значення λ маємо |λ| ≤ k.
Якщо G регулярний степеня k, то Матриця Лапласа має вигляд: L = kI − A.
Якщо G має власнi значення матрицi сумiжностi A: k = λ1 ≥ ... ≥ λn. Власнi

значення матрицi Лапласа L:
0 = µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µn, то λi = k − µi для i = 1, ..., n.

Означення 2.1.14. Повний граф — простий граф, в якому кожна пара рiзних вершин
сумiжна, тобто iснує ребро, що сполучає цi вершини.

Повний граф зазвичай позначається Kn. Нехай G - повний граф Kn на n вершин.
Матриця сумiжностi A = J − I, де J - матриця, складена з одиниць i I - одинична
матриця, а спектр матрицi сумiжностi має вигляд: (n− 1)1 , (−1)n−1. Матриця Лапласа
L дорiвнює L = nI − J , що має спектр 01, nn−1.
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Означення 2.1.15. Графи з однаковим спектром називаються коспектральними (або
iзоспектральними). Тобто власнi значення матрицi сумiжностi або матрицi Лапласа
однаковi.

Наведенi графи є коспектральними:

Означення 2.1.16. Фактор графа G - це пiдграф, який має ту саму вершину, як
G. K-фактор графа є кiстяковий k-регулярному пiдграфу, а k-факторизацiя розбиває
множину ребер на k-фактори, що не перетинаються. Зокрема, 1-фактор - це набiр
попарно несумiжних ребер, а 1-факторизацiя k-регулярного графа - це фарбування ребер
k кольорами. 2-фактор - це набiр циклiв, що охоплює всi вершини графа.

Рис. 2.1.16.1 1-факторизацiя
графа Дезарга - кожен клас

кольорiв є 1-фактором
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Означення 2.1.17. В теорiї графiв, iзоморфiзмом графiв G i H є бiєкцiя мiж мно-
жинами вершин G i H.

f : V (G) → V (H) така, що будь-якi двi вершини u i v графа G сумiжнi в G то-
дi i тiльки тодi, коли f(u) i f(v) сумiжнi в H. Такий тип бiєкцiї зазвичай зветься
«реброзберiгюча бiєкцiя», згiдно iз загальним поняттям iзоморфiзму як бiєкцiї зi збе-
реженням структури. Тобто графи G i H є iзоморфними, якщо шляхом перестановки
рядкiв i стовпцiв матрицi сумiжности графа G можливо отримати матрицю сумi-
жностi графа H.

Рис. 2.1.17.1 Приклад iзоморфiзму графiв

2.2 Приклад розрахунку спектра графа

Приклад 2.2.1. Маємо 2 графи:

Довести, що графи коспектральнi.
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Матрицi сумiжностi

1)

A B C D E F
A 0 0 0 0 0 1
B 0 0 0 0 0 1
C 0 0 0 0 0 0
D 0 0 0 0 0 1
E 0 0 0 0 0 1
F 1 1 0 1 1 0

2)

G H I J K L
G 0 1 0 0 0 1
H 1 0 0 0 1 0
I 0 0 0 0 0 0
J 0 0 0 0 0 0
K 0 1 0 0 0 1
L 1 0 0 0 1 0

Характеристичнi многочлени збiгаються: λ6 − 4λ4 = 0.
Отже власнi числа однаковi λ =

0 (1)

2 (2)

−2 (3)

Розглянемо 1-ий граф та знайдемо його власнi вектори.
1) λ = 0

A B C D E F
A 0 0 0 0 0 1
B 0 0 0 0 0 1
C 0 0 0 0 0 0
D 0 0 0 0 0 1
E 0 0 0 0 0 1
F 1 1 0 1 1 0

[13] Методом Гаусса отримуємо залежнiсть:
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x1 + x2 + x4 + 45 = 0

x6 = 0

Тодi:

x =



x1 = −x2 − x4 − x5
x2

x3

x4

x5

0


Фундаментальна система рiшень:

−x2
x2

0

0

0

0


+



0

0

x3

0

0

0


+



−x4
0

0

x4

0

0


+



−x5
0

0

0

x5

0


2) λ = 2

A B C D E F
A -2 0 0 0 0 1
B 0 -2 0 0 0 1
C 0 0 -2 0 0 0
D 0 0 0 -2 0 1
E 0 0 0 0 -2 1
F 1 1 0 1 1 -2

[13] Методом Гаусса отримуємо залежнiсть:

x1 =
1
2
x6

x2 =
1
2
x6

x3 = 0

x4 =
1
2
x6

x5 =
1
2
x6

x6 = x6
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Тодi, фундаментальна система рiшень:

1

2
x6

1

2
x6

0

1

2
x6

1

2
x6

x6


3) λ = −2

A B C D E F
A 2 0 0 0 0 1
B 0 2 0 0 0 1
C 0 0 2 0 0 0
D 0 0 0 2 0 1
E 0 0 0 0 2 1
F 1 1 0 1 1 2

[13] Методом Гаусса отримуємо залежнiсть:

x1 = −1
2
x6

x2 = −1
2
x6

x3 = 0

x4 = −1
2
x6

x5 = −1
2
x6

x6 = x6

Тодi, фундаментальна система рiшень:
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

−1

2
x6

−1

2
x6

0

−1

2
x6

−1

2
x6

x6


Аналогiчну роботу проводимо з 2им графом. Отримуємо такi власнi вектори двох

графiв для власних чисел 0, 2, -2:
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Власнi числа 1ий Граф 2ий Граф

λ1 = 0



−x2
x2

0

0

0

0


+



0

0

x3

0

0

0


+



−x4
0

0

x4

0

0


+



−x5
0

0

0

x5

0





0

0

x3

0

0

0


+



0

0

0

x4

0

0


+



−x5
0

0

0

x5

0


+



0

−x6
0

0

0

x6



λ2 = 2



1

2
x6

1

2
x6

0

1

2
x6

1

2
x6

x6





x6

x6

0

0

x6

x6



λ3 = −2



−1

2
x6

−1

2
x6

0

−1

2
x6

−1

2
x6

x6





−x6
x6

0

0

−x6
x6


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3 Спектральнi характеристики дружба графа

У цьому роздiлi розглянемо поняття коалесценцiї та теореми про коалесценцiю. Визна-
чимо, що таке дружба граф, а також сформулюємо теорему про iзоморфнiсть коспе-
ктральних графiв. Методом математичної iндукцiї доведемо, що формула характери-
стичного многочлена дружба графа дiйсна.

3.1 Коалесценцiя. Теорема про коалесценцiю

Означення 3.1.1. Для графа G зафiксуємо вершину v. Для графа G′, який не має iз
графом G спiльних вершин, зафiксуємо вершину v′. Коалесценцiєю графiв G та G′ вiд-
носно фiксованих вершин називається граф G ·G′, утворений iдентифiкацiєю вершин
v ≡ v′.

Спектр коалесценцiї графiв визначається наступною теоремою:

Теорема 3.1.1. [1] Характеристичний многочлен коалесценцiї двох графiв визначає-
ться за формулою:

PG·G′(λ) = PG(λ)PG′−v′(λ) + PG′(λ)PG−v(λ)− λPG−v(λ)PG′−v′(λ)

де G− v(G′ − v′) - пiдграф графа G(G′), отриманий видаленням вершини v(v′).

3.2 Означення дружба графа

Означення 3.2.1. Дружба граф Fn - граф, що складається з 2n + 1 вершин та є
коалесценцiєю n циклiв довжини 3.

Граф дружба Fn можна побудувати, з’єднавши n копiй циклу графа C3(F1) iз за-
гальною вершиною v.

На малюнку показанi приклади дружба графа.
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3.3 Теорема про iзоморфнiсть коспектральних графiв

Граф G називається визначеним спектром сумiжностi (скорочено DS - determined by
spectrum), якщо Spec(G) = Spec(H) для деяких графiв H, G, тодi G ∼= H. Доведено, що
дружба-граф саме є графом DS. Найбiльш загальний результат був отриманий Хемер-
сом про графи iз всiма власними значеннями окрiм двох, рiвних ±1. Як наслiдок цей
результат показує, що граф Fn−DS, якщо n 6= 16 i F16 коспектральний з диз’юктивним
об’єднанням 10 повних графiв K2 та графом D:

Рис. 3.3.1 D ∪ 10K2

Граф F16 не iзоморфний диз’юктивному об’єднанню 10K2 з графом D.

Spec(D ∪ 10K2) = {(−1)6, 15,−
√
129−1
2

,
√
129+1
2
} ∪ {(−1)10; (1)10}

Spec(F16) = {(−1)16, 115,−
√
129−1
2

,
√
129+1
2
}

Спектри F16 та (D ∪ 10K2) однаковi, отже, графи - коспектральнi.

Теорема 3.3.1. [4] Будь-який граф, що коспектральний дружба графу Fn, є iзомор-
фним до цього графа Fn.
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3.4 Твердження про характеристичний многочлен дружба гра-

фа

Твердження 3.4.1. Характеристичний многочлен дружба графа має вигляд:

p(λ) = (λ+ 1)(λ2 − 1)n−1(λ2 − λ− 2n)

Доведемо за методом математичної iндукцiї, що формула характеристичного мно-
гочлена дружба графа дiйсна.

Крок 1 - База iндукцiї

Перевiримо, що дана формула робоча при n = 2. Застосуємо теорему коалесценцiї:

PG·G′(λ) = PG(λ)PG′−v′(λ) + PG′(λ)PG−v(λ)− λPG−v(λ)PG′−v′(λ)

Графи G та G′ iдентичнi та є циклами довжини 3, а отже, власнi числа та ве-
ктори - однаковi.

Знайдемо характеристичнi многочлени графiв G, G′, G− v та G′ − v′:
1) G,G′

PG(λ) = PG′(λ) = λ3 − 3λ− 2

2) G− v,G′ − v′

PG−v(λ) = PG′−v′(λ) = λ2 − 1

Пiдставимо в формулу для пошуку характеристичного многочлена коалесценцiї
двох графiв:

PG·G′(λ) = (λ3 − 3λ− 2)(λ2 − 1) + (λ3 − 3λ− 2)(λ2 − 1)− λ(λ2 − 1)(λ2 − 1) =

= (λ2 − 1)(2(λ3 − 3λ − 2) − λ(λ + 1)(λ − 1)) = (λ2 − 1)((λ − 2)(λ + 1)2 + (λ − 2)(λ +

1)2 − λ(λ− 1)) =

= (λ2 − 1)(λ+ 1)((λ− 2)(λ+ 1) + (λ− 2)(λ+ 1)− λ(λ− 1)) =

= (λ2 − 1)(λ+ 1)(λ2 − λ− 4)

База iндукцiї вiрна. Отже, дiйсно, многочлен (λ+ 1)(λ2− 1)n−1(λ2− λ− 2n) справ-
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джується для графа Fn при n = 2.

Крок 2 - Припущення
Припустимо, що формула

(λ+ 1)(λ2 − 1)n−1(λ2 − λ− 2n)

виконується для n-1.
За припущенням характеристичний многочлен такий:
PFn−1 = (λ+ 1)(λ2 − 1)n−2(λ2 − λ− 2(n− 1))

Крок 3 - Доведення
Доведемо, що для Fn характеристичний многочлен має вигляд iз твердження, ви-

користовуючи припущення.
Маємо граф Fn, який є коалесценцiєю графiв C3 та Fn−1:

a

b

v
c

d

e

f

G = C3 = {a, b, v};
G′ = Fn−1 = {d, c, v, .., f, e};

Коалесценцiя Fn буде дорiвнювати:
P (Fn) = P (C3 · Fn−1)

Характеристичнi многочлени всiх графiв та пiдграфiв:
1)PG(λ) = λ3 − 3λ− 2

2)PG−v(λ) = λ2 − 1

3)PG′(λ) = (λ+ 1)(λ2 − 1)n−2(λ2 − λ− 2(n− 1))

4)PG′−v′(λ) = (λ2 − 1)n−1

Пiдставляємо:
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PFn(λ) = PC3·Fn−1(λ) = (λ3 − 3λ− 2)(λ2 − 1)n−1+

+(λ+ 1)(λ2 − 1)n−1(λ2 − λ− 2(n− 1))− λ(λ2 − 1)(λ2 − 1)n−1 =

= (λ2 − 1)n−1((λ+ 1)(λ+ 1)(λ− 2)− λ(λ− 1)(λ+ 1) + (λ+ 1)(λ2 − λ− 2n+ 2)) =

= (λ2 − 1)n−1(λ+ 1)((λ+ 1)(λ− 2)− λ(λ− 1) + (λ2 − λ− 2n+ 2)) =

= (λ+ 1)(λ2 − 1)n−1(λ2 − 2λ+ λ− 2− λ2 + λ+ λ2 − λ− 2n+ 2) =

= (λ+ 1)(λ2 − 1)n−1(λ2 − λ− 2n)

Отже, наше припущення (Крок 2) - вiрне. Тодi многочлен:

(λ+ 1)(λ2 − 1)n−1(λ2 − λ− 2n)

дiйсно є характеристичним многочленом дружба графа.
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Висновки

Дане дослiдження було присвячено роботi з графами та була виконана робота над їх
спектрами. Ми перевiрили, що у рiзних графiв дiйсно може бути однаковий спектр, у
наслiдку - данi графи коспектральнi.

Також ми розглянули теорему про коалесценцiю i граф, який є коалесценцiєю n ци-
клiв довжини 3 – дружба граф Fn. Довели за допомогою методу математичної iндукцiї,
що формула характеристичного многочлена дружба графу дiйсна.

Для дружба графа F16 довели, що граф, який йому коспектральний i неiзоморфний
- iснує. У всiх iнших випадках будь-який граф, який коспектральний дружба графу
Fn(n 6= 16) - є iзоморфним йому.
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