
СИМЕТРIЙНI РОЗВ’ЯЗКИ
БЕЗДИСПЕРСIЙНОГО РIВНЯННЯ НИЖНИКА

О.О. ВIННIЧЕНКО

Для оптимального виконання лiївських редукцiй корозмiрностi один i
два необхiдно класифiкувати одно- та двовимiрнi пiдалгебри максималь-
ної алгебри лiївської iнварiантностi дослiджуваної системи диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними.

Перший крок процедури лiївської редукцiї бездисперсiйного рiвняння
Нижника

𝑢𝑡𝑥𝑦 = (𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑦)𝑥 + (𝑢𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦)𝑦 (1)

реалiзовано в [1], де обчислено, зокрема, максимальну алгебру лiївської
iнварiантностi g цього рiвняння, а також, використовуючи оригiнальну
мегаiдеальну версiю алгебраїчного методу [2], її псевдогрупу точкових
симетрiй 𝐺.

У статтi [3] виконано кожен подальший крок оптимiзованої процедури
лiївської редукцiї для рiвняння (1). У результатi побудовано широкi сiм’ї
нових iнварiантних розв’язкiв рiвняння (1) в явнiй формi в термiнах еле-
ментарних та гiпергеометричних функцiй, функцiй Ламберта, а також у
параметричнiй або неявнiй формi. Зокрема, отримано повнi перелiки 𝐺-
нееквiвалентних одно- та двовимiрних пiдалгебр алгебри g. Але для лiїв-
ської редукцiї рiвняння (1) можливо i доцiльно використати лише чотири
одновимiрнi пiдалгебри i вiсiм двовимiрних пiдалгебр iз цих перелiкiв.

Як приклад розглянемо лiївську редукцiю рiвняння (1) за двовимiрною
пiдалгеброю
⟨︀
𝜕𝑡 + 𝜆(𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦 + 3𝑢𝜕𝑢), e

(𝜆−1)𝑡
(︀
𝜕𝑥 + 𝜇𝜕𝑦 − 1

2 (𝜆− 1)(𝑥2 + 𝜇𝑦2)𝜕𝑢
)︀⟩︀
,

де 𝜆, 𝜇 — довiльнi сталi з 𝜇 ̸= 0, 1 |𝜇| 6 1 (mod 𝐺). Анзац, побудований за
цiєю пiдалгеброю, та вiдповiдне редуковане рiвняння мають вигляд

𝑢 = e3𝜆𝑡𝜙(𝜔)− 𝜆− 1

6
(𝑥3 + 𝑦3), 𝜔 := e−𝜆𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥); (2)

2(𝜇3 − 1)𝜙𝜔𝜔𝜙𝜔𝜔𝜔 − 𝜔𝜙𝜔𝜔𝜔 + (3𝜆− 2)𝜙𝜔𝜔 = 0.

Pедуковане рiвняння вдалося повнiстю проiнтегрувати для всiх значень
параметра 𝜆 в явному виглядi чи у параметричнiй формi. Нижче наведено
вiдповiднi розв’язки рiвняння (1) з точнiстю до 𝐺-еквiвалентностi.
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Для 𝜆 = 2
3 ,

1
3 ,

5
6 ,

4
3 розв’язки зображено в термiнах елементарних функ-

цiй, де 𝜀 = ±1, 𝑐1 ∈ {−1, 0, 1}:

𝑢 = − 𝜆− 1

4(𝜇3− 1)
(𝑦 − 𝜇𝑥)3 − 𝜆− 1

6
(𝑥3+ 𝑦3),

𝑢 = 𝜀𝑐1e
𝑡𝜔 ln

⃒⃒
𝜔 +

√
𝜔2+ 𝑐1

⃒⃒
−

√
𝜔2+ 𝑐1

4(𝜇3− 1)
+ e𝑡

𝜔3+ 𝜀
√︀

(𝜔2+ 𝑐1)3

12(𝜇3− 1)
+
𝑥3+ 𝑦3

9
,

𝑢 =
4𝜀

15
e

5
2 𝑡
(︀
4(𝜇3− 1)2 − e−

5
6 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)

)︀5/2
+ (𝜇3− 1)e

5
6 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)2 +

𝑥3+ 𝑦3

36
,

𝑢 =

(︀
1− 8(𝜇3− 1)e−

4
3 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)

)︀5/2

1920𝜀e−4𝑡(𝜇3− 1)4
− (𝑦 − 𝜇𝑥)3

12(𝜇3− 1)
+

e
4
3 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)2

16(𝜇3− 1)2
− 𝑥3+ 𝑦3

18
.

При 𝜆 = 1 розв’язки побудовано в термiнах головної i побiчної дiйсних
гiлок 𝑊 -функцiї Ламберта 𝑊0(𝜔̃) i 𝑊−1(𝜔̃):

𝑢 = −(𝑦 − 𝜇𝑥)3
18𝑧2 + 15𝑧 + 4

216(𝜇3 − 1)𝑧3
, 𝑧 ∈

{︀
𝑊0(𝜔̃),𝑊−1(𝜔̃)

}︀
, 𝜔̃ := −e−𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)

2(𝜇3 − 1)
.

Для iнших значень 𝜆 одержано параметричне представлення розв’язкiв
через анзац (2), де

𝜙 = (𝜇3 − 1)
4(𝜇3 − 1)𝑠− 3𝜔

27𝜆(2𝜆− 1)
𝑠2 − (𝜇3 − 1)𝑠− 𝜔

3𝜆(3𝜆− 1)
𝜔𝑠, 𝜆 ̸= 0,

1

2
,
1

3
,

𝜙 =
2

27
(𝜇3 − 1)2𝑠3 − 5

9
(𝜇3 − 1)|𝑠|3/2 + 1

2
sgn(𝑠) ln |𝑠|, 𝜆 = 0,

𝜙 =
8

27
(𝜇3 − 1)2𝑠3 +

4

3
(𝜇3 − 1) ln |𝑠|+ 4

3𝑠3
, 𝜆 =

1

2
,

а 𝑠 = 𝑠(𝜔) — розв’язок трансцендентного рiвняння Ламберта.
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