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1 Вступ

Достатньо вiдомим поняттям у теорiї графiв є регулярний граф, кожна вер-
шина якого має однаковий степiнь. Попри те, що регулярнi графи завжди
були вiдомою темою для вивчення, питання про те, наскiльки граф може
“не бути регулярним”, почали дослiджувати нещодавно.

Першою працею, де розглядалися графи, що мають характеристики,
протилежнi до тих, що мають регулярнi, була [8]. У нiй дослiджувалися
графи, в яких потужнiсть множини степенiв вершин графа G була на один
менше за кiлькiсть вершин. Згодом такi графи почали називатися антире-
гулярними[6].

У [4] була запропонована iнша характеристика того, наскiльки “нере-
гулярним” є граф. Для цього M. O. Albertson увiв поняття iррегулярностi
графа G та iмбалансу ребра e \in E(G). Iмбаланс ребра imbG(e) визначається
як модуль рiзницi степенiв його вершин, а iррегулярнiсть графа I(G) — як
сума iмбалансiв усiх його ребер. Зрозумiло, що зв’язний граф G є регуляр-
ним тодi й тiльки тодi, коли I(G) = 0. Таким чином, можна вважати, що
iррегулярнiсть графа I(G) визначає, наскiльки граф G “не є регулярним”.
У роботах [9, 5] можна ознайомитися з iншими пiдходами до опису того,
наскiльки нерегулярним є граф.

Пiсля публiкацiї статтi [4] в 1997 роцi було опублiковано багато дослi-
джень щодо величини I(G). Бiльшiсть з результатiв стосувалися оцiнок на
можливе максимальне значення iррегулярностi [4, 3], iншi роботи дослiджу-
вали новi мiри, пов’язанi з iррегулярнiстю графа[2, 16]. Зокрема, цi поняття
почали використовуватися в математичнiй хiмiї [7].

Як вже було зазначено, бiльшiсть результатiв, що пов’язанi з поняттям
iмбалансу ребра, спочатку стосувалися лише оцiнок на величину I(G). Так
було аж до 2014 року, коли була вперше дослiджена послiдовнiсть iмбалан-
сiв ребер деякого графа. Зокрема, були розглянутi графи, послiдовнiсть
iмбалансiв яких є графiчною[14, 15]. Пiзнiше такi графи почали назива-
тися iмбалансно-графiчними[19]. Згодом стало зрозумiло, що iмбалансно-
графiчнi графи пов’язанi з функцiями росту оборотних iнiцiальних авто-
матiв [1].

Незважаючи на значну кiлькiсть результатiв щодо iмбалансно-графiчних
графiв, здобутих у [14, 15], цей клас досить залишається недостатньо ви-
вченим.

Основною метою цiєї роботи є пошук класiв графiв, якi є iмбалансно-
графiчними, а також розгляд операцiй на графах у контекстi цiєї проблеми.
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2 Основнi означення та попереднi результати

2.1 Основнi поняття

2.1.1 Базовi означення

У цiй роботi розглядаються скiнченнi неорiєнтованi графи G = (V,E), де
V (G) є множиною вершин графа G, E(G) — мультимножиною ребер G
(невпорядкованих пар вершин). Задля спрощення позначень часто ребро
\{ u, v\} позначатиметься uv.

Граф G називається простим графом, якщо вiн не мiстить петель (ре-
бер вигляду vv, v \in V (G)) та кратних ребер. Якщо в графi G немає петель,
проте дозволенi кратнi ребра, то кажуть, що G є мультиграфом. У ви-
падку, коли E(G) може мiстити петлi та кратнi ребра, G є псевдографом.
Таким чином, кожен простий граф є мультиграфом i кожен мультиграф є
псевдографом.

Означення 2.1. Доповнення графа G — це граф G iз:

V (G) = V (G) та E(G) = \{ uv| uv \not \in E(G)\} .

Означення 2.2. Графом пiдрозбиття деякого простого графа G нази-
вають граф S(G) iз V (S(G)) = V (G) \cup E(G), E(G) = \{ ue| u \in V (G), e =
uv для деякої вершини v \in V (G)\} .

Два графи G1 та G2 є iзоморфними, якщо iснує бiєктивне вiдображення
f : V (G1) \rightarrow V (G2), таке, що v1v2 \in E(G1) \Leftarrow \Rightarrow f(v1)f(v2) \in E(G2) для
всiх v1, v2 \in V (G1).

Означення 2.3. Граф називається самодоповняльним, якщо вiн iзомор-
фний своєму доповненню.

Кажуть, що двi вершини u,v \in V (G) є сумiжними, якщо uv \in E(G).
Через NG(v) позначатимемо окiл вершини v — множину вершин, сумiжних
з v, NG(v) = \{ u| uv \in E(G)\} . Елементи NG(v) є сусiдами v. Замкненим
околом вершини v називають множину NG[v] = NG(v) \cup \{ v\} .

Означення 2.4. Повним графом Kn, n \geq 1, називається граф, у якого
кожнi двi вершини є сумiжними.

Означення 2.5. Пiдмножина вершин S \subset V (G) називається незале-
жною, якщо кожна пара вершин з S не є сумiжною.
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Кажуть, що G є k-частковим графом (k \geq 0), якщо множина його вер-
шин може бути подiлена в k рiзнi незалежнi множини. Кожна така незале-
жна множина називається часткою, або частиною, G. Деякий k-частковий
граф є повним k-частковим графом, якщо кожна пара вершин з рiзних ча-
стин є сумiжною. Через Kn1,...,nk

позначатимемо повний k-частковий граф,
де ni — потужнiсть i-ї частки, i \in 1, k.

Степенем dG(v) вершини v позначають кiлькiсть її сусiдiв, тобто dG(v) =
= | NG(v)| . Вершина u \in V (G) називається iзольованою, якщо dG(u) = 0.
Аналогiчно вершина називається листком, якщо dG(u) = 1. Множину усiх
листкiв графа позначають через L(G).

Означення 2.6. Граф G є антирегулярним, якщо вiн мiстить лише двi
вершини однакового степеня.

ЧерезD(G) позначатимемо мультимножину степенiв графа G. Вершина
v називається внутрiшньою, якщо вона не є iзольованою та листковою,
тобто dG(v) \geq 2. G є m - регулярним графом, якщо \forall v \in V (G) dG(v) = m.
Через \delta (G) позначатимемо найменший степiнь серед вершин G, через \Delta (G)
— найбiльший степiнь.

Означення 2.7. Пiд графом, отриманим видаленням вершини u, мають
на увазi граф G - u, де V (G - u) = V (G) \setminus \{ u\} , E(G - u) = E(G) \setminus NG(u).

Означення 2.8. Рiзницею двох графiв G1, G2 називають граф G1  - G2,
отриманий видалення з G1 усiх вершин з V (G1) \cap V (G2).

Означення 2.9. Граф називається листково-клiковим, якщо V (G)  - 
L(G) породжує клiку у G.

Маршрутом у скiнченному графi називається скiнченна послiдовнiсть
ребер S = \{ e1, . . . , en\} , у якiй кожнi два сусiднi ребра ei - 1ei мають спiльну
вершину.

Означення 2.10. Граф називається зв’язним, якщо мiж кожною парою
вершин iснує маршрут, що їх з’єднує.

Нехай A \subset V (G), тодi граф, який є породжений A, G[A] має V (G[A]) =
= A,E(G[A]) = \{ uv| uv \in E(G), u та v \in A\} . Вершина називається симплi-
цiальною, якщо її окiл породжує повний пiдграф.

Компонентою зв’язностi називають максимальний за включенням зв’язний
пiдграф. Вершина v \in V (G) у зв’язному графi G є точкою з’єднання, якщо
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граф G - v не є зв’язним. Множина вершин графа A є двозв’язною, якщо
G[A] є зв’язним графом без точок з’єднання.

Циклом Cn називається єдиний зв’язний 2-регулярний граф на n \geq 3
вершинах. Лiсом називають довiльний ациклiчний граф.

Означення 2.11. Дерево — це зв’язний лiс.

Зiркою Sn називають дерево, в якому не бiльше нiж одна вершина не є
листком. Така вершина називається центром зiрки.

Кажуть, що зв’язний граф G є унiциклiчним графом, якщо вiн мiстить
лише один цикл. Аналогiчно, G є бiциклiчним, якщо вiн мiстить рiвно два
цикли. Шляхом називається дерево з не бiльш нiж двома листками. Шлях
на n \geq 1 вершинах позначається Pn.

2.1.2 Графи перетинiв

Означення 2.12. Нехай S = \{ S1, . . . , Sn\} — родина деяких множин.
Графом перетинiв родини S називається граф G iз множиною вершин
V (G) = S та множиною ребер E(G) = \{ SiSj| Si \cap Sj \not = \emptyset \} .
Означення 2.13. Реберним графом L(G) деякого графа G називають

граф перетинiв його ребер.

Блоком називається максимальна за включенням множина вершин гра-
фа, що є двозв’язною. Висячим, або листковим, блоком називають блок,
що мiстить лише одну точку з’єднання.

Означення 2.14. Блоковим графом B(G) деякого графа G називають
граф перетинiв його блокiв.

Приклад 2.15. Розглянемо приклад деякого графа та його блокового
графа.

G Блоковий граф B(G)

Рис. 1: Приклад простого графа та його блокового графа.

Означення 2.16. Кажуть, що граф G є графом блокiв, якщо вiн iзомор-
фний блоковому графу B(H) деякого простого графа H.
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2.1.3 Операцiї на графах

Нехай a1, b1, a2, b2 — вершини в графi G, причому a1b1, a2b2 \in E(G1) та a1a2,
b1b2 \not \in E(G1). 2-перемикання вершин a1, b1, a2, b2 в графi G отримується
видаленням ребер a1b1, a2b2 i додаванням ребер a1a2, b1b2. Далi розгляньмо
означення деяких бiнарних операцiй на графах.

Означення 2.17. Сумою двох графiв G1, G2 називається граф G1 +G2

iз множиною вершин V (G1 + G2) = V (G1) \cup V (G2) та множиною ребер
E(G1 +G2) = E(G1) \cup E(G2) \cup \{ uv| u \in V (G1), v \in V (G2)\} .

Означення 2.18. Декартовим добутком двох графiв G1, G2 є граф
G1\square G2, де V (G1\square G2) = V (G1)\times V (G2) та двi вершини u1v1, u2v2 сумiжнi,
якщо u1 = u2 та v1v2 \in E(G2) або u1u2 \in E(G1) та v1 = v2.

Означення 2.19. Коронарним добутком графiв G1, G2 називають граф
G1\circ G2, побудований з об’єднання G1 з | V (G1)| копiями G2: \{ Gu

2 | u \in V (G1)\} 
додаванням ребер ux, x \in V (Gu

2) для кожного u \in V (G1).

Означення 2.20. Лiнком двох графiвG1, G2 за вершинами u \in V (G1), v \in 
V (G2) є граф G1 \sim (u,v) G2, отриманий з об’єднання графiв G1 \cup G2 додава-
нням ребра uv.

2.1.4 Повнi розширення графiв

Означення 2.21. Нехай G — простий граф на n вершинах i a : V (G) \rightarrow 
\BbbZ + — функцiя iз a(v) \geq dG(v) для усiх v \in V (G). Розглянемо n повних
графiв вигляду Gv \simeq Ka(v) з неперетинними множинами вершин.

Для кожного v \in V (G) зафiксуємо iн’єкцiю \phi v : NG(v) \rightarrow V (Gv). Повне
розширення G— це графG(a), отриманий з об’єднання графiвGv, v \in V (G)
додаванням ребер \phi v1(u1)\phi v2(u2), якщо v1v2 \in E(G) та u1 = v2, u2 = v1.

Приклад 2.22. На рис. 2 наведений приклад повного розширення лан-
цюга P3 = \{ v1  - v2  - v3\} , де a(v1) = 3, a(v2) = 3, a(v3) = 1.

Рис. 2: Повне розширення ланцюга на трьох вершинах.
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2.1.5 Графiчнi послiдовностi й iмбалансно-графiчнi графи

Означення 2.23. Послiдовнiсть невiд’ємних чисел A називається графi-
чною (мультиграфiчною, псевдографiчною), якщо iснує граф (мультиграф,
псевдограф) G, для якого D(G) = A.

Означення 2.24. Нехай e = uv \in E(G) — ребро в графi G. Iмбалансом
ребра e називають величину:

imbG(e) = | dG(u) - dG(v)| .
Мультимножина iмбалансiв усiх ребер G називається iмбалансною по-

слiдовнiстю G та позначається черезMG. Задля спрощення позначень муль-
тимножина чисел надалi записуватиметься у виглядi

A = \{ a1[f(a1)], a2[f(a2)], . . . , an[f(an)]\} ,
де ai \not = aj для рiзних i, j та f(ai) — кiлькiсть елементiв зi значенням ai в
A. Наприклад, A = \{ 0, 0, 1, 1, 1, 3, 4, 7, 7\} = \{ 0[2], 1[3], 3[1], 4[1], 7[2]\} .
Означення 2.25. Кажуть, що графG є iмбалансно-графiчним (iмбалансно-

мультиграфiчним, iмбалансно-псевдографiчним), якщо MG є графiчною
(мультиграфiчною, псевдографiчною) послiдовнiстю.

Приклад 2.26. На рис. 3 зображений граф-метелик, який є iмбалансно-
графiчним. На рис. 4 показаний приклад бiциклiчного графа, що не є iмбалансно-
графiчним, проте є iмбалансно-мультиграфiчним.

MG = \{ 2[4], 0[2]\} 

0

2

2

2

0

2

Рис. 3: Iмбалансно-графiчний граф.

MG = \{ 2[2], 0[5]\} 

2
0

0

0

0

0

2

Рис. 4: Граф, що не є iмбалансно-графiчним.
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Означення 2.27. Нехай G — iмбалансно-графiчний граф. Реалiзацiєю
G називають такий граф H, що V (H) = E(G) та \forall e \in E(G) : imbG(e) =
= dH(e).

Використовуючи означення iмбалансу ребра, також визначимо поняття
iррегулярностi графа G.

Означення 2.28. Iррегулярнiстю графа I(G) називають величину:

I(G) =
\sum 

e\in E(G)

imbG(e).
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2.2 Попереднi результати

2.2.1 Класичнi результати

Одним з найбiльш вiдомих описiв графiв блокiв є критерiй, наданий Ф.
Харарi у [12].

Теорема 2.29. [12] Граф G є блоковим графом деякого iншого графа
\Leftarrow \Rightarrow кожен блок G породжує повний пiдграф.

Оскiльки єдиними блоками довiльного дерева є його ребра, маємо на-
слiдок.

Наслiдок 2.30. Кожне дерево є графом блокiв.

Нескладно зрозумiти, що мультимножина A невiд’ємних чисел є псев-
дографiчною тодi й тiльки тодi, коли

\sum 
a\in A

a є парним числом. Окрiм цього,

деяка псевдографiчна мультимножина є мультиграфiчною тодi й тiльки то-
дi, коли

\sum 
a\in A

a \geq 2 \cdot max
a\in A

a [15].

Одним з найбiльш вiдомих способiв перевiрки того, чи є деяка мульти-
множина графiчною, є критерiй, опублiкований П. Ердешем та Т. Галаї в
1960 роцi.

Теорема 2.31. [10] Нехай A = \{ a1, . . . , an\} — послiдовнiсть невiд’ємних
чисел iз a1 \geq a2 \geq . . . \geq an. Тодi A є графiчною тодi й тiльки тодi, коли:

1.
n\sum 

i=1

ai є парною;

2. Для всiх k \in 1, n виконується
k\sum 

i=1

\leq k(k  - 1) +
n\sum 

i=k+1

min\{ di, k\} .

2.2.2 Iррегулярнiсть графа

У працi [4], де вперше були введенi поняття iмбалансу ребра та iррегуляр-
ностi графа, була надана така оцiнка на можливе максимальне значення
I(G).

Теорема 2.32. [4] Для довiльного графа G має мiсце нерiвнiсть

I(G) \leq 4n3

27
,

причому ця оцiнка є асимптотично точною.
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Згодом була знайдена бiльш точна оцiнка, яка досягається за всiх зна-
чень n.

Теорема 2.33. [3] Для довiльного простого графа G

I(G) \leq 
\Bigl\lfloor n
3

\Bigr\rfloor 
\cdot 
\biggl\lceil 
2n

3

\biggr\rceil 
\cdot 
\biggl( \biggl\lceil 

2n

3

\biggr\rceil 
 - 1

\biggr) 
.

Твердження 2.34. [14] Для довiльного графа G величина I(G) є пар-
ною.

Завдяки критерiю для псевдографiчних послiдовностей, що наданий у
попередньому роздiлi, маємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.35. Довiльний граф є iмбалансно-псевдографiчним.

2.2.3 Iмбалансно-графiчнi графи

Теорема 2.36. [14] Якщо T — це дерево, то T iмбалансно-графiчний.

Доведення. Нехай T є деревом на n \geq 1 вершинi. Припустимо спочатку, що
| V (T ) - L(T )| = 0. Тодi T \simeq K2 та MT = \{ 0\} , яка, очевидно, є графiчною.
Так само якщо | V (T )  - L(T )| = 1, то T \simeq K1,n - 1 та MT = \{ n  - 2[n  - 1]\} 
графiчна.

Далi доведення проводиться iндукцiєю за n. Якщо n = 1, то T \simeq K1

та MT = \emptyset є тривiально графiчною. Тепер нехай T - це дерево на n \geq 2
вершинах. Якщо | V (T )  - L(T )| \leq 1, то теорема доведена. Якщо | V (T )  - 
L(T )| \geq 2, то iснує така вершина v \in V (T ), яка сумiжна з d(v) - 1 листком
в T . Тобто iснує єдина вершина u \in V (T ), яка не є листком i сумiжна з v.

Тепер розглянемо дерево T \prime = T  - (NT (v)\cap L(T )). Легко переконатися,
що

MT = (MT \prime  - \{ dT (u) - 1\} ) \cup \{ | dT (u) - dT (v)| , dT (v) - 1[dT (v) - 1]\} .

За припущенням iндукцiї,MT \prime є графiчною. НехайH — її реалiзацiя. За-
фiксуємо вершину x \in V (H) iз dH(x) = imbT \prime (uv) = dT (u) - 1. Розглянемо
два випадки:

1. dT (u) \geq dT (v).

Додамо доH dT (v) - 1 нових вершин x1, . . . , xdT (v) - 1 з ребрами xixj для
1 \leq i, j \leq dT (v) - 1. Потiм зафiксуємо dT (v) - 1 сусiдiв y1, . . . , ydT (v) - 1 \in 
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NH(x) вершини x у H. Видалимо ребра вигляду xyi, 1 \leq i \leq dT (v) - 1
та додамо новi ребра xiyi для 1 \leq i \leq dT (v)  - 1. Отриманий граф є
реалiзацiєю MT .

2. dT (u) \leq dT (v) - 1.

НехайNH(x) = \{ x1, . . . , xdT (u) - 1\} . Видалимо ребра xxi, 1 \leq i \leq dT (u) - 
 - 1 з H. Пiсля цього додамо dT (v)  - 1 нових вершин y1, . . . , ydT (v) - 1

та новi ребра yiyj для 1 \leq i, j \leq dT (u)  - 1. Отриманий граф знову є
реалiзацiєю MT .

Твердження 2.37. [15] Для довiльної послiдовностi \{ n1, . . . , nk\} \subset \BbbN 
повний k-частковий граф Kn1,...,nk

є iмбалансно-графiчним.

Твердження 2.38. [14] S(G) є iмбалансно-графiчним для довiльного
простого графа G.

Здобутi результати стосувалися також повних розширень графiв.

Теорема 2.39. [15] НехайG— iмбалансно-графiчний граф та a : V (G)\rightarrow \BbbZ +

— функцiя iз a(v) \geq d(v), v \in V (G). Тодi G(a) є iмбалансно-графiчним.

Окрiм теореми 2.39, в [15] було також припущено, що цей результат
можна узагальнити для довiльних графiв G та функцiй a iз a(v) > d(v), v \in 
V (G). Це припущення рiвносильне гiпотезi 2.40.

Гiпотеза 2.40. [15] Для довiльного графа G мультимножина
MG \cup \{ 1[2| E(G)| ]\} є графiчною.

У [15] були дослiдженi бiнарнi операцiї на графах, якi з двох iмбалансно-
графiчних графiв дозволяють побудувати iнший такий граф. Деякi з отри-
маних там результатiв наведенi нижче.

Наслiдок 2.41. [15] Нехай G1, G2 — iмбалансно-графiчнi графи. Тодi
G1 \cup G2, G1\square G2, G1 \circ G2 також є iмбалансно-графiчними.

Твердження 2.42. [15] Нехай G1 та G2 — iмбалансно-графiчнi графи,
u \in V (G1), v \in V (G2) є локальними максимумами вiдносно dG1

(\cdot ) i dG2
(\cdot )

вiдповiдно. Тодi G1 \sim (u,v) G2 також є iмбалансно-графiчним.
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2.2.4 Iмбалансно-графiчнi гiпотези

Окрiм результатiв, що були згаданi в попереднiх роздiлах, в [14, 15] була
сформульована низка гiпотез щодо достатнiх умов, за яких деякий граф
має графiчну послiдовнiсть iмбалансiв. Перед тим, як розглянути їх, сфор-
мулюємо твердження 2.43.

Твердження 2.43. [14] НехайM — скiнченна послiдовнiсть невiд’ємних
чисел, сума яких є парною. Тодi iснує такий графG, щоMG\setminus M = \{ 0, . . . , 0\} .

У зв’язку з твердженням 2.43 була сформульована така гiпотеза.

Гiпотеза 2.44. [14] Нехай G — простий граф iз imb(e) \geq 1 для довiль-
ного ребра e. Тодi G є iмбалансно-графiчним.

Зауваження 2.45. [14] Ця гiпотеза була перевiрена для графiв iз | V (G)| \leq 
9.

Також зауважимо, що графи, якi не мають ребер з нульовим iмбалан-
сом, очевидно, є iмбалансно-мультиграфiчними, що робить гiпотезу 2.44
природною. Для цього достатньо переконатися, що

I(G) =
\sum 

m\in MG

m \geq maxMG + | E(G)|  - 1 \geq 2maxMG.

Друга гiпотеза, запропонована в [14], пов’язана з твердженням 2.46.

Твердження 2.46. [14] Множина величинm(G) = I(G)
| E(G)| для всiх графiв

G, що не є iмбалансно-графiчними, є щiльною в [0, 2].

Тому в [14] була запропонована гiпотеза 2.47.

Гiпотеза 2.47. Нехай G — граф iз I(G) \geq 2| E(G)| . Тодi G є iмбалансно-
графiчним.
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3 Основнi результати

3.1 Загальнi спостереження

Нижче наведенi статистичнi данi щодо зв’язних iмбалансно-неграфiчних
графiв вiдносно всiх зв’язних графiв на n вершинах.

n Зв’язних графiв на n Iмбалансно-неграфiчнi Вiдношення (%)

1 1 0 0
2 2 0 0
3 2 0 0
4 6 0 0
5 21 0 0

6 112 3 2.67
7 853 6 0.703
8 11117 33 0.29
9 261080 131 0.05
10 11716571 720 0.00614
11 1006700565 6918 0.00068

Табл. 1: Кiлькiсть зв’язних графiв на n вершинах, що не є iмбалансно-
графiчними.

Зауваження 3.1. Усi графи з \leq 5 вершинами є iмбалансно-графiчними.

Найменший за кiлькiстю ребер iмбалансно-неграфiчний граф на 6 вер-
шинах зображений на рис. 5.

Рис. 5: Найменший iмбалансно-неграфiчний граф

Колекцiя всiх iмбалансно-неграфiчних графiв на 6 та 7 вершинах надана
в додатку А.
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3.2 Iмбалансно-графiчнi графи блокiв

Нижче наведене стислiше доведення теореми 2.36.

Теорема 3.2. [18] Нехай T є деревом. Тодi T є iмбалансно-графiчним.

Доведення. Нехай T є деревом на n \geq 1 вершинi. Доведення проводитиме-
ться iндукцiєю за n. Якщо n \leq 5, то T є iмбалансно-графiчним. Припустимо
тепер, що n \geq 6.

Якщо T є зiркою, то MT = \{ (n - 2)[n - 1]\} є графiчною. Надалi вважа-
тимемо, що T не є зiркою. Тодi в T iснують двi сумiжнi внутрiшнi вершини
u та v.

. . .
u v

. . .

Рис. 6: Дерево T , де u, v — сумiжнi внутрiшнi вершини.

Видалимо ребро uv з G та додамо двi вершини a1, a2 з ребрами ua1, va2.
Отриманий граф є лiсом, кожна з компонент зв’язностi якого є iмбалансно-
графiчною за припущенням iндукцiї. Через H позначимо об’єднання їхнiх
реалiзацiй. Нехай NH(ua1) = \{ x1, . . . , xk\} , NH(va2) = \{ y1, . . . , ym\} .

. . .
u a1 a2 v

. . .

Рис. 7: Лiс, отриманий видаленням ребра uv та додаванням вершин a1, a2.

Тепер видалимо з H вершини ua1, va2 та додамо вершину uv. Не втра-
чаючи загальностi, вважаємо, що k \geq m. Спочатку додамо ребра вигляду
\{ xi, yi\} для всiх i \in 1,m. Далi, додамо ребра \{ uv, xj\} , j \in m+ 1,k. Отрима-
ний граф — реалiзацiя MT .

Пiдхiд, використаний у доведеннi теореми 3.2, узагальнюється у твер-
дженнi 3.11.

Оскiльки кожне дерево є графом блокiв, виникає питання, чи кожен
граф блокiв є iмбалансно-графiчним. Попри те, що це питання досi залиша-
ється вiдкритим, iснує низка результатiв, якi пiдтримують це припущення.
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Твердження 3.3. [18] Кожен граф блокiв є iмбалансно-мультиграфiчним.

Доведення. Нехай G — граф блокiв iз | V (G)| = n. Доведення проводити-
меться iндукцiєю за n.

Якщо n \leq 5, то G — iмбалансно-графiчний. Припустимо тепер, що n \geq 
6. Якщо G не має листкових блокiв, то вiн є iзоморфним повному графу,
який iмба-
лансно-графiчний. Припустимо тепер, щоG має хоча б один листковий блок
B. Оберемо симплiцiальну вершину v \in B та видалимо її з графа G. За
припущенням iндукцiї, отриманий граф G\prime є iмбалансно-мультиграфiчним,
нехай H — це реалiзацiя його послiдовностi iмбалансiв.

Розглянемо тепер початковий граф та побудуємо реалiзацiю MG з H.
Спочатку додамо до H ребро av, де a — це єдина точка з’єднання в B.
Очевидно, що \forall e \in E(G[B]) = imbG(e) = imbG\prime (e). Розглянемо тепер ребра
вигляду aw, w \in NG\prime (a). Iснують два випадки:

1. imbG(aw) = imbG\prime (aw) + 1

У цьому випадку достатньо додати до H ребро \{ aw, av\} .

2. imbG(aw) = imbG\prime (aw) - 1

Оскiльки iмбаланс ребра aw зменшився на 1, то iснує вершина u \in 
V (H) : \{ u, aw\} \in E(H). Видалимо ребро \{ u, aw\} з H та додамо ребра
\{ u, av\} .

Виконавши цi дiї для всiх сусiдiв вершини a, матимемо мультиграф,
послiдовнiсть степенiв якого збiгається з MG.

У теоремах 3.4, 3.7, 3.8 доведено, що графи блокiв з вiдомою структурою
графа, породженого його точками з’єднання, є iмбалансно-графiчними, що
посилює результат твердження 3.3.

Теорема 3.4. [18] Граф блокiв, усi точки з’єднання якого належать одно-
му блоку, є iмбалансно-графiчним.

Доведення. Нехай G — граф блокiв, точки з’єднання якого належать одно-
му блоку. Якщо G не мiстить точок з’єднання, то вiн є повним графом,
який є iмбалансно-графiчним. Припустимо, що G мiстить висячi блоки.

Застосуймо iндукцiю за n — кiлькiстю вершин G. Як вже було зазначе-
но, якщо n \leq 5, то G — iмбалансно-графiчний.
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Нехай тепер n \geq 6, B — блок, що мiстить усi точки з’єднання G.
B1, B2, . . . , Bl - висячi блоки G. Покладемо m := max d(v)

v\in B
.

Для кожної вершини vi \in B iз d(vi) = m оберемо iншу довiльну вершину
ui з висячого блоку Bi, який мiстить vi (принаймнi один такий блок iснує).
Позначимо через k кiлькiсть таких ui.
Розглянемо граф G\prime , отриманий видаленням усiх таких вершин ui, нехай
H \prime — реалiзацiя MG\prime . Зрозумiло, що \forall i \in 1, k, e \in E(G[Bi] - u) : imbG(e) =
= imbG\prime (e). Також розглянемо e \in G\prime , e = \{ vi, w\} : w \in N(vi) \setminus Bi, для
кожного i \in 1, k. Отримуємо:

imbG(e) =

\Biggl\{ 
imbG\prime (e), якщо d(w) = m;

imbG\prime (e) + 1, якщо d(w) < m.

Побудуємо H — реалiзацiю MG, додамо до графа H \prime k вершин вигляду
\{ vi, ui\} , i \in 1, k та ребра таким чином:
1) \{ \{ ui, vi\} , \{ ui, w\} \} \in E(H), якщо w /\in Bi та d(w) < m;
2) \{ \{ ui, vi\} , \{ uj, vj\} \} , де i, j \in 1, k, i \not = j.

Додавши до H
k\sum 

n=1
(| Bi|  - 2) iзольованих вершин, маємо реалiзацiю MG.

Зауваження 3.5. Коли G мiстить лише одну точку з’єднання, його ре-
алiзацiю можна отримати з реберного графа шляхом видалення ребер мiж
ребрами одного блоку.

Приклад 3.6. Розгляньмо приклад побудови такої реалiзацiї.

12 3

4 5
Граф блокiв G

1213

14

15

45

Реберний граф G

1213

14

15

45

Реалiзацiя G

Рис. 8: Побудова реалiзацiї графа блокiв з однiєю
точкою з’єднання за допомогою його реберного графа
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Теорема 3.7. [18] Граф блокiв, граф точок з’єднання якого породжує
зiрку, є iмбалансно-графiчним.

Доведення. Нехай G — граф блокiв, граф точок з’єднання якого утворює
зiрку, де a— точка з’єднання, яка є центром цiєї зiрки, a1, . . . , ak — її листки.
Застосуємо iндукцiю за кiлькiстю вершин n = | V (G)| . Якщо n \leq 5, то G є
iмбалансно-графiчним.

Надалi вважатимемо, що n \geq 6. Припустимо спочатку, що iснує така
вершина ai, що d(ai) > d(a). Тодi видалимо довiльну вершину u з вися-
чого блока B, що мiстить ai. За припущенням iндукцiї, отриманий граф є
iмбалансно-графiчним. Додамо до його реалiзацiї вершину aiu та з’єднаємо
її з усiма вершинами вигляду aib, b \in NG(ai) \setminus B. Отриманий граф є шука-
ною реалiзацiєю.

Розглянемо iнший випадок, коли степiнь вершини a бiльший за степенi
точок з’єднання a1, . . . , ak. Iснують два варiанти.

1. \exists i : NG(ai) \cap NG(a) = \emptyset ;
У цьому разi видалимо ребро aai та додамо два висячi ребра вигляду
ab1 та aib2. Отриманий граф складається з двох компонент зв’язностi,
одна з яких є графом блокiв, що має одну точку з’єднання, а iнший
— графом блокiв, граф точок з’єднання якого утворює зiрку. Нехай
H — об’єднання реалiзацiя цих компонент зв’язностi.

ПокладемоNH(aib2) = \{ u1, . . . , um\} , NH(ab1) = \{ v1, . . . , vk\} . По-перше,
видалимо вершини ab1 та aib2 з H, пiсля чого додамо ребра uivi, i \in 
1,m. По-друге, додамо вершину aai та ребра вигляду \{ aai, vi\} , i \in 
m+ 1, k. Знову маємо шукану реалiзацiю.

2. \forall i : NG(ai) \cap NG(a) \not = \emptyset ;
Оберемо довiльну точку з’єднання ai та вершину v \in NG(a)\cap NG(ai).
Видалимо цю вершину, пiсля чого матимемо iмбалансно-графiчний
граф, нехай H — його реалiзацiя.

Додамо доH вершини vw,w \in NG(v) та ребра вигляду \{ vai, aiw\} , w \in 
N(ai) \setminus N [a], а також ребра \{ va, aw\} , w \in N(a) \setminus N [ai]. Побудований
граф є реалiзацiєю MG.

Теорема 3.8. [18] Граф блокiв, граф точок з’єднання якого утворює
ланцюг, є iмбалансно-графiчним.
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Доведення. Нехай G — граф блокiв на n вершинах, граф точок з’єднання
якого утворює ланцюг. Використаймо iндукцiю за n. Якщо n \leq 5, то G є
iмбалансно-графiчним, тому база iндукцiї виконується.

Припустимо тепер, що твердження доведене для усiх графiв iз \leq n вер-
шинами. Нехай a1 . . . , ak - точки з’єднання G, причому aiaj \in E(G) \Leftarrow \Rightarrow 
\Leftarrow \Rightarrow | i  - j| = 1. Якщо k \leq 2, то множина точок з’єднання G породжує
повний граф i, за твердженням 3.4, G є iмбалансно-графiчним. Надалi вва-
жатимемо, що k \geq 3.

Позначимо через B блок, що мiстить вершини a1 та a2, нехай також
C1 = NG(a1) \setminus B,C2 = (NG(a2) \setminus B) \setminus \{ a3\} . Оскiльки a1 є точкою з’єднання,
то C1 \not = \emptyset . Тодi зафiксуємо деяку вершину w \in C1.

Якщо B = \{ a1, a2\} , то твердження доводиться подiбно до теореми 3.2.
Нехай тодi B мiстить деяку симплецiальну вершину u, тодi ua1, ua2 \in E(G).

За припущенням iндукцiї, граф G - u є iмбалансно-графiчним графом,
нехай H — це його реалiзацiя. Очевидно, що \forall e = a1c, c \in C1 : imbG(e) =
= imbG - u(e) + 1.

Крiм цього, \forall e = a2c, c \in C2 : imbG(e) = imbG - u(e)+1. Також маємо, що
imbG(a1u) = | C1| , imbG(a2u) = | C2| +1. Додамо доH вершини vu, v \in NG(u)
та розглянемо два випадки:

1. dG(a2) > dG(a3)

У цьому випадку imbG(a2a3) = imbG - u(a2a3) + 1. Додавши до H ре-
бра вигляду \{ a1u, a1c\} , де c \in C1, \{ a2u, a2c\} , де c \in C2, та ребро
\{ a2u, a2a3\} , маємо реалiзацiю MG.

2. dG(a2) \leq dG(a3)

Оскiльки dG(a2) \leq dG(a3), то imbG(a2a3) = imbG - u(a2a3)  - 1. Споча-
тку додамо до H ребра \{ a1u, a1c\} , c \in C1, c \not = w. Далi, додамо ребра
\{ a2u, a2c\} , c \in C2.

Враховуючи, що dG - u(a2) < dG - u(a3), можемо розглянути вершину
e \in NH(a2a3). Далi, видалимо з H ребро \{ a2a3, e\} . Якщо e = a2c
для деякого c \in C2, то достатньо додати ребра \{ a1u, e\} , \{ a2u, a1w\} . В
iншому випадку додамо ребра \{ a1u, a1w\} та \{ a2u, e\} . В обох випадках
отриманий граф є реалiзацiєю MG.
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Усi отриманi вище результати наводять до такої гiпотези:

Гiпотеза 3.9. Усi графи блокiв є iмбалансно-графiчними.

Зауваження 3.10. За допомогою комп’ютерного перебору гiпотеза 3.9
перевiрена для графiв з \leq 13 вершинами.

3.3 Операцiї на графах, що зберiгають графiчнiсть MG

Твердження 3.11. Нехай G1, G2 — iмбалансно-графiчнi графи, де wx \in 
E(G1), yz \in E(G2), d(w) \geq d(x) та d(y) \geq d(z), причому (d(w)  - d(y)) \cdot 
(d(z) - d(x)) \geq 0 (d(y), d(z) \in [d(x), d(w)] або навпаки). Тодi граф, отрима-
ний 2-перемиканням вершин w, x, y, z в графi G1\cup G2, також є iмбалансно-
графiчним.

Доведення. Позначимо через H1 реалiзацiю мультимножини iмбалансiв G1,
через H2 — реалiзацiю G2. Нехай також F = G1 \cup G2, A = NH1

(wx) =
\{ a1, . . . , an\} , B = NH2

(yz) = \{ b1, . . . , bm\} . Очевидно, що F — iмбалансно-
графiчний, оскiльки P = H1 \cup H2 є його реалiзацiєю.

Виконаємо тепер 2-перемикання на вершинах w, x, y, z. Не втрачаючи
загальностi, вважатимемо, що imbF (wx) \leq imbF (yz).

Спочатку додамо до P ребра вигляду aibi, i \in 1, n. Оскiльки (d(w)  - 
d(y)) \cdot (d(z)  - d(x)) \geq 0, то | B  - A| = | imbG2

(yz)  - imbG1
(wx)| = | (d(y)  - 

d(w))+(d(x) - d(z))| = | d(y) - d(w)| + | d(x) - d(z)| = imbF (wy)+ imbF (xz).
Додамо до P двi вершини wy, xz та ребра вигляду

1. \{ bi, wy\} , i \in n+ 1, n+ | w  - y| ;

2. \{ bi, xz\} , i \in n+ | w  - y| + 1,m.

Побудований граф є реалiзацiєю графа, отриманого з F 2-перемиканням
вершин w, x, y, z.

Наслiдок 3.12. Нехай G1, G2 — iмбалансно-графiчнi графи та x1 \in 
V (G1), x2 \in V (G2), d(x1) = d(x2). Тодi граф, отриманий 2-перемиканням
вершин x1, y1, x2, y2, де y1 \in N(x1), y2 \in N(x2), є iмбалансно-графiчним.

Наслiдок 3.13. Нехай G1, G2 — iмбалансно-графiчнi графи та e1 =
= \{ x,l1\} \in E(G1), e2 = \{ y,l2\} \in E(G2) — висячi ребра з листками l1, l2.
Тодi граф H, отриманий видаленням вершин l1, l2 з об’єднання G1\cup G2 та
додавання ребра xy, є iмбалансно-графiчним.
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Окремим питанням, що постає пiд час вивчення бiнарних операцiй на
графах у контекстi iмбалансно-графiчних графiв, є те, чи завжди сума двох
деяких графiв є iмбалансно-графiчною. Спершу може скластися враження,
що, наприклад, сума двох iмбалансно-графiчних графiв завжди є такою ж.
Виявляється, що це не так. Контрприкладом до такого припущення можуть
слугувати графи G1 = Km \cup K1, G2 = K2, сума яких не є iмбалансно-
графiчною, коли m \geq 3. На рис. 9 зображено G1 +G2 для m = 4.

Рис. 9: Приклад суми графiв, що не є iмбалансно-графiчною.

Теорема 3.14. Нехай G — простий граф iз | V (G)| = n. Тодi G+Km є
iмбалансно-графiчним для m \geq n - 1.

Доведення. Нескладно переконатися, що для G iз \Delta (G) \leq 1 твердження
виконується. Припустимо, що \Delta (G) \geq 2.

Нехай \{ a1, a2, . . . , am\} = V (G+Km)\setminus V (G). Упорядкуємо множину ребер
E(G+Km) за спаданням їхнiх iмбалансiв, матимемо послiдовнiсть E1 =
= \{ e1, e2, . . . , e| E(G)| +mn\} . Оскiлькиm \geq n - 1, то iмбаланси першихm ребер
з E1 будуть рiвнi (m+\Delta (G) - n).

Для доведення скористаємось критерiєм Ердеша-Галаї. Необхiдно пере-
вiрити, що для усiх 1 \leq k \leq | E1| виконується:

k\sum 
i=1

imb(ei) \leq k(k  - 1) +

mn+| E(G)| \sum 
i=k+1

min\{ k, imb(ei)\} .

Спочатку покажемо, що нерiвнiсть виконується для k \leq m. Маємо таке:

k\sum 
i=1

imb(ei) = (m+\Delta (G) - n)k \leq k(k  - 1) +

mn+| E(G)| \sum 
i=k+1

min\{ k, imb(ei)\} .
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Зауважимо, що першi (m - k) елементи суми
\sum mn+| E(G)| 

i=k+1 imb(ei) також рiвнi
(m+\Delta (G) - n). Розглянемо два випадки:

1. k > (m+\Delta (G) - n).

Достатньо довести, що

(m+\Delta (G) - n)k \leq k(k  - 1) + (m - k)(m+\Delta (G) - n).

Враховуючи, що (\Delta (G) - n) \leq  - 1, достатньо показати:

(m - 1)(2k  - m) \leq k(k  - 1).

Пiсля нескладних перетворень маємо  - (m  - k)2 + (m  - k) \leq 0, що
доводить бажане.

2. k \leq (m+\Delta (G) - n).

Покажемо, що

(m - 1)k \leq k(k  - 1) + (m - k)k +

mn+| E(G)| \sum 
i=m+1

imb(ei).

Пiсля низки перетворень маємо рiвносильну нерiвнiсть:

0 \leq 
mn+| E(G)| \sum 
i=m+1

imb(ei),

яка виконується.

Очевидно, що для k > m нерiвнiсть також виконується. Дiйсно,

k\sum 
i=1

imb(ei) \leq k(m+\Delta (G) - n) \leq k(m - 1) \leq k(k  - 1).

Отже, за критерiєм Ердеша-Галаї, G+Km є iмбалансно-графiчним.
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3.4 Iншi результати

Твердження 3.15. Антирегулярнi графи є iмбалансно-графiчними.

Доведення. Доведення проводитиметься iндукцiєю за n — кiлькiстю вер-
шин, n \geq 2. База iндукцiї, очевидно, виконується, бо K2 та K2 є єдиними
антирегулярними графами на 2-х вершинах.

Вiдомо, що для довiльного натурального n iснують лише два антирегу-
лярнi графи Hn та Hn на n вершинах (n \geq 2). Щоб отримати антирегулярнi
графи на n+1 вершинi, достатньо до графа Hn додати одну вершину, тобто
Hn+1 = Hn +K1, Hn+1 = Hn \cup K1 [6].

Очевидно, що для всiх iмбалансно-графiчних графiвG графиG+K1, G\cup 
K1 є такими.

Отже, всi антирегулярнi графи є iмбалансно-графiчними.

Теорема 3.16. Унiциклiчнi графи є iмбалансно-графiчними.

Доведення. Нехай G — унiциклiчний граф на n вершинах. Якщо G \simeq Cn,
то MG = \{ 0[n]\} є графiчною.

Тепер припустимо, що в G iснує мiст мiж двома внутрiшнiми вершина-
ми. Тодi G також є iмбалансно-графiчним.

Надалi вважатимемо, що G \not \simeq Cn та що всi мости в G сполучають лис-
ткову вершину з вершиною, що належить циклу.

Доведення проводитиметься iндукцiєю за n. Якщо n < 6, то твердження
виконується.

Нехай A = \{ a1, a2, . . . , ak\} , A \subset V (G) максимальна пiдмножина вершин,
що породжує зв’язний пiдграф у G, такий, що \forall a \in A : dG(a) = \Delta (G).

Очевидно, що кожен елемент A належить циклу в G. Тепер зафiксуємо
функцiю f : A \rightarrow V (G), яка кожному елементу a \in A ставитиме у вiдпо-
вiднiсть листокову вершину з NG(a), тобто f(a) \in NG(a) та d(f(a)) = 1.

Розглянемо граф H, отриманий видаленням вершин f(A). За припу-
щенням iндукцiї, H є iмбалансно-графiчним, нехай F — його вiдповiдна
реалiзацiя iз
V (F ) = E(H).
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Рис. 10: Iлюстрацiя доведення 3.16.

Зрозумiло, що для кожних a \in A, v \in NH(a)\setminus A справедливо imbG(av) =
= imbH(av) + 1. Крiм цього, \forall a \in A, a\prime \in NH(a) \cap A має мiсце imbH(aa

\prime ) =
imbG(aa

\prime ).
Додамо до F вершини вигляду aif(ai), i \in 1, | A| , а також ребра \{ aif(ai), aiv\} ,

i \in 1, | A| , v \in NH(a)\setminus A. Далi, додамо ребра вигляду \{ aif(ai), ajf(aj)\} , aiaj \in 
E(G). Отриманий граф є реалiзацiєю MG.

Твердження 3.17. Для будь-якого натурального n \geq 9 iснує граф G
на n вершинах, що не є iмбалансно-графiчним, такий, що I(G) \geq 2| E(G)| .

Доведення. Розглянемо зображений на рис. 11 граф G та доведемо, що вiн
не є iмбалансно-графiчним, проте задовольняє умову гiпотези 2.47.

. . .0
0

0

0

0

k  - 1

k  - 
1

k
+
1

k
+
1

k
+
1

k
+
1

k \geq 4

Рис. 11: Контрприклад до гiпотези 2.47.
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Бачимо, щоMG = \{ 0[5], k - 1[2], k+1[k]\} , яка, очевидно, не є графiчною.
Дiйсно, припустимо супротивне, нехай H — реалiзацiя MG. Очевидно, що
усi k вершин степеня k + 1 мусять бути сумiжними з усiма iншими неiзо-
льованими вершинами з H, оскiльки H мiстить k+2 неiзольованi вершини.
ПротеMG мiстить елементи меншi за (k+1), тому \delta (H) \geq k, що неможливо.

Покажемо тепер, що I(G) \geq 2| E(G)| . З одного боку, I(G) = 2(k  - 1) +
+ k(k + 1) = k2 + 3k  - 2. З iншого боку, 2| E(G)| = 2k + 14. Таким чином,
необхiдно розв’язати нерiвнiсть:

k2 + 3k  - 2 \geq 2k + 14
k\in \BbbN \Leftarrow \Rightarrow k \geq 4

Отже, для усiх натуральних k \geq 4 виконується I(G) \geq 2| E(G)| , що
доводить сформульоване твердження.

Зауваження 3.18. Граф, зображений на рис. 11, iз k = 4 є найменшим
за кiлькiстю вершин контрприкладом до гiпотези 2.47.
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4 Вiдкритi питання

У теоремах 3.2 та 3.16 було показано, що дерева та унiциклiчнi графи є
iмбалансно-графiчними. Природним чином виникає питання, чи можна уза-
гальнити цi результати, наприклад, на бiциклiчнi графи.

На рис. 4 був наведений приклад бiциклiчного графа, що не є iмбалансно-
графiчним. Однак наразi цей граф є єдиним вiдомим бiциклiчним графом,
що не є iмбалансно-графiчним.

Гiпотеза 4.1. Граф, зображений на рис. 4, — це єдиний бiциклiчний
граф, що не є iмбалансно-графiчним.

Зауваження 4.2. Гiпотеза 4.1 була перевiрена для усiх графiв з \leq 21
вершинами.

Означення 4.3. [5] Граф G називається сильно iррегулярним, якщо для
кожної вершини a степенi її сусiдiв є рiзними.

Гiпотеза 4.4. Сильно iррегулярнi графи є iмбалансно-графiчними.

Зауваження 4.5. Гiпотеза 4.4 справджується для графiв iз \leq 15 вер-
шинами.

Гiпотеза 4.6. Завжди принаймнi один з графiв G та G є iмбалансно-
графiчним.

Зауваження 4.7. Гiпотеза 4.6 виконується для графiв iз \leq 11 верши-
нами.

Гiпотеза 4.8. Самодоповняльнi графи iмбалансно-графiчнi.

Зауваження 4.9. Гiпотеза 4.8 справедлива для графiв iз \leq 17 верши-
нами.

Нескладно помiтити, що з гiпотези 4.6 випливає гiпотеза 4.8.
Окрiм зазначених вище питань, нерозв’язаними залишаються деякi пи-

тання, згаданi в [14, 15].

Зауваження 4.10. Гiпотеза 2.44 має мiсце для графiв iз \leq 12 вершина-
ми, гiпотеза 2.40 — для графiв iз \leq 11 вершинами.

Також припускається, що iснує деяке узагальнення гiпотези 2.47.

Гiпотеза 4.11. Iснує унiверсальна константа k (або функцiя k(n)), та-
ка, що I(G) \geq k \cdot | E(G)| \Rightarrow G — iмбалансно-графiчний.

Зауваження 4.12. Якщо така унiверсальна константа k iснує, то k \geq 5.
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5 Програмна складова

Переважна бiльшiсть вiдкритих питань, що виникала пiд час дослiдження,
перевiрялася за допомогою комп’ютера. Приклад однiєї з таких програм
наданий нижче. Окрiм власних програм, також використовувалися коле-
кцiя графiв Combinatorial Data [20] та бiблiотека Nauty Traces [21, 17], за
допомогою якої генерувалися графи для перевiрки.

Розгляньмо приклад програми, що використовувалась для перевiрки гi-
потези 2.44. На вхiд подається шлях до файлу, який мiстить графи для
перевiрки в форматi g6 (альтернативно можна зчитувати графи з потоку).
Клас Main поступово зчитує вказанi графи та розподiляє їх мiж потоками
для обробки. Пiсля обробки всiх графiв програма виводить кiлькiсть обро-
блених графiв та час, що пройшов вiд початку роботи.

import java.io.BufferedReader;
import java.io.FileReader;
import java.io.IOException;
import java.util.concurrent.BlockingQueue;
import java.util.concurrent.LinkedBlockingQueue;

public class Main {

public static final int THRESHOLD = 300000;
public static final int READ_AMOUNT = 500000;
public static final int THREADS_AMOUNT = 11;
private BufferedReader in;
private final Worker[] workers = new Worker[THREADS_AMOUNT];
private final BlockingQueue<String> queue = new

LinkedBlockingQueue<>();

public static boolean hasGraphsToRead = true;

public void run(String filename) throws IOException {
long startTime = System.currentTimeMillis();
in = new BufferedReader(new FileReader(filename));
for (long i = 0; i < 2*READ_AMOUNT*THREADS_AMOUNT; i++) {

String s = in.readLine();
if (s == null || s.isEmpty()) {

hasGraphsToRead = false;
break;

}
queue.add(s);

}
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for(int i = 0; i < THREADS_AMOUNT; i++) {
Worker worker = new Worker(queue);
workers[i] = worker;
worker.start();

}

while (hasGraphsToRead) {
if (queue.size() < THRESHOLD)
addNewGraphs();

}
while (!queue.isEmpty());

in.close();
long counter = 0;
for(int i = 0; i < THREADS_AMOUNT; i++)
counter += workers[i].counter;
// Report graphs amount
System.out.println("Graphs processed: " + counter);
// Report elapsed time
long totalTime = System.currentTimeMillis() - startTime;
System.out.println("Time elapsed: " +
(totalTime / 60000) + " minutes, " + ((double) (totalTime %

60000) / 1000) + " seconds");
}

private void addNewGraphs() throws IOException {
for (int i = 0; i < READ_AMOUNT; i++) {

String s = in.readLine();
if (s == null) {

hasGraphsToRead = false;
return;

}
queue.add(s);

}
}

public static void main(String[] args) throws IOException,
NumberFormatException {
new Main().run(args[0]);

}
}

Лiстинг 1: Клас Main

Клас Worker успадковується вiд класу Thread, тобто може бути запущений
у паралельному потоцi. Головним завданням цього класу є перевiрка гiпо-
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тези на отриманих графах. У тiлi методу run() вiдбувається декодування
графiв та обрахунок послiдовностi їхнiх iмбалансiв. Якщо жоден з iмбалан-
сiв певного графа не рiвний 0, виконується метод graphExists(), що пере-
вiряє, чи є ця послiдовнiсть графiчною за допомогою алгоритма Хавела-
Хакiмi[13, 11].

import java.io.IOException;
import java.util.*;
import java.util.concurrent.BlockingQueue;
import java.util.concurrent.atomic.AtomicLong;

import static java.lang.Math.abs;
public class Worker extends Thread {

private final static int QUEUE_SIZE = Main.READ_AMOUNT;

private final BlockingQueue<String> blockingQueue;
private final Queue<String> privateQueue = new LinkedList<>();
long counter;
private static final AtomicLong interestingCount = new

AtomicLong();

public Worker(final BlockingQueue<String> queue) {
this.blockingQueue = queue;

}

private static boolean graphExists(ArrayList<Integer> a) {
while (true) {

a.sort(Collections.reverseOrder());
int v = a.get(0);
if (v == 0)
return true;
a.remove(0);
if (v > a.size())
return false;
for (int i = 0; i < v; i++) {

int currentValue = a.get(i);
a.set(i, currentValue - 1);
if (currentValue < 1)
return false;

}
}

}

void printCounterexample(Integer[] edgeImbalances, Graph g) {
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int m = edgeImbalances.length;
try {

Arrays.sort(edgeImbalances);
StringBuilder s = new StringBuilder(2 * m + 20);
int occurrences = 1;
int current = edgeImbalances[0];
int previous;
for (int i = 1; i < m; i++) {

previous = current;
current = edgeImbalances[i];
if (current == previous)
occurrences++;
else {

s.append(’[’).append(occurrences).append("]
").append(previous).append(", ");

occurrences = 1;
}

}
s.append(’[’).append(occurrences).append("]

").append(current);
long value = interestingCount.incrementAndGet();
g.saveDotFormat("D:/ConjectureCounterexample/" + g.n() +

"/" + value + ".dot", s.toString());
} catch (IOException e) {

e.printStackTrace();
}

}

@Override
public void run() {

while (Main.hasGraphsToRead || !privateQueue.isEmpty() ||
!blockingQueue.isEmpty()) {
if (privateQueue.isEmpty()) {

blockingQueue.drainTo(privateQueue, QUEUE_SIZE);
}
String s = privateQueue.poll();
if (s == null) {

if (Main.hasGraphsToRead)
continue;
else
break;

}
Graph g = new Graph(s);
counter++;

if (g.m() == 0)
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continue;
int m = 0;
int[][] matrix = g.Amatrix();
int[] degrees = g.degrees();

boolean interesting = true;
Integer[] edgeImbalances = new Integer[g.m()];
for (int i = 0; m < g.m() && interesting; i++) {

for (int j = i + 1; j < g.n(); j++) {
if (matrix[i][j] == 1) {

int imbalance = abs(degrees[i] - degrees[j]);
if (imbalance == 0) {

interesting = false;
break;

}
edgeImbalances[m++] = imbalance;

}
}

}
if (!interesting || graphExists(new

ArrayList<>(Arrays.asList(edgeImbalances))))
continue;
printCounterexample(edgeImbalances, g);

}
}

}

Лiстинг 2: Клас Worker

Клас Graph, розроблений Dragan Stevanovic, Mohammad Ghebleh, Ali Kanso,
є допомiжним i мiстить методи для декодування графiв, записаних у фор-
матi g6, їхньому записi в форматi dot, а також для збереження матрицi
сумiжностi та мультимножини степенiв вершин.

/**
* Graph.java
*
* This class creates adjacency matrix of a graph from its g6 code.
* Values of invariants values are obtained by calling appropriate

functions.
*
* @author Dragan Stevanovic, Mohammad Ghebleh, Ali Kanso
* @version April 2018
*/
import java.io.*;
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public class Graph
{

// Sequence of bits reconstructed from g6 code
private int[] bits;
private int n; // number of vertices (order)
private int m; // number of edges (size)
private int[] degree; // degree sequence
private int[][] A; // adjacency matrix

...

/**
* Constructor of a graph from g6 code
*/
public Graph(String s) {

n=s.charAt(0)-63; // number of vertices is obtained from
the first character of g6 code

int firsti=1;
if (s.charAt(0)>=126) {

n=s.charAt(1)*4096 + s.charAt(2)*64 + s.charAt(3);
firsti=4;

}

int bindex = 0; // transform g6 code characters into bit
sequence

bits = new int[6*s.length()];
for (int i=firsti; i<s.length(); i++) {

int k = s.charAt(i)-63;
for (int j=0; j<=5; j++) {

bits[bindex+5-j] = k%2;
k = k/2;

}
bindex += 6;

}
// initialize adjacency matrix, degree sequence and number of

edges
A = new int[n][n];
// indexing always starts at 0
degree = new int[n];
for (int i=0; i<n; i++)
degree[i] = 0;
m = 0;

bindex = 0;
// processes bit sequence to fill up adjacency matrix, degree
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sequence and number of edges
for (int j=1; j<n; j++)
for (int i=0; i<j; i++) {

A[i][j] = bits[bindex];
A[j][i] = bits[bindex];

degree[i] += bits[bindex];
degree[j] += bits[bindex];

m += bits[bindex];

bindex++;
}

}

...

/**
* Methods returning values of numbers of vertices, edges,

degrees and adjacency matrix
*/
public int n() {

return n;
}

public int m() {
return m;

}

public int[] degrees() {
return degree;

}

public int[][] Amatrix() {
return A;

}

...

/**
* Together with the graph, you can visualise additional data
* by placing them in a data string.
* This string is put as a label of a separate isolated vertex,
* and visualised by Graphviz in the same image next to the graph

itself.
*/
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public String printDotFormat(String data) {
StringBuffer buf = new StringBuffer("graph {\n");

for (int i=0; i<n; i++)
buf.append("" + i + " [shape=circle]\n");

for (int i=0; i<n; i++)
for (int j=i+1; j<n; j++)
if (A[i][j]==1)

buf.append("" + i + " -- " + j + "\n");

buf.append("data [shape=box, label=\"" + data + "\"]\n");
buf.append("}\n");

return buf.toString();
}

...

/**
* Writes the .dot format description of a graph to the file,
* together with additional data placed as a label of a separate

isolated vertex
*/
public void saveDotFormat(String filename, String data) throws

IOException {
PrintWriter outfile = new PrintWriter(new BufferedWriter(new

FileWriter(filename)));
outfile.println(printDotFormat(data));
outfile.close();

}
}

Лiстинг 3: Клас Graph

Для перевiрки iнших гiпотез достатньо вiдповiдно змiнити метод run() у
класi Worker.
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6 Висновки

У цiй роботi були розглянутi поняття iмбалансу ребра та iррегулярностi
графа, що є однiєю з можливих характеристик того, наскiльки деякий граф
G не є регулярним, та основнi вiдомi оцiнки цiєї величини. Основну увагу
було зосереджено на дослiдженнi так званих iмбалансно-графiчних графiв
— графiв, чиї iмбаланснi послiдовностi є графiчними.

На початку роботи були згаданi вже вiдомi результати щодо того, якi
класи графiв є iмбалансно-графiчними. Серед них такi графи, як: дерева,
графи пiдрозбиттiв, повнi k-частковi графи, декартовi та коронарнi добутки
iмбалансно-графiчних графiв, деякi повнi розширення графiв тощо.

Пiсля цього в роботi була надана статистика щодо кiлькостi зв’язних
iмбалансно-неграфiчних графiв серед усiх зв’язних графiв. Колекцiя таких
графiв на 6 та 7 вершинах надана в додатку А.

У наступнiй частинi цього роздiлу був розглянутий вiдомий надклас де-
рев — графи блокiв. У ньому було надано бiльш стисле доведення того,
що дерева є iмбалансно-графiчними графами. Також там було показано,
що кожен граф блокiв є iмбалансно-мультиграфiчним, а деякi типи гра-
фiв блокiв, якi мають конкретну структуру точок з’єднання, є iмбалансно-
графiчними. Цi результати були презентованi на 43rd Australiasian Combi-
natorics Conference [18].

Окрiм цього, у роботi були дослiдженi операцiї на графах, що дозволя-
ють отримати iмбалансно-графiчний граф з деяких iнших графiв. Зокре-
ма, було показано, що сума двох iмбалансно-графiчних графiв не завжди є
iмбалансно-графiчною, пiсля чого був наданий приклад достатньої умови,
за якої сума двох графiв є iмбалансно-графiчною. Також було з’ясовано, ко-
ли за допомогою 2-перемикання вершин можна отримати новий iмбалансно-
графiчний граф з двох iнших таких графiв.

Наприкiнцi роздiлу були розглянутi iншi класи iмбалансно-графiчних
графiв, як-от: антирегулярнi графи та унiциклiчнi графи. Потiм був нада-
ний контрприклад до другої гiпотези 2.47, що була сформульована в [15].

У наступному роздiлi був наданий перелiк вiдритих питань, що стосую-
ться теми, яка дослiджується. Кожна з гiпотез була перевiрена перебором
на комп’ютерi для графiв з невеликою кiлькiстю вершин.

Наприкiнцi роботи надано приклад загальної структури програмного
коду, за допомогою якого перевiрялися гiпотези пiд час дослiдження.
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Додаток А

Колекцiя iмбалансно-неграфiчних графiв

6 вершин

7 вершин
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