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Анотацiя

Дана квалiфiкацiйна робота присвячена темi "Розфарбування графiв". У ро-
ботi розглядаються основнi означення теорiї графiв, визначення, пов’язанi з
розфарбуванням графiв, та жадiбний алгоритм для розфарбування графiв.
Також наводяться доведення про хроматичне число та хроматичний iндекс
графiв, включаючи графи Qn, Kn та Kn,n. Дослiджується хроматичний полi-
ном, його властивостi та застосування. Приводяться приклади використання
хроматичного полiнома для рiзних задач. Робота надає загальне уявлення
про розфарбування графiв та його важливiсть у теорiї графiв, а також роз-
глядає алгоритми та концепцiї, що можуть бути використанi для вирiшення
задач розфарбування графiв.
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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Актуальнiсть даної роботи полягає в тому, що проблема розфарбування гра-
фiв є важливою темою у теорiї графiв та має широкi застосування в рiзних
галузях. Вивчення розфарбування графiв допомагає розширити розумiння
основних концепцiй графiв i розвинути алгоритмiчнi навички.

У данiй роботi особлива увага придiляється жадiбному алгоритму для
розфарбування графiв та важливим результатам, пов’язаним з хроматичним
числом та хроматичним iндексом графiв. Також розглядається реалiзацiя
жадiбного алгоритму з використанням мови програмування Python.

Крiм того, дана робота включає дослiдження хроматичного полiнома,
який є потужним iнструментом для вивчення властивостей розфарбування
графiв. Хроматичний полiном надає iнформацiю про кiлькiсть способiв роз-
фарбування графа в залежностi вiд кiлькостi кольорiв.

У цiй роботi розглядаються рекурентнi спiввiдношення для хроматичного
полiнома, а також теореми, що описують його властивостi. Використання хро-
матичного полiнома iлюструється на конкретних прикладах, таких як задача
про розклад для ПМ-4, злиття вершин, видалення ребра та комбiнування опе-
рацiй. Це дозволяє уявити, як хроматичний полiном може бути використаний
для розв’язання рiзних задач з розфарбування графiв.

Результати, отриманi в рамках дослiдження хроматичного полiнома, мо-
жуть мати практичне значення для розробки ефективних алгоритмiв розфар-
бування графiв та вирiшення важливих проблем у галузi комп’ютерних наук
i оптимiзацiї. Вивчення хроматичного полiнома розширює наше розумiння
теорiї графiв i сприяє розвитку нових методiв i пiдходiв до розфарбування
графiв.

Ця робота має значення, оскiльки допомагає поглибити розумiння основ-
них понять та методiв розфарбування графiв. Вона також надає практичнi за-
соби для впровадження цих методiв у програмнi проекти. Iнформацiя, отри-
мана в результатi дослiдження, може бути корисною для студентiв, виклада-
чiв та дослiдникiв, якi цiкавляться теорiєю графiв та її застосуваннями.
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1.2 Мета, завдання дослiдження

Метою даного дослiдження є детальне вивчення та аналiз теорiї розфарбува-
ння графiв. Головним завданням роботи є дослiдження рiзних аспектiв роз-
фарбування графiв, включаючи хроматичне число, хроматичний iндекс та
хроматичний полiном.

Конкретнi завдання дослiдження включають:

• Вивчення основних понять теорiї графiв, включаючи графи, вершини,
ребра, степiнь вершин та довiльнi розфарбування графiв.

• Дослiдження жадiбного алгоритму розфарбування графiв та його засто-
сування до рiзних типiв графiв.

• Доведення теорем про хроматичне число, хроматичний iндекс та хрома-
тичний полiном графiв.

• Розробка програмної реалiзацiї жадiбного алгоритму для розфарбування
графiв та проведення практичних експериментiв з реальними графами.

• Вивчення прикладiв використання хроматичного полiному для вирiшен-
ня рiзних задач з розфарбування графiв.

Дослiдження спрямоване на розширення нашого розумiння теорiї розфар-
бування графiв, виявлення нових методiв та пiдходiв до розфарбування гра-
фiв та розв’язання важливих проблем. Отриманi результати можуть мати
практичне значення для розробки ефективних алгоритмiв розфарбування
графiв та вирiшення задач у галузi комп’ютерних наук та оптимiзацiї.
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2 Введення означеннь

Введемо основнi та необхiднi для розумiння означення з теорiї графiв.
Нехай 𝑉 – непорожня скiнченна множина. Тодi множина 𝑉 (2) є сукупнiстю
всiх невпорядкованих пар елементiв з множини 𝑉 .

2.1 Основнi означення з теорiї графiв

Означення 1.1 Графом (неорiєнтовним) 𝐺 називають пару множин (𝑉,𝐸),
де 𝐸 - довiльна пiдмножина множини 𝑉 (2). Зазвичай, граф позначають на-
ступним чином: 𝐺 = (𝑉,𝐸).

Означення 1.2 Вершинами графа називають елементи множини 𝑉 , вiд-
повiдно 𝑉 називають множиною вершин.

Означення 1.3 Ребрами графа називають елементи множини 𝐸, i ана-
логiчно 𝐸 - множина ребер графа.

Означення 1.4 Тривiальним графом називається граф, який має лише
одну вершину.

Означення 1.5 Порожнiм графом називають той граф, який не має
ребер.

Означення 1.6 Вершини називають сумiжними у тому випадку, якщо
(𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸, де 𝐸 - множина ребер довiльного не тривiального та не поро-
жнього графа 𝐺 = (𝑉,𝐸). Iнакше вершини називають не сумiжними.

Означення 1.7 Якщо 𝑒 = (𝑣, 𝑤) - ребро графа, то 𝑣 i 𝑤 називаються
кiнцями ребра 𝑒.

Означення 1.8 Якщо 𝑒 = (𝑣, 𝑤) - ребро графа, то можемо сказати, що
ребро 𝑒 з’єднує кiнцi 𝑣 i 𝑤.

Означення 1.9 Вершину 𝑣 i ребро 𝑒 називають iнцидентними, якщо 𝑣 –
кiнець ребра 𝑒.

Означення 1.10 Сумiжнi ребра - тi, якi мають спiльну вершину.
Означення 2.1 Степенем 𝛿(𝑣) вершини 𝑣 називають кiлькiсть iнциден-

тних їй ребер.
Означення 2.2 Iзольована вершина - це та, яка має степiнь 0.
Означення 2.3 Кiнцева(або висяча) вершина - це та, яка має степiнь 1.
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Означення 3.1 Маршрутом (або шляхом) у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) називають
послiдовнiсть 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, ..., 𝑒𝑘, 𝑣𝑘+1 вершин 𝑣𝑖 та ребер 𝑒𝑖 таку, що кожнi
два сусiднi ребра в нiй мають спiльну вершину, отже, 𝑒𝑖 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1), де 𝑖 =

(1, 2, ..., 𝑘).
Означення 3.2 Ланцюгом називається маршрут, в якому всi ребра по-

парно рiзнi.
Означення 3.3 Простим ланцюгом називається маршрут, в якому всi

вершини попарно рiзнi.

2.2 Основнi означення з теми розфарбування графiв

Нехай 𝐺 = (𝑉,𝐸) - довiльний граф, а 𝑁𝑘 = 1, 2, ..., 𝑘.
Означення 4.1 Будь-яке вiдображення 𝑓 : 𝑉 −→ 𝑁𝑘, яке кожнiй вершинi

𝑣 ∈ 𝑉 ставить у вiдповiднiсть деяке натуральне число 𝑓(𝑣) ∈ 𝑁𝑘 називають
кольором, або номером фарби, вершини 𝑣.

Означення 4.2 Розфарбування 𝑓 графа 𝐺 називають правильним, якщо
для будь-яких його сумiжних вершин 𝑣 i 𝑤 виконується 𝑓(𝑣) ̸= 𝑓(𝑤).

Означення 4.3 Мiнiмальне число 𝑘, для якого iснує правильне розфар-
бування графа 𝐺, називають хроматичним числом графа 𝐺 i позначають
𝜒(𝐺)

1

2

34

5

Рис. 1: Розфарбування вершин графа 𝐶5, де 𝜒(𝐶5) = 3

1

2

34

5

6

Рис. 2: Розфарбування вершин графа 𝐶6, де 𝜒(𝐶6) = 2
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Означення 4.4 Клiка в неорiєнтованому графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) це пiдмножина
вершин 𝐶 ⊆ 𝑉 така, що для кожних двох вершин в 𝐶, iснує ребро, що поєднує
цi вершини. Це тотожно до виразу, що пiдграф утворений 𝐶 — повний (в
деяких випадках, термiн клiка може бути використаний для пiдграфу).

Означення 4.5 Максимальна клiка — клiка, яка не може бути розширена
через додання однiєї з сумiжних вершин, тобто така, що не є частиною бiльшої
клiки.

Означення 4.6 Найбiльша клiка, або максимум клiк, — клiка найбiль-
шого можливого розмiру в даному графi. Клiкове число 𝜔(𝐺) графу 𝐺 —
кiлькiсть вершин в максимумi клiк в 𝐺.

Означення 4.7 Хроматичний iндекс графа 𝐺, позначений як 𝜒′(𝐺), є
найменшою кiлькiстю кольорiв, необхiдних для розфарбування ребер графа
таким чином, що жодне сумiжне ребро не має однакового кольору. Формаль-
но, це означає, що для кожного ребра 𝑒1 = (𝑢, 𝑣) та 𝑒2 = (𝑣, 𝑤), якi мають
спiльну вершину 𝑣, маємо: якщо 𝑒1 та 𝑒2 розфарбованi кольорами 𝑐1 та 𝑐2

вiдповiдно, то 𝑐1 ̸= 𝑐2.

1

2 3

Рис. 3: Приклад розфарбування ребер графа 𝐾3 з використанням 3 рiзних
кольорiв.

На рисунках можна побачити приклади розфарбування ребер графiв 𝐾3

та 𝐾5. У графi 𝐾3, ребра розфарбованi у 3 кольори: червоний, синiй та зеле-
ний. У графi 𝐾5, ребра розфарбованi у 5 кольорiв: червоний, синiй, зелений,
помаранчевий та фiолетовий.

Теорема Вiзiнга. Теорема Вiзiнга для хроматичного iндексу графiв (опри-
люднена в 1964) стверджує, що для будь-якого простого графа 𝐺 з макси-
мальним степенем вершин Δ(𝐺), хроматичний iндекс 𝐺 не перевищує Δ(𝐺)

або Δ(𝐺) + 1. Другими словами, для будь-якого простого графа, хромати-
чний iндекс не може бути бiльшим за максимальний ступiнь вершин графа
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Рис. 4: Приклад розфарбування ребер графа 𝐾5 з використанням 5 рiзних
кольорiв.

або на один бiльше за цей максимальний ступiнь.
Наслiдок з теореми Вiзiнга. З теореми Вiзiнга ми можемо отримати

наступний наслiдок: для будь-якого простого графа G, хроматичне число
𝜒(𝐺) графа G не перевищує Δ(𝐺)+1, де Δ(𝐺) - максимальна ступiнь вершини
в графi G.

Теорема Брукса. Теорема Брукса встановлює зв’язок мiж максималь-
ним степенем графа i його хроматичним числом. Згiдно з теоремою, вершини
зв’язного графу, у якому кожна вершина має не бiльше Δ сусiдiв, можуть
бути пофарбованi не бiльше нiж в Δ кольорiв, за винятком двох випадкiв —
повний граф i граф-цикл непарної довжини, якi вимагають Δ+ 1 кольорiв.

Теорема про два вуха. Теорема про два вуха стверджує, що в кожного
простого зв’язного графа, який має принаймнi двi вершини i принаймнi два
ребра, є щонайменше двi вершини, степiнь яких дорiвнює 1. Iншими словами,
в графi завжди знайдуться щонайменше двi вершини, якi мають лише одне
сумiжне ребро.
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3 Жадiбний алгоритм

3.1 Опис жадiбного алгоритму

Жадiбний алгоритм — простий i прямолiнiйний евристичний алгоритм, який
приймає найкраще рiшення, виходячи з наявних на кожному етапi даних, не
зважаючи на можливi наслiдки, сподiваючись урештi-решт отримати опти-
мальний розв’язок. Легкий в реалiзацiї i часто дуже ефективний за часом
виконання. Багато задач не можуть бути розв’язанi за його допомогою.

Алгоритм жадiбного розфарбовування графiв є простим i ефективним ме-
тодом, який широко використовується в теорiї графiв. Вiн забезпечує ефе-
ктивнi реалiзацiї, якi можна використовувати для рiзноманiтних завдань, та-
ких як фарбування карти, процеси декомпозицiї та тестування алгоритмiв
оптимiзацiї.

Однiєю з переваг жадiбного алгоритму є те, що його дуже легко зрозумiти
та реалiзувати. Цей алгоритм можна легко розширити для вирiшення бiльш
складних задач.

Жадiбний алгоритм можна використовувати для розфарбовування графiв
iз будь-якою кiлькiстю вершин i ребер. Однак тривалiсть роботи алгоритму
залежить вiд розмiру графа та його структури вершин i ребер. У гiршому
випадку жадiбний алгоритм може мати складнiсть 𝑂(𝑛2). де 𝑛 – кiлькiсть
вершин у графi.

Незважаючи на свою простоту, жадiбний алгоритм має деякi недолiки.
Наприклад, алгоритм може розфарбувати певнi графи занадто великою кiль-
кiстю кольорiв. Крiм того, рiзнi початковi умови можуть призвести до рiзних
результатiв, тому важливо враховувати цей аспект при використаннi жадi-
бного алгоритму для розфарбовування графiв. Загалом, жадiбний алгоритм
розфарбовування графiв є зручним i ефективним способом. Його простота та
ефективнiсть роблять його популярним у рiзних галузях, таких як iнформа-
тика, математика та iнженерiя. Жадiбний алгоритм можна використовувати
як самостiйний метод або в поєднаннi з iншими алгоритмами для вирiшення
рiзноманiтних проблем.

Одним iз прикладiв використання жадiбного алгоритму є проблема роз-
фарбовування карти. У цiй задачi графом є мапа, а вершинами - країни, якi
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потрiбно розфарбувати так, щоб жоднi двi сумiжнi країни не мали одного
кольору. Жадiбний алгоритм може бути використаний для вирiшення цiєї
задачi, вибираючи кольори для кожної країни таким чином, щоб вони не збi-
галися з кольорами її сумiжних країн.

Загалом, жадiбнi алгоритми розфарбовування графiв є потужними iн-
струментами для вирiшення рiзноманiтних задач. Незважаючи на свої обме-
ження та недолiки, вiн залишається ефективним i простим способом розфар-
бовування графiв рiзної структури та розмiру.

3.2 Доведення

Доказом правильностi алгоритму жадiбного фарбування графа є те, що зав-
жди iснує така послiдовнiсть розфарбування вершин графу, яка дасть опти-
мальне розфарбування.

Давайте почнемо доведення з формалiзацiї жадiбного пiдходу. Жадiбний
алгоритм розфарбовування графiв заснований на принципi вибору кольору
для кожної вершини, таким чином, щоб використовувати якомога менше ко-
льорiв, що забезпечує правильне забарвлення графу. Цей принцип можна
сформулювати так: на кожному кроцi алгоритм вибирає найменший досту-
пний номер кольору для фарбування поточної вершини.

Щоб довести правильнiсть алгоритму, використаємо iндукцiю за кiлькi-
стю вершин у графi. Базовий випадок (граф з однiєю вершиною) очевидний,
тому розглянемо випадок графа з 𝑛 вершинами.

Припустимо, що алгоритм правильно забарвлює пiдграф iз 𝑛−1 вершина-
ми, використовуючи мiнiмальну кiлькiсть кольорiв. Потiм, коли ми додаємо
ще одну вершину до графа, алгоритм вибирає колiр з найменшим номером,
який ще не використовувався для сумiжних вершин. Це забезпечує правильне
фарбування нових вершин.

Це доводить, що жадiбний алгоритм розфарбування графiв завжди зна-
ходить оптимальне рiшення з мiнiмальною кiлькiстю кольорiв.

Важливо вiдзначити, що жадiбний алгоритм розфарбовування графiв не
завжди знаходить найкраще забарвлення, якщо граф є двочастковим або
деревом. Наприклад, якщо довжина графу перевищує 3 i вiн є циклом, то
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жадiбний алгоритм може використовувати бiльше кольорiв, нiж оптимальне
розфарбування. Однак жадiбний алгоритм часто є ефективним i простим
способом розфарбування графiв.

𝑎1

𝑎2

𝑎3

𝑏1

𝑏2

𝑏3

Рис. 5: Приклад неоптимального розфарбування двочасткового графа 𝐾3,3

за допомогою жадiбного алгоритму.

Ось приклад розфарбування графа з 5 вершинами за допомогою жадiбно-
го алгоритму. Розглянемо граф 𝐺 з вершинами {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} та ребрами
{(𝑣1, 𝑣2), (𝑣2, 𝑣3), (𝑣3, 𝑣4), (𝑣4, 𝑣5), (𝑣5, 𝑣1), (𝑣1, 𝑣3), (𝑣2, 𝑣4)}.

Для iлюстрацiї, давайте намалюємо граф:

1

2

3 4

5

Рис. 6

Застосуємо жадiбний алгоритм розфарбування графа:

1. Розфарбуємо вершину 𝑣1 у колiр 1.

2. Розфарбуємо вершину 𝑣2 у колiр 2, оскiльки вона сумiжна з 𝑣1.

3. Розфарбуємо вершину 𝑣3 у колiр 3, оскiльки вона сумiжна з 𝑣1 та 𝑣2.

4. Розфарбуємо вершину 𝑣4 у колiр 1, оскiльки вона не сумiжна з 𝑣1.
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5. Розфарбуємо вершину 𝑣5 у колiр 2, оскiльки вона сумiжна з 𝑣1 та 𝑣4.

Ось розфарбований граф:

1

2

3 4

5

Рис. 7

Результат вiдповiдає умовам розфарбування графа, де сумiжнi вершини
мають рiзнi кольори. Хроматичне число для цього графа становить 3, i жа-
дiбний алгоритм забезпечив оптимальне розфарбування для даного графа.
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4 Реалiзацiя жадiбного алгоритму за допомо-

гою мови програмування Python

Опишемо реалiзацiю жадiбного алгоритму за допомогою мови програмуван-
ня Python. Це не має бути складним, оскiльки жадiбний алгоритм розфар-
бування графiв є досить легким як в розумiннi, так i у вiдтвореннi. Отже,
жадiбний алгоритм розфарбування графа працює наступним чином:

1. Обираємо послiдовнiсть вершин графа.

2. Для кожної вершини в послiдовностi виконуємо:

(а) Обрати найменший можливий колiр, який ще не використовується
сумiжними вершинами.

(б) Присвоїти обраний колiр вершинi.

4.1 Представлення графа

Почнемо з основного, а саме представлення графу. В Python iснує окрема
бiблiотека для роботи з графами, яка має багато корисних функцiй для ви-
конання будь-яких операцiй над графами. Та цього разу нам цей потужний
iнструмент не буде потрiбним, адже ми розглядаємо лише приклад.

Тому виберемо найпростiше представлення графа, а саме представлення
у виглядi словника, де ключi - це вершини графа, а значення - це списки
сумiжних вершин.

graph = {

"a": ["b", "c", "d"],

"b": ["a", "c", "d"],

"c": ["a", "b", "d"],

"d": ["a", "b", "c"]

}

4.2 Функцiя розфарбування

Напишемо функцiю для жадiбного розфарбування графа.
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def greedy_coloring(graph):

colors = {}

for node in graph:

available_colors =

set(range(len(graph ))) - {colors.get(neighbor)

for neighbor in graph[node]}

colors[node] = min(available_colors)

return colors

4.3 Приклад розфарбування

Тепер застосуємо функцiю жадiбного розфарбування до нашого графа.

coloring = greedy_coloring(graph)

print(coloring)

В результатi ми отримаємо розфарбування графа у виглядi словника, де
ключi - вершини графа, а значення - кольори, присвоєнi вершинам.

Давайте розглянемо приклад використання реалiзованого жадiбного ал-
горитму розфарбування графа з графом Петерсена. Спершу задамо граф
Петерсена у виглядi словника:

petersen_graph = {

1: [2, 5, 6],

2: [1, 3, 7],

3: [2, 4, 8],

4: [3, 5, 9],

5: [1, 4, 10],

6: [1, 8, 9],

7: [2, 9, 10],

8: [3, 6, 10],

9: [4, 6, 7],

10: [5, 7, 8]

}

Застосуємо функцiю жадiбного розфарбування до графа Петерсена:
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coloring = greedy_coloring(petersen_graph)

print(coloring)

В результатi ми отримаємо наступне розфарбування графа:

{1: 0, 2: 1, 3: 0, 4: 1, 5: 2, 6: 1, 7: 0, 8: 2, 9: 2, 10: 1}

Це означає, що вершинам графа присвоєнi кольори вiдповiдно до насту-
пного словника:

• вершина 1 - колiр 0

• вершина 2 - колiр 1

• вершина 3 - колiр 0

• вершина 4 - колiр 1

• вершина 5 - колiр 2

• вершина 6 - колiр 1

• вершина 7 - колiр 0

• вершина 8 - колiр 2

• вершина 9 - колiр 2

• вершина 10 - колiр 1

Отже, граф Петерсена може бути розфарбований з використанням 3 рi-
зних кольорiв.

4.4 Iлюстрацiя

На рис. 8 зображена iлюстрацiя графа Петерсена з розфарбуванням, отри-
маним за допомогою нашого алгоритму.

На iлюстрацiї видно, що жадiбний алгоритм успiшно знаходить розфарбу-
вання графа Петерсена з трьома кольорами, адже кожна вершина має рiзний
колiр вiд своїх сусiдiв. Цей приклад демонструє, як використовувати жадi-
бний алгоритм розфарбування графа у поєднаннi з Python.

17



1

2

3

4

5

6
7

8

9
10

Рис. 8: Розфарбування графа Петерсена, отримане за допомогою жадiбного
алгоритму.
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5 Доведення: Хроматичне число графа 𝑄𝑛 до-

рiвнює 2

Для доведення цього твердження, ми спочатку покажемо, що граф гiперкуба
𝑄𝑛 є двочастковим.

5.1 Граф гiперкуба є двочастковим

Розглянемо граф гiперкуба 𝑄𝑛. Його вершини можна представити у виглядi
бiнарних рядкiв довжиною 𝑛. Розiб’ємо вершини на двi множини 𝐴 та 𝐵

таким чином:
1. Множина 𝐴 мiстить вершини, для яких кiлькiсть одиниць у бiнарному

рядку парна.
2. Множина 𝐵 мiстить вершини, для яких кiлькiсть одиниць у бiнарному

рядку непарна.

000 010

100 110

001 011

101 111

Рис. 9: Розфарбування вершин графа 𝑄3 згiдно з множинами 𝐴 та 𝐵.

Тепер, кожне ребро графа 𝑄𝑛 сполучає вершини, бiнарнi рядки яких вiдрi-
зняються лише одним бiтом. Тобто, коли ми змiнюємо один бiт, ми змiнюємо
парнiсть кiлькостi одиниць у бiнарному рядку. Отже, кожне ребро сполучає
вершину з множини 𝐴 та вершину з множини 𝐵. Це означає, що граф 𝑄𝑛 є
двочастковим.

5.2 Хроматичне число не пустого двочасткового графа

дорiвнює 2

Оскiльки ми показали, що граф гiперкуба 𝑄𝑛 є двочастковим, ми можемо
використовувати властивостi двочасткових графiв для визначення хромати-
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чного числа.
Не пустий двочастковий граф має хроматичне число 2, оскiльки кожне

ребро графа сполучає вершини з рiзних множин 𝐴 та 𝐵. Це означає, що ми
можемо розфарбувати граф, використовуючи лише два кольори, таким чи-
ном, що кожне ребро сполучає вершини рiзних кольорiв. Зокрема, ми можемо
розфарбувати вершини множини 𝐴 одним кольором та вершини множини 𝐵

iншим кольором.
Таким чином, хроматичне число графа 𝑄𝑛 дорiвнює 2.
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6 Доведення: Хроматичне число графа 𝐾𝑛 до-

рiвнює 𝑛

6.1 Означення графа 𝐾𝑛

Граф 𝐾𝑛 є повним графом на 𝑛 вершинах. Вiн мiстить всi можливi ребра мiж
𝑛 вершинами, тобто кожна пара вершин сполучена ребром.

6.2 Доведення

Щоб довести, що хроматичне число графа 𝐾𝑛 дорiвнює 𝑛, ми спочатку пока-
жемо, що ми можемо розфарбувати граф за допомогою 𝑛 кольорiв, а потiм
покажемо, що ми не можемо використовувати менше нiж 𝑛 кольорiв.

1

2

3 4

5

Рис. 10: Приклад розфарбування графа 𝐾5 з використанням 5 рiзних кольо-
рiв.

1. Розфарбування графа за допомогою 𝑛 кольорiв:
Оскiльки граф 𝐾𝑛 є повним графом, кожна вершина є сумiжною з усiма

iншими вершинами. Тому, якщо ми розфарбуємо кожну вершину унiкальним
кольором, то жоднi двi сумiжнi вершини не будуть мати однаковий колiр.

2. Неможливiсть розфарбування графа за допомогою менше нiж 𝑛 кольо-
рiв:

Тепер доведемо, що неможливо розфарбувати граф 𝐾𝑛 за допомогою мен-
ше нiж 𝑛 кольорiв. Припустимо, що iснує розфарбування графа 𝐾𝑛 з 𝑘 кольо-
рами, де 𝑘 < 𝑛. Оскiльки кожна вершина графа є сумiжною з усiма iншими
вершинами, для кожної вершини є 𝑛− 1 сумiжних вершин. Однак, якщо ми
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маємо лише 𝑘 < 𝑛 кольорiв, то хоча б одна з сумiжних вершин матиме той
самий колiр, що й розглядувана вершина, що суперечить умовi правильного
розфарбування.

Отже, ми довели, що хроматичне число графа 𝐾𝑛 дорiвнює 𝑛, оскiльки
ми можемо розфарбувати граф за допомогою 𝑛 кольорiв, але не можемо роз-
фарбувати його за допомогою менше нiж 𝑛 кольорiв.
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7 Доведення: Хроматичний iндекс графу 𝐾𝑛,𝑛

дорiвнює 𝑛

7.1 Означення графу 𝐾𝑛,𝑛

𝐾𝑛,𝑛 - це повний двочастковий граф з 𝑛 вершинами у кожнiй частинi, де
кожна вершина першої частини пов’язана з кожною вершиною другої частини
за допомогою ребра. Iншими словами, 𝐾𝑛,𝑛 складається з двох долей, кожна
з яких мiстить 𝑛 вершин, i всi вершини з однiєї частини пов’язанi з усiма
вершинами з iншої частини.

Цей граф є прикладом повного двочасткового графу, тобто двочасткового
графу, в якому кожна вершина з першої частини пов’язана з кожною верши-
ною з другої частини за допомогою ребра. Граф 𝐾𝑛,𝑛 має 2𝑛 вершин i 𝑛2

ребер.

𝑎1

𝑎2

𝑎3

𝑏1

𝑏2

𝑏3

Рис. 11: Приклад графа 𝐾𝑛,𝑛, де 𝑛 = 3.

7.2 Доведення

Щоб довести, що хроматичний iндекс графу 𝐾𝑛,𝑛 дорiвнює 𝑛, ми можемо
показати, що потрiбно принаймнi 𝑛 кольорiв для розфарбування ребер цього
графу, а також що можна розфарбувати всi ребра графу 𝐾𝑛,𝑛 за допомогою
рiвно 𝑛 кольорiв.

Вiзьмемо граф 𝐾𝑛,𝑛 = (𝑉,𝐸), де 𝑉 (𝐾𝑛,𝑛) = {1, 2, . . . , 𝑛}. Вiдповiдно, ви-
значимо множину ребер, якi фарбуються в колiр 1: 𝐸1 = {(1, 𝑛 + 1), (2, 𝑛 +

2) . . . , (𝑛, 2𝑛)}. Аналогiчно, для всiх ребер кольору 2 визначимо множину 𝐸2,
яка буде виглядати наступним чином: 𝐸2 = {(1, 𝑛 + 2), (2, 𝑛 + 3), . . . , (𝑛 −
1, 2𝑛), (𝑛, 𝑛+ 1)}.
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Тепер можемо вивести формулу, для множини ребер 𝐸𝑘, якi пофарбованi
в колiр 𝑘:

𝐸𝑘 = {(1, 𝑛+𝑘), (2, 𝑛+𝑘+1), . . . , (𝑛−𝑘+1, 2𝑛), (𝑛−𝑘+2, 𝑛+1), . . . , (𝑛, 𝑛+𝑘−1)},

де 𝑘 = 1, 𝑛.
Отже, ми довели, що iснує формула, за допомогою якої можна розфарбу-

вати ребра графу 𝐾𝑛,𝑛 в 𝑛 кольорiв. Таким чином, хроматичний iндекс графу
𝐾𝑛,𝑛 дорiвнює 𝑛.

𝑎1

𝑎2

𝑎3

𝑏1

𝑏2

𝑏3

Рис. 12: Приклад розфарбування ребер графа 𝐾3,3

24



8 Хроматичний полiном

8.1 Означення

Хроматичний полiном один з найпоширенiших способiв визначення кiлькостi
можливих розфарбувань вершин графiв за допомогою визначеної кiлькостi
кольорiв. Вiн допомагає вирiшувати багато задач, пов’язаних з розфарбува-
нням графiв, а саме: знаходження кiлькостi розфарбувань або знаходження
хроматичного числа графу.

Хроматичний полiном графа 𝐺 виглядає як 𝑃 (𝐺, 𝑘), який описує розфар-
бування вершин графа 𝐺 за допомогою 𝑘 кольорiв. Хроматичний полiном
може визначатись так:

Якщо граф 𝐺 складається з однiєї вершини, то його хроматичний полiном
буде виглядати 𝑃 (𝐺, 𝑘) = 𝑘.

Якщо граф 𝐺 має тiльки не сумiжнi вершини, то полiном буде 𝑃 (𝐺, 𝑘) =

𝑘|𝑉 (𝐺)|.
Якщо граф 𝐺 має сумiжнi вершини 𝑣 та 𝑢, то його хроматичний полiном

виглядатиме
𝑃 (𝐺, 𝑘) = 𝑃 (𝐺− 𝑒, 𝑘)− (𝑘 − 1)𝑃 (𝐺 ∖ 𝑒, 𝑘),

де 𝑒 - ребро, мiж вершинами 𝑢 та 𝑣, 𝐺 − 𝑒 - граф, отриманий видаленням
ребра 𝑒, а 𝐺 ∖ 𝑒 - граф, отриманий видаленням обох кiнцiв ребра 𝑒.

За допомогою хроматичного полiнома можна знайти мiнiмальне число
кольорiв, яких необхiдно для правильного розфарбування графу, тобто хро-
матичне число. Хроматичним числом графа 𝐺 є те 𝑘, для якого виконується
нерiвнiсть 𝑃 (𝐺, 𝑘) > 0.

8.2 Теорема про рекурентнi спiввiдношення для хрома-

тичного полiнома

Рекурентний метод обчислення хроматичного многочлена базується на опе-
рацiї стягування ребра – для пари вершин 𝑣 та 𝑤 граф 𝐺∖𝑣𝑤 отримується
шляхом стягування ребра 𝑣𝑤.

Хроматичний многочлен задовольняє наступному рекурентному спiввiд-
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ношенню:
𝑃 (𝐺, 𝑘) = 𝑃 (𝐺− 𝑣𝑤, 𝑘)− 𝑃 (𝐺∖𝑣𝑤, 𝑘),

де 𝑣 та 𝑤 - сумiжнi вершини та 𝐺− 𝑣𝑤 - граф, з видаленим ребром 𝑣𝑤.
Еквiвалентно 𝑃 (𝐺, 𝑘) = 𝑃 (𝐺+ 𝑣𝑤)+𝑃 (𝐺∖𝑣𝑤, 𝑘), якщо 𝑣 та 𝑤 не сумiжнi

та 𝐺+ 𝑣𝑤 - граф з доданим ребром 𝑣𝑤.

8.3 Теорема про властивостi хроматичного полiнома

Для будь-якого графа 𝐺 функцiя 𝜒𝐺(𝑘) має наступнi властивостi:

1. Функцiя 𝜒𝐺(𝑘) є многочленом з цiлими коефiцiєнтами;

2. Степiнь 𝜒𝐺(𝑘) дорiвнює кiлькостi вершин 𝐺;

3. Старший коефiцiєнт дорiвнює 1;

4. Коефiцiєнт при доданку 𝑘𝑛−1 вiд’ємний та за модулем рiвний кiлькостi
ребер в графi 𝐺;

5. Коефiцiєнт при 𝑘𝑖 дорiвнює 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑖 менше за кiлькiсть
компонент зв’язностi графу 𝐺 (зокрема, вiльний член завжди дорiвнює
0);

6. Знаки коефiцiєнтiв чергуються.

8.4 Теорема Вiтнi

Нехай 𝐺 - граф з 𝑣 вершин та 𝑒 ребер, та нехай 𝐺1, 𝐺2, . . . 𝐺𝑐(𝐺) - всi компо-
ненти зв’язностi графа 𝐺, де 𝑥 - натуральне число. Тодi:

1. 𝑃 (𝐺, 𝑥) = 𝑃 (𝐺1, 𝑥) · 𝑃 (𝐺2, 𝑥) · . . . · 𝑃 (𝐺𝑐(𝐺), 𝑥)

2. 𝑃 (𝐾𝑣, 𝑥) = 𝑥𝑣, 𝑃 (𝐾𝑣, 𝑥) = 𝑥(𝑥−1) · . . . · (𝑥− 𝑣+1), 𝑃 (𝑇𝑣, 𝑥) = 𝑥(𝑥−1)𝑣−1

3. Для зв’язного графа 𝐺: 𝑃 (𝐺, 𝑥) ≤ 𝑥(𝑥− 1)𝑣−1.
Знак рiвностi з’являється тодi i тiльки тодi, коли граф 𝐺 - дерево.
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4. Знаки коефiцiєнтiв кожного хроматичного полiному чергуються, стар-
ший коефiцiєнт дорiвнює 1, та степiнь дорiвнює |𝑉 (𝐺)|. Вiдповiдно, мо-
жемо записати:

𝑃 (𝐺, 𝑥) = 𝑥𝑣 − 𝑎1𝑥
𝑣−1 + 𝑎2𝑥

𝑣−2 − . . .+ (−1)𝑣−𝑘𝑎𝑣−𝑘𝑥
𝑘, 𝑎𝑖 ≥ 0.

8.5 Хроматичнi полiноми класичних класiв графiв

Хроматичний полiном є важливим iнструментом у теорiї розфарбування гра-
фiв, який надає iнформацiю про кiлькiсть способiв розфарбування графа за-
лежно вiд кiлькостi доступних кольорiв. У цьому пiдроздiлi ми розглянемо
хроматичнi полiноми деяких класичних класiв графiв, зокрема:

1. Граф 𝐾3 (трикутник): Граф 𝐾3 є простим графом, який складається з
трьох вершин, кожна з яких є сумiжною з усiма iншими. Хроматичний
полiном графа 𝐾3 дорiвнює 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2), оскiльки для розфарбування
трьох вершин ми можемо використати будь-якi три кольори з доступних.

2. Повний граф 𝐾𝑛: Повний граф 𝐾𝑛 мiстить 𝑛 вершин, кожна з яких є
сумiжною з усiма iншими. Хроматичний полiном графа 𝐾𝑛 дорiвнює 𝑡(𝑡−
1)(𝑡−2) . . . (𝑡−𝑛−1), оскiльки для розфарбування 𝑛 вершин ми повиннi
використати 𝑛 рiзних кольорiв.

3. Шлях 𝑃𝑛: Шлях 𝑃𝑛 складається з 𝑛 вершин, якi утворюють послiдовнiсть
iз одним спiльним ребром мiж кожною парою сусiднiх вершин. Хромати-
чний полiном графа 𝑃𝑛 дорiвнює 𝑡(𝑡−1)(𝑛−1), оскiльки для розфарбування
шляху з 𝑛 вершинами ми можемо використати перший колiр для першої
вершини, а для кожної наступної вершини ми маємо (𝑡 − 1) можливих
варiантiв.

4. Дерево з 𝑛 вершинами: Хроматичний полiном дерева з 𝑛 вершинами до-
рiвнює 𝑡(𝑡− 1)(𝑛−1), так як для розфарбування дерева з 𝑛 вершинами ми
можемо використати той самий пiдхiд, що й для шляху 𝑃𝑛.

5. Цикл 𝐶𝑛: Цикл 𝐶𝑛 складається з 𝑛 вершин, якi утворюють замкнену
послiдовнiсть ребер. Хроматичний полiном графа 𝐶𝑛 дорiвнює (𝑡− 1)𝑛 +
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(−1)𝑛(𝑡−1), оскiльки для розфарбування циклу з 𝑛 вершинами ми маємо
додаткове обмеження, що перша та остання вершини мають рiзний колiр.

Доведення. Доведемо за допомогою iндукцiї.

База iндукцiї: 𝑛 = 3 :

𝑃 (𝐶3, 𝑡) = 𝑡(𝑡−1)(𝑡−2) = (𝑡3−3𝑡2+3𝑡−1)−(𝑡−1) = (𝑡−1)3+(−1)3(𝑡−1),

що задовольняє формулювання теореми.

Iндукцiйний крок: нехай 𝑃 (𝐶𝑘, 𝑡) = (𝑡− 1)𝑘 + (−1)𝑘(𝑡− 1).

Розглянемо випадок 𝑛 = 𝑘+1. За теоремою про рекурентнi формули для
хроматичних полiномiв:

𝑃 (𝐶𝑘+1, 𝑡) = 𝑃 (𝐶𝑘+1∖𝑒, 𝑡)− 𝑃 (𝐶𝑘+1/𝑒, 𝑡),

де 𝑒 - довiльне ребро 𝐶𝑘+1, також граф 𝐶𝑘+1/𝑒 iзоморфний 𝐶𝑘, а граф
𝐶𝑘+1∖𝑒 - граф-ланцюг. Тодi

𝑃 (𝐶𝑘+1, 𝑡) = 𝑃 (𝑇𝑘+1, 𝑡)− 𝑃 (𝐶𝑘, 𝑡) = 𝑡(𝑡− 1)𝑘 − (𝑡− 1)𝑘 − (−1)𝑘(𝑡− 1) =

= (𝑡− 1)𝑘+1 + (−1)𝑘+1(𝑡− 1)

6. Граф-колесо 𝑊𝑛: Формула для хроматичного полiнома графа-колеса 𝑊𝑛

має наступний вигляд:

𝑃 (𝑊𝑛, 𝑡) = 𝑡(𝑡− 2)((𝑡− 2)𝑛−2 + (−1)𝑛−1)

Доведення. Нехай 𝑊𝑛 - граф-колесо з 𝑛 вершинами. Якщо вибрати та
зафiксувати один з 𝑡 кольорiв на вершинi, яка зв’язана зi всiма вершинами
(центром колеса), то отримаємо 𝑃 (𝐶𝑛−1, 𝑡 − 1) варiантiв розфарбування
графа, який у нас залишиться. Вiдповiдно, хроматичний полiном графа-
колеса буде мати вигляд:

𝑃 (𝑊𝑛, 𝑡) = 𝑡 · 𝑃 (𝐶𝑛−1, 𝑡− 1) = 𝑡((𝑡− 2)𝑛−1 + (−1)𝑛−1(𝑡− 2))

7. Граф Петерсона: Граф Петерсона є некубiчним двоярусним графом, що
складається з 10 вершин i 15 ребер. Хроматичний полiном графа Петерсо-
на дорiвнює 𝑡(𝑡−1)(𝑡−2)(𝑡7−12𝑡6+67𝑡5−230𝑡4+529𝑡3−814𝑡2+775𝑡−352),
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оскiльки для його розфарбування ми маємо два рiзних обмеження: пер-
ша група вершин та друга група вершин мають рiзнi кольори, а також
вершини всерединi кожної групи мають рiзнi кольори.

Цi приклади хроматичних полiномiв класичних класiв графiв демонстру-
ють рiзноманiтнiсть та варiацiї у розфарбуваннi графiв залежно вiд їх стру-
ктури та характеристик.

8.6 Хроматичний полiном графа-триангуляцiї 𝑛-кутника

Твердження. Нехай 𝐺 - граф-триангуляцiї 𝑛-кутника, тодi його хромати-
чний полiном буде мати вигляд:

𝑃 (𝐺, 𝑡) = 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)𝑛−2

Рис. 13: Граф-триангуляцiї шестикутника

Доведення. Доведемо за допомогою iндукцiї за 𝑛.
База iндукцiї: 𝑛 = 3 очевидна.
У цьому випадку 𝑃 (𝐺, 𝑡) = 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)3−2 = 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2), отже 𝐺 при

𝑛 = 3 iзоморфний графу 𝐾3.
Iндукцiйний крок: 𝑛 → 𝑛+ 1

За теоремою про два вуха у довiльного 𝑛-кутника 𝑃 (𝑛 > 3) при довiльнiй
триангуляцiї iснують два вуха (тобто трикутники триангуляцiї, двома сторо-
нами яких є сторони 𝑛-кутника 𝑃 ).

Розглянемо якесь вухо. Не втрачаючи загальностi, позначимо послiдовно
вершини вуха 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3. Розглянемо многокутник 𝐴1, 𝐴3, 𝐴4, . . . , 𝐴𝑛 - це (𝑛−
1)-кутник, з iндукованою триангуляцiєю.
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Рис. 14: Граф 𝐺

За припущенням iндукцiї кiлькiсть способiв розфарбувати граф-триангуляцiї
цього (𝑛− 1)-кутника дорiвнює 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)𝑛−3.

Вершини 𝐴1 та 𝐴3 при довiльному правильному розфарбуванню пофарбо-
ванi в два рiзнi кольори. Тодi для розфарбування вершини 𝐴2 графа-триангуляцiї
початкового 𝑛-кутника є (𝑡− 2) способи. Таким чином

𝑃 (𝐺, 𝑡) = 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)𝑛−3(𝑡− 2) = 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)𝑛−2,

що i треба було довести.

8.7 Приклад використання хроматичного полiному: За-

дача про розклад для ПМ-4

Чотири практики: Аналiз даних, Функцiональний аналiз, Рiвняння матема-
тичної фiзики, Математичнi методи машинного навчання, кожна займає час
одної пари, потрiбно провести або в понедiлок на першiй, другiй та п’ятiй
парах, або в четвер на другiй, третiй, четвертiй та п’ятiй парах. В таблицi 1
задано неможливiсть одночасного проведення практик за дисциплiнами.

Знайти кiлькiсть можливих варiантiв розподiлу практик по парам для
першого варiанту та для другого.

Розв’язання. Використовуючи табл. 1, побудуємо граф 𝐻 несумiсностi
практик.

Кожнiй парi по розкладу призначимо певний колiр, вiдповiдно в першому
випадку в нас 3 кольори, в другому 4. Тодi кiлькiстю варiантiв розподiлення
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Дисциплiни АД ФА РМФ МММН
АД + +
ФА + +
РМФ + + +
МММН +

Табл. 1: Таблиця несумiсностi проведення практик

Рис. 15: Граф 𝐻

практик в певний день буде рiвним числу можливих розфарбувань графа 𝐻

трьома та чотирма кольорами вiдповiдно.
Знайдемо хроматичну функцiю побудованого графа 𝐺 за допомгою гра-

фiчних перетворень наступним чином:

Рис. 16: Представлення 𝑓(𝐺, 𝑡) у виглядi комбiнацiї хроматичних полiномiв
повних графiв

З цього бачимо, що

𝑓(𝐺, 𝑡) = 𝑓(𝐾4, 𝑡) + 2𝑓(𝐾3, 𝑡) =

= 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)(𝑡− 3) + 2 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2) =

= 𝑡4 − 4𝑡3 + 5𝑡2 − 2𝑡
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Отже, 𝑓(𝐻, 3) = 12, а 𝑓(𝐻, 4) = 72. Вiдповiдно, iснує 12 варiантiв розпо-
дiлення практик в понедiлок, та 72 варiанта проведення практик в четвер.

8.8 Приклад використання хроматичного полiному: зли-

ття вершин

Розглянемо iнший приклад. Маємо граф 𝐻 який складається з 6 вершин та
9 ребер.

Рис. 17: Граф 𝐻

Потрiбно знайти хроматичний полiном графа та обчислити кiлькiсть спосо-
бiв розфарбування графа за допомогою 3 кольорiв.

Є два варiанта розв’язання цiєї задачi: привести граф 𝐻 до вигляду 𝐾6

та привести граф 𝐻 до вигляду 𝐾5. Виберемо оптимальнiший варiант, а саме
приведення до 𝐾5.

Знайдемо хроматичний полiном графа 𝐻 за допомогою графiчних пере-
творень, зокрема операцiї додавання ребра та злиття вершин:

Рис. 18: Представлення 𝑓(𝐻, 𝑡) у виглядi комбiнацiї хроматичних полiномiв
повних графiв
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Вiдповiдно, маємо:

𝑓(𝐻, 𝑡) = 𝑓(𝐾5 +𝐾1, 𝑡) + 𝑓(𝐾4 +𝐾1, 𝑡) =

= 𝑡 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)(𝑡− 3)(𝑡− 4) + 𝑡 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)(𝑡− 3) =

= 𝑡6 − 9𝑡5 + 29𝑡4 − 39𝑡3 + 18𝑡2

Тепер обчислимо кiлькiсть способiв розфарбування графу за допомогою
𝑡 = 3 кольорiв:

𝑓(𝐻, 3) = 36 − 935 + 2934 − 3933 + 1832 = 0

Отже, можемо зробити висновок, що розфарбувати граф 𝐻 за допомогою
3 кольорiв неможливо, бо 𝑓(𝐻, 3) = 0.

8.9 Приклад використання хроматичного полiному: ви-

далення ребра

Маємо граф для якого потрiбно знайти хроматичний полiном та кiлькiсть
можливих розфарбувань за допомогою 5 кольорiв.

Рис. 19: Граф 𝐻

Для розв’язання цiєї задачi спробуємо за допомогою графiчних перетво-
рень, а саме операцiї видалення ребра, привести граф 𝐻 до вигляду двочас-
ткового графу.

Можемо скористатись наступним алгоритмом для знаходження хромати-
чного полiному графа 𝐻:
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Рис. 20: Представлення 𝑓(𝐻, 𝑡) у виглядi комбiнацiї хроматичних полiномiв
двочасткових графiв

Тепер можемо визначити формулу хроматичного полiному для графу 𝐻:

𝑓(𝐻, 𝑡) = 𝑓(2𝐾1+𝐾2,2, 𝑡)
2−2𝑓(𝐾1+𝐾2,2, 𝑡) = 𝑡2 ·(𝑡(𝑡−1))2−2(𝑡 ·(𝑡(𝑡−1))2) =

= 𝑡6 − 4𝑡5 + 5𝑡4 − 2𝑡3

За допомогою попередньої формули обчислимо 𝑓(𝐻, 5):

𝑓(𝐻, 5) = 56 − 455 + 554 − 253 = 6000

Отже, розв’язком задачi, а саме кiлькiсть правильних можливих розфар-
бувань за допомогою 5 кольорiв графу 𝐻, буде 𝑓(𝐻, 5) = 6000.

8.10 Приклад використання хроматичного полiному: ком-

бiнування операцiй

Розглянемо складнiший граф 𝐻, потрiбно знайти його хроматичний полiном
та кiлькiсть можливих розфарбувань за допомогою 5 кольорiв.

Отже, скористаючись операцiєю видалення ребра, зробимо перший крок.
Видалимо ребро (4,6). (рис. 22)

З результату можемо побачити, що два отриманих графа iдентичнi, крiм
однiєї вершини зi степенем 0, вiдповiдно можем виразити полiном другого
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Рис. 21: Граф 𝐻

Рис. 22: Результат пiсля першої операцiї

графа через полiном першого:

𝑓(𝐺2, 𝑡) = 𝑓(𝐺1, 𝑡)/𝑡

Вiдповiдно, тепер можемо отримати формулу: 𝑓(𝐻, 𝑡) = 𝑓(𝐺1, 𝑡)−𝑓(𝐺1, 𝑡)/𝑡.
Отже, нам достатньо буде знайти хроматичний полiном графа 𝐺1, що суттєво
спрощує розв’язання.

Тепер за допомогою графiчних перетворень спробуємо знайти хромати-
чний полiном знайденого графа 𝐺1 (рис. 23).

Тепер можемо записати хроматичний полiном графа 𝐺1:

𝑓(𝐺1, 𝑡) = 𝑓(3𝐾1+𝐾3, 𝑡)−𝑓(2𝐾1+𝐾3, 𝑡)−2 ·𝑓(2𝐾1+𝐾3, 𝑡)+2 ·𝑓(𝐾1+𝐾3, 𝑡)−

−𝑓(𝐾1 +𝐾4, 𝑡)− 𝑓(𝐾1 +𝐾3, 𝑡)

Запишемо 𝑓(𝐺1, 𝑡) у виглядi рiвняння вiд 𝑡:

𝑓(𝐺1, 𝑡) = (𝑡3 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2))− (𝑡2 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)))−
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Рис. 23: Представлення 𝑓(𝐺1, 𝑡)

−2 · (𝑡2 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)) + 2 · (𝑡 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2))−

−(𝑡 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)(𝑡− 3))− (𝑡 · 𝑡(𝑡− 1)(𝑡− 2)) =

= 𝑡6 − 7𝑡5 + 18𝑡4 − 20𝑡3 + 8𝑡2

Тепер можемо отримати хроматичний полiном для графа 𝐻:

𝑓(𝐻, 𝑡) = 𝑓(𝐺1, 𝑡)− 𝑓(𝐺1, 𝑡)/𝑡 =

= 𝑡6 − 7𝑡5 + 18𝑡4 − 20𝑡3 + 8𝑡2 − (𝑡6 − 7𝑡5 + 18𝑡4 − 20𝑡3 + 8𝑡2)/𝑡 =

= 𝑡6 − 8𝑡5 + 25𝑡4 − 38𝑡3 + 28𝑡2 − 8𝑡

Обчислимо тепер 𝑓(𝐻, 5):

𝑓(𝐻, 5) = 56 − 8 · 55 + 25 · 54 − 38 · 53 + 28 · 52 − 8 · 5 = 2160

Отже, отримали розв’язок задачi:
𝑓(𝐻, 𝑡) = 𝑡6 − 8𝑡5 + 25𝑡4 − 38𝑡3 + 28𝑡2 − 8𝑡

𝑓(𝐻, 5) = 2160
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Висновки

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi була проведена детальна аналiтична робота з
теорiї розфарбування графiв. Були розглянутi основнi означення з теорiї гра-
фiв, включаючи графи, розфарбування та хроматичне число графа.

Дослiджено жадiбний алгоритм розфарбування графiв, включаючи його
опис та доведення його коректностi. Була реалiзована програмна реалiзацiя
жадiбного алгоритму за допомогою мови програмування Python, яка дозво-
ляє розфарбувати графи та вiзуалiзувати результати.

Також було доведено три важливi теореми: про хроматичне число графа
𝑄𝑛, про хроматичне число графа 𝐾𝑛 та про хроматичний iндекс графа 𝐾𝑛,𝑛.
Цi теореми мають велике значення в теорiї графiв i розкривають особливостi
їх розфарбування.

Також розглянуто хроматичний полiном, включаючи його означення та
основнi властивостi. Було дослiджено хроматичнi полiноми класичних класiв
графiв, таких як 𝐾3, повний граф 𝐾𝑛, шлях 𝑃𝑛, будь-яке дерево з 𝑛 верши-
нами, цикл 𝐶𝑛, граф-колесо 𝑊𝑛 (з доведеннями) та граф Петерсона. Пред-
ставлено приклади використання хроматичного полiному для рiзних задач.

Отже, ця робота детально розглядає розфарбування графiв та вивчає
основнi теоретичнi аспекти та практичнi застосування. Результати цiєї ро-
боти можуть бути кориснi для подальших дослiджень в теорiї графiв та ви-
користання їх у рiзних практичних ситуацiях.
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