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АНОТАЦІЯ 

Перший розділ містить інтерполяцію стаціонарної випадкової 

послідовності з одним пропущеним значенням у момент t=0 

У другому розділі розглянута інтерполяція лінійного функціонала від 

стаціонарної випадкової послідовності з пропущеними значеннями у деякому 

інтервалі.  

У третьому розділі представлено інтерполяція лінійного функціонала від 

однорідного випадкового поля з областю оцінювання (пропущеними 

значеннями) у деякому прямокутнику.  

У четвертому розділі наявна побудова області оцінювання у вигляді 

«килима» Серпінського. Порівняно результати оцінювання на першому та 

другому кроці ітерацій. 

У роботі знаходиться ілюстративні приклади розв’язку задач а також 

спосіб розв’язання задачі для «килима» Серпінського реалізацією на мові 

програмування Python.  

  



 
 

 
 

6 

6 

ВСТУП 

Останнім часом набуває популярності дослідження пов’язані з аналізом 

випадкових процесів і полів на килимі Серпінського. Серед відомих сфер 

застовування є розробки в галузях нафтових технологій, встановленні антен, 

також дослідження, пов’язані з факторами радіації та високої температури. Так, 

фрактальна антена у вигляді килиму Серпінського може бути використана для 

кращого мобільного зв’язку та Wi-Fi в телефонах. Властивості самоподібність та 

масштабна інваріантність надають можливість легко пристосуватися до різних 

частот [1]. З’являється все більше досліджень про фрактальні антени, 

використовуючи геометрію модифікованого килиму Серпінського, наприклад, у 

наступних джерелах Шарма Н. та Шарма В., Саги А. та інших [2]–[6]. 

Оцінювання випадкових полів на килимі Серпінського (інтерполяція) є 

новою та важливою темою для дослідження. Теорія про методи розв’язання 

задач лінійної оцінки стохастичних процесів була започаткована Колмогоровим 

А.M. [7]. Яглом А.M.  розглядав задачі оцінювання полів, у яких спектральну 

щільність можна було представити у вигляді дробово-раціональної функції [8], 

[9]. Також ці результати можна знайти в підручнику Ширяєва А.Н. [3, с. 450-

453]. Подальші дослідження в напрямку оцінки функціоналів від випадкових 

полів були здійснені в монографії Моклячуком М.П., Щестюк Н.Ю. [11]. У статті 

Щестюк Н.Ю., Флоренко А. Ф. та Заєць Н. було розглянуто інтерполяцiя 

випадкового поля для областi спостережень у виглядi системи вкладених 

прямокутникiв [12]. 

До цього не було розглянуто оцінювання невідомих значень на основі 

килиму Серпінського, тому реалізація цього процесу стало метою моєї роботи. У 

цій роботі було досліджено інтерполяцію пропущених значень поля в кількох 

різних випадках для того, щоб розглянути оцінювання випадкових полів на 

килимі Серпінського.  

Завданням цієї роботи є проілюструвати на власних прикладах оцінювання 

випадкових полів для одного невідомого значення, кількох на інтервалі, 
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прямокутника значень на площині та знайти оцінки для перших двох ітерацій, 

порівняти та виявити закономірності, а також створити програмний продукт 

реалізації цих прикладів. 

У першому розділі розглянуто оцінку одного пропущеного значення та 

наведено приклад розв’язання такої задачі. У другому розділі розглянуто 

оцінювання лінійного функціонала від невідомих пропущених n-значень разом з 

представленням ілюстративного прикладу з умовами аналогічними задачі в 

першому розділі. Третій розділ представляє оцінку невідомих 𝑁 ×𝑀 значень на 

площині, що представляється у вигляді прямокутника.  

Розглянутий матеріал в попередніх розділах дозволяє легше зрозуміти в 

четвертому розділі підхід оцінювання килиму Серпінського та використати для 

обчислювання оцінки. Представлено теоретичні відомості про цей фрактал, 

постановку задачі з наведенням загальних формул для обчислення та показано 

комп’ютерну реалізацію задачі на мові програмування Python з основним 

використанням бібліотеки sympy для обрахування невідомих значень за 

допомогою символів. На перших двох ітераціях «килиму» Серпінського 

порівняно їх оцінки та показано знайдені закономірності. 
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1 ОЦІНКА «ПРОПУЩЕНОГО» ЗНАЧЕННЯ  

1.1 Постановка задачі  

Нехай задано 𝜉 = {𝜉!} −	регулярна послідовність зі спектральною 

щільністю 𝑓(𝜆). Найпростішою задачею інтерполяції є задача побудови 

оптимальної (у середньоквадратичному сенсі) лінійної оцінки за результатами 

спостережень стаціонарної випадкової послідовності {𝜉!|	𝑛 = ±1,±2,… } 

«пропущеного» значення 𝜉" [3, с. 450]. 

 

Рисунок 1 – візуальна інтерпретація пропущеного значення 

 

Позначимо 𝐻"(𝜉) як	замкнений лінійний многовид, породжений зі 𝜉!, ,

𝑛 ≠ 0. Тоді відповідно до теореми [3, с. 176] довільна випадкова величина 𝜂 ∈

𝐻"(𝜉) може бути представлена у вигляді 

𝜂 = : φ(λ)
#

$#
𝑍(𝑑𝜆), 

де φ?(λ) −		спектральна характеристика, належить 𝐻"(𝐹) – замкненому 

лінійному многовиду (простір значень, серед яких шукаємо наближення), що 

породжений функціями 𝑒%&!, 𝑛 ≠ 0.  

Оцінка пропущеного значення  

𝜉"B = : φ?(λ)
#

$#
𝑍(𝑑𝜆), 

 буде оптимальною за умови, якщо   

𝐸D𝜉" − 𝜉"B D
'
→ min(𝑖𝑛𝑓) 

Тобто: 

: |1 − φ?(𝜆)|'𝐹(𝑑𝜆) → 𝑚𝑖𝑛
(

$(
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Відповідність між значеннями послідовності можна ввести через інтеграл. 

𝜉" ⟷ 𝑒%&" 

⋯ 

𝜉! ⟷ 𝑒%&! 

Зі властивостей «перпендикулярів» у гільбертовому просторі 𝐻"(𝐹) [13] 

випливає, що функція φ?(𝜆) повністю визначена двома умовами: 

1) φ?(𝜆) ∈ 𝐻"(𝐹) 

2) 1 − φ?(𝜆) ⊥ 𝐻" 

З умови 2) про перпендикулярність випливає, що:  

	: N1 − φ?(𝜆)O𝑒%!&𝑓(𝜆)𝑑𝜆 = 0, 𝑛 ≠ 0
(

$(
 

Умова про рівність нулюю виконується, лише коли решта елементів рівні 

константі: 

 

N1 − φ?(𝜆)O𝑓(𝜆) = 𝛼, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

Тож друга умова в результаті дає: 

φ? = 1 −
𝛼

𝑓(𝜆)
, (1) 

Для подальших обчислень необхідно буде виконувати розклад )
*(&)

  в ряд 

Фур’є. 

Знаходження похибки 𝛿' = 𝐸D𝜉" − 𝜉"B D
'
 можемо обчислити завдяки умові 

1), звідки нульовий коефіцієнт φ?" у розкладі Фур’є дорівнює нулю 

 

0 = : φ?"(𝜆)𝑑𝜆 = 2𝜋 − 𝛼
(

$(
:

𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

(

$(
 

Звідси випливає значення 𝛼 як: 

𝛼 =
2𝜋

∫ 𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

(
$(

, (2) 
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Тому за теоремою Колмогорова [3, с. 451] при умові мінімальності [1, 5] (є 

необхідною та достатньою умовою, за якої інтерполяція невідомих значень без 

помилок є неможливою): 

 

:
𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

$(

$(
< ∞ 

Виконуються формули (1) та (2), а також середньоквадратична похибка 

інтерполяції знаходиться за формулою: 

 

𝛿' = 𝐸D𝜉" − 𝜉"B D
'
=	: |1 − φ?(𝜆)|'𝑓(𝜆)𝑑𝜆

(

$(
= 

= |𝛼|':
𝑓(𝜆)
𝑓'(𝜆)

(

$(
=

4𝜋'

∫ 𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

(
$(

= 2𝜋𝛼, (3) 

Унаслідок цієї теореми отримуємо, якщо  

 

𝜙](𝜆) = ^ 𝐶-𝑒%&-
-./

, то	𝜉"B = ^𝐶-𝜉-
-./

 

Наприклад, якщо 𝜙](𝜆) = 2 ⋅ 𝑒%&0 + 𝑒$%&1 , то можемо встановити 

відповідність: 

 

𝑒%&0 ↔ ξ0 

𝑒$%&1 ↔ ξ$1 

 

 Отже, оцінкою є 𝜉"B = ξ0 + ξ$1 

 

1.2 Приклад інтерполяції одного «пропущеного» значення 

Нехай 𝑓(𝜆) − спектральна щільність задана: 
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𝑓(𝜆) =
1
2𝜋

1 − |𝑎|'

(1 − 𝑎𝑒$%&)'
 

 

Виразимо обернену щільність, спектральну характеристику та 𝛼: 

 
1

𝑓(𝜆)
= 2𝜋N1 − 𝑎𝑒$%&O(1 − 𝑎𝑒%&)(1 − |𝑎|')$) 

1
𝑓(𝜆)

= 2𝜋N1 + |𝑎|' − 𝑎(𝑒$%& + 𝑒%&)O(1 − |𝑎|')$) 

𝜙](𝜆) = 1 −
𝛼

𝑓(𝜆)
 

𝛼 =
2𝜋

∫ 𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

(
$(

 

 

Розкладемо обернене значення спектральної щільності в ряд Фур’є: 

 

:
𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

(

$(
= : 2𝜋N1 + |𝑎|' − 𝑎(𝑒$%& + 𝑒%&)O(1 − |𝑎|')$)𝑑𝜆

(

$(
 

=
2𝜋

(1 − |𝑎|')
: g1 + |𝑎|' − 𝑎N𝑒$%& + 𝑒%&Oh 𝑑𝜆
(

$(
 

=
2𝜋

(1 − |𝑎|')
: (1 + |𝑎|')𝑑𝜆
(

$(
− 𝑎: N𝑒$%& + 𝑒%&O𝑑𝜆

(

$(
= 

=
4𝜋'(1 + |𝑎|')
(1 − |𝑎|')

, 

де 		∫ (1 + 𝑎')𝑑𝜆(
$( = 2𝜋(1 + 𝑎'); 

а також										𝑎 ∫ N𝑒$%& + 𝑒%&O𝑑𝜆(
$( = 2

%
N−𝑒$%& + 𝑒%&O i 𝜋−𝜋 = 

=	
𝑎
𝑖
N−𝑒$%( + 𝑒%(—𝑒%( + 𝑒$%(O =

𝑎
𝑖
N−𝑒$%( + 𝑒%( + 𝑒%( − 𝑒$%(O = 

=
2𝑎
𝑖
k𝑒%( −

1
	𝑒%(

l =	 

 



 
 

 
 

12 

12 

=	[За тотожністю Ейлера: 𝑒%( + 1 = 0] = '2
%
N−1 − (−1)O = 0  

Далі проводимо обрахування значення 𝛼: 

 

𝛼 =
2𝜋

∫ 𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

(
(

=
2𝜋

4𝜋'(1 + |𝑎|')
(1 − |𝑎|')

=
(1 − |𝑎|')
2𝜋(1 + |𝑎|')

 

 

Підставляємо знайдене значення до формули спектральної 

характеристики: 

 

𝜙](𝜆) = 1 −
𝛼

𝑓(𝜆)
= 1 −

(1 − |𝑎|')
2𝜋(1 + |𝑎|')

⋅
2𝜋N1 + |𝑎|' − 𝑎(𝑒$%& + 𝑒%&)O

(1 − |𝑎|')
= 

= 1 −
N1 + |𝑎|' − 𝑎(𝑒$%& + 𝑒%&)O

(1 + |𝑎|')
=
1 + |𝑎|' − (1 + |𝑎|') + 𝑎N𝑒$%& + 𝑒%&O

(1 + |𝑎|')
 

 

У результаті отримуємо: 

𝜙](𝜆) =
𝑎

(1 + |𝑎|')
N𝑒$%& + 𝑒%&O 

𝜉"B = : 𝜙](𝜆)𝑍(𝑑𝜆)
(

$(
= :

𝑎N𝑒$%& + 𝑒%&O
(1 + |𝑎|')

𝑍(𝑑𝜆)
(

$(
= 

 

= [За наслідком теореми Колмогорова] = 2
()3|2|!)

(𝜉$) + 𝜉)) 

Похибка інтерполяції дорівнює: 

 

𝛿' = 𝐸D𝜉" − 𝜉"B D
'
= 2𝛼 =

4𝜋

∫ 𝑑𝜆
𝑓(𝜆)

(
$(

=
2𝜋(1 − |𝑎|')
2𝜋(1 + |𝑎|')

=
1 − |𝑎|'

1 + |𝑎|'
 

 

При 𝛼 = 	0.5, маємо 
𝑎

(1 + |𝑎|')
= 0.4, 𝜹𝟐	 = 	0.6 
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2 ОЦІНКА «ПРОПУЩЕНИХ» N ЗНАЧЕНЬ 

2.1 Постановка задачі 

Розглянемо інтерполяцію лінійного функціонала від стаціонарної 

випадкової послідовності з набором пропущених значень на деякому інтервалі, 

де 𝜉 = {𝜉!} −	регулярна послідовність зі спектральною щільністю 𝑓(𝜆).  

 

 

Рисунок 2 – візуальна інтерпретація “пропущених” N значень 

 

 

Нехай нам задано функціонал 𝐴/ з відомими коефіцієнтами 𝑎-: 

 

𝐴/ = ^𝑎-𝜉-

/

-6"

 

Скористуємося раніше згаданою властивістю встановлення відповідності 

між значеннями послідовності: 

 

𝐴/(𝑒%&-) = ^𝑎-𝑒%&-
/

-6"

 

 

Необхідно знайти оцінку пропущених значень та похибку інтерполяції. 

Нагадаємо, функція спектральної характеристики φ?(𝜆) повністю 

визначається двома умовами: 

 

1) φ?(𝜆) ∈ 𝐻$"(𝐹) 
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2) Nφ(𝜆) − φ?(𝜆)O ⊥ 𝐻$" 

Геометричний зміст умови мінімальності, введеної Колмогоровим [14],  

полягає в тому, щоб довжина перпендикуляра ℎ = φ(𝜆) − φ?(𝜆) не дорівнювала 

нулю. Унаслідок безпомилкова інтерполяція даних пропущених не буде 

траплятися. 

 

 

Рисунок 3 – зображення проекції на Гілбертів простір, яка є оптимальною 

оцінкою пропущених значень 

 

Завдяки другої умови для спектральної характеристики про 

перпендикулярність отримуємо: 

 

: ig𝐴/N𝑒%&-O − ℎN𝑒%&-Ohi
'
𝑒%&!	𝑓(𝜆)𝑑𝜆 = 0,

(

$(
 

Далі з цього випливає рівність (для спрощення запису будемо надалі 

користуватися без вмісту дужок вказаних символів) 

 

(𝐴/ − ℎ)𝑓(𝜆) = 𝐶/, 𝑘 ∉ [0, 𝑁] 
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𝐴/ − ℎ =
𝐶/
𝑓

 

Отже, отримали значення спектральної характеристики: 

 

ℎ = 𝐴/ −
𝐶/
𝑓
, (1) 

де вектор 𝐶/ визначається 

𝐶/N𝑒%&-O = ^𝑐-𝑒%&-
/

-6"

 

З умови 1) можемо знайти коефіцієнти C/ в розкладі ℎ = 0 для 𝑛 = 1,𝑁xxxxx 

 

1
2𝜋

: ℎ(𝜆)𝑑𝜆 = 0	
(

$(
 

 

Підставляючи замість ℎ = 	𝐴/ −
7"
*

,  знаходимо рівність 

 

: k𝐴/ −
𝐶/
𝑓
l 𝑑𝜆 = 0	

(

$(
 

𝐴/ =
𝐶/
𝑓

 

 

Далі можемо розписати у вигляді рядів для подальшого обчислення: 

 

^𝑎-𝑒%&-
/

-6"

=^𝑐-𝑒%&-
/

-6"

N…+ 𝑟$'𝑒$'%& + 𝑟$)𝑒$%& + 𝑟" + 𝑟)𝑒%& + 𝑟'𝑒'%& +	… O 

 

Можемо виразити, що стоїть при кожному 𝑒%&- для розуміння, як 

виглядатиме матриця коефіцієнтів при векторі 𝑐: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑒": 𝑎" = 𝑐"𝑟" + 𝑐)𝑟$) + 𝑐'𝑟$' +⋯+ 𝑐/𝑟$/3"
𝑒%&: 𝑎) = 𝑐"𝑟) + 𝑐)𝑟" + 𝑐'𝑟$)⋯+ 𝑐/𝑟$/3)
𝑒'%&: 𝑎' = 𝑐"𝑟' + 𝑐)𝑟) + 𝑐'𝑟" +⋯+ 𝑐/𝑟$/3'

…
𝑒/%&: 𝑎/ = 𝑐"𝑟/ + 𝑐)𝑟/$) + 𝑐'𝑟/$' +⋯+ 𝑐/𝑟$/3/

 

 

У матричному вигляді матимемо: 

 

�
𝑎"
⋯
𝑎/
� = �

𝑟"		𝑟$) ⋯ 𝑟$/
⋮ ⋱ ⋮

𝑟/		𝑟/$) ⋯ 𝑟"
��

𝑐"
⋯
𝑐/
� 

 

або в скороченому форматі: 

 

𝑎⃗ = 𝑅 ⋅ 𝑐 

Звідси можемо виразити 𝑐:	

 

𝑐 = 𝑅$1 ⋅ 𝑎⃗ 

 

Далі можемо виразити спектральну характеристику, загальний вигляд 

оцінки функціоналу та похибку оцінювання: 

 

ℎ(𝜆) = 𝐴	–^(𝑅$)𝑎⃗)-𝑒%-&
8∈:

 

 

 

Оцінка пропущених значень може бути знайдена наступним чином: 

 

𝐴�!𝜉 = : ℎ(𝜆)𝑍(𝑑𝜆)
(

$(
= : g𝐴	–	𝑅$)𝑎⃗𝑒;&�����⃗ h 𝑍(𝑑𝜆)

(

$(
= 
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Спектральна характеристика ℎ(𝜆) оптимальної лiнiйної оцiнки 

функцiонала 𝐴-𝜉 мiнiмiзує середньоквадратичну похибку. Тому похибка 

інтерполяції дорівнює [12]: 

 

𝛿' = Δ(ℎ(𝑓), 𝑓) = min
<∈=#$(>)

(ℎ(𝑓), 𝑓) = 𝐸D𝐴! − 𝐴�!D
'
=

1
4𝜋'

:
|𝐶/(𝜆)|'

𝑓'(𝜆)

$(

$(
 

 

 

2.2 Приклад інтерполяції N «пропущених» значень 

Нехай задано спектральну щільність: 

 

𝒇(𝝀) =
1
2𝜋

1
(1 − 𝛼𝑒$%&)'

 

 

Знаходимо обернену спектральну щільність для подальших обчислювань: 

 
1

𝑓(𝜆)
= 2𝜋N1 − 𝛼𝑒$%&O(1 − 𝛼𝑒%&) 

1
𝑓(𝜆)

= 2𝜋 g1 + 𝛼' − 𝛼N𝑒$%& + 𝑒%&Oh 

 

Визначаємо коефіцієнти розкладу спектральної щільності в ряд Фур’є: 

 

𝑟" = 1 + 𝛼' 

𝑟$) = 𝑟) = −𝛼 

𝑟- = 0, 𝑘 ∈ 𝑍 ∕ 𝐾 

𝐾 = {−1,0,1} 

 

Загальний запис оберненої спектральної щільності: 
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1

𝑓(𝜆)
= 2𝜋^𝑟?𝑒%?&

?

	 

 

Серед наших задач з’ясувати вектор 𝑐 та значення 𝐻, що є спектральною 

характеристикою: 

 

𝑐	−	?	 

𝐻	−	?	 

 

Зі знайдених раніше коефіцієнтів оберненої спектральної щільності 

створюємо матрицю R для того, щоб знайти 𝑐 , використовуючи теорію згадану 

раніше в цьому розділі: 

 

⎝

⎜
⎛

𝑎"
𝑎)
𝑎'
⋮
𝑎/⎠

⎟
⎞
= 2π ⋅

⎝

⎜
⎜
⎛

(1 + α') −α 0 0 ⋯ 0
−α (1 + α') −α 0 ⋯ 0
⋯ ⋱ ⋱ ⋱ ⋯ ⋮
0	 ⋯ −α (1 + α') −α ⋯ 0
⋯ ⋱ ⋱ ⋱ ⋯ ⋮
0 ⋯ ⋯ 0 −α (1 + α')⎠

⎟
⎟
⎞

⎝

⎜
⎛

𝑐"
𝑐)
𝑐'
⋮
𝑐/⎠

⎟
⎞

 

 

𝑎⃗ = 𝑅𝑐 

𝑐 = 𝑅$)𝑎⃗ 

	 

Звідси можемо виразити спектральну характеристику: 

 

ℎ(𝜆) = 𝐴/(𝜆) − 𝑓$)(𝜆) ×^(𝑅$)𝑎@xxxx)(-)
-∈@

𝑒%-&

=^𝑎-

!

-6"

𝑒%-&– N𝑟"𝑒" + 𝑟$)𝑒$%-& + 𝑟)𝑒%-&O^ 𝑐-

!

-6"

𝑒%-& 
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Оцінка пропущених значень може бути знайдена наступним чином: 

 

𝐴�!𝜉 = : ℎ(𝜆)𝑍(𝑑𝜆)
(

$(
=^𝑎-

!

-6"

𝜉- − N𝑟"𝑒" + 𝑟$)𝑒$%-& + 𝑟)𝑒%-&O^𝑐-

!

-6"

𝜉- 

 

Спектральна характеристика h(λ) оптимальної лiнiйної оцiнки 

функцiонала A_kξ мiнiмiзує середньоквадратичну похибку [12]. Тому похибка 

інтерполяції дорівнює: 

 

𝛿' = Δ(ℎ(𝑓), 𝑓) = min
<∈=#$(>)

(ℎ(𝑓), 𝑓) = 𝐸D𝐴! − 𝐴�!D
'
=

1
4π'

:
|𝐶@(λ)|'

𝑓'(λ)

$#

$#
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3 ОЦІНКА «ПРОПУЩЕНИХ» NXM ЗНАЧЕНЬ 

3.1 Постановка задачі 

Задачею є інтерполяція лінійного функціонала від однорідного 

випадкового поля з областю оцінювання (пропущеними значеннями) у деякому 

прямокутнику. 

 

 

Рисунок  1 - візуальна інтерпретація “пропущених” NxM значень на площині у 

вигляді прямокутник. Сині точки є невідомі значення для оцінювання, червоні – 

відомі.  

 

Спостерігаємо однорідне поле 𝜉(𝑘, 𝑗), задане на області  𝐾 = {(𝑘, 𝑗): 𝑘 ∈

𝑍\{0,1,⋯𝑛}	, 𝑗 ∈ 𝑍	\{0,1,⋯𝑚}}. За невідомими значеннями поля у цій області 

складається лінійний функціонал: 
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𝐴/A = ^ 𝑎-,C

!,D

-,C6"

𝜉(𝑘, 𝑗)	, 

де 𝑎-,C – відомі коефіцієнти 

Необхідно оцінити значення функціонала 𝐴/A�. Вважатимемо, що поле 

спостерігається без шуму (для інших варіантів було також розглянуто в роботі 

[11])  

Спектральна характеристика оцінки 𝐻/A: 

 

𝐻/AN𝑒%(&-3EC)O = ^ ℎ-,C
-,C∉@

𝑒%(&-3EC)	, 

 

де ℎ-,C – необхідно знайти для оцінки 

 

𝐴�/A = : : 𝐻
(

$(
𝑑𝑍(𝜆, 𝜇)

(

$(
 

 

Використовуючи умову 2) про перпендикулярність, виводимо значення 

ℎ/A: 

 

: : |𝐴/A − 𝐻/A|𝑓(𝜆, 𝜇)𝑑𝜆𝑑𝜇
(

$(

(

$(
= 0 

|𝐴/A − 𝐻/A|𝑓(𝜆, 𝜇) = 𝐶/A(𝜆, 𝜇),								(𝑘, 𝑗) ∉ 𝐾	 

𝐻/A = 𝐴/A −
𝐶/A
𝑓(𝜆, 𝜇)

 

 

За умовою 1) можемо виразити значення 𝐶/A: 

1
4𝜋'

: : ℎ(𝜆, 𝜇)𝑑𝜆𝑑𝜇
(

$(

(

$(
= 0		 → 
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: : �𝐴/A −
𝐶/A
𝑓(𝜆, 𝜇)

� 𝑑𝜆𝑑𝜇
(

$(

(

$(
= 0 → 

 

𝐴/A = 𝐶/A 	
1

𝑓(𝜆, 𝜇)
 

𝐶/A = 𝐴/A 	
1

𝑓(𝜆, 𝜇)
 

 

^^𝑎-C

A

C6"

𝑒%(&-3EC)
/

-6"

=

=^^𝑐-C

A

C6"

𝑒%(&-3EC)
/

-6"

N…+ 𝑟$)"𝑒$%& + 𝑟"" + 𝑟")𝑒%E + 𝑟)"𝑒%&

+ 𝑟))𝑒%(&3E) +	… O 

 

У скороченому вигляді можемо записати систему лінійний рівнянь 

відносно вектора 𝑐, що буде виглядати як 
	
𝑎⃗ = 𝑅𝑐, 

 

Де 𝑅	– матриця коефіцієнтів розкладу оберненої функції спектральної 

щільності в ряд Фур’є, розмірністю 𝑁𝑀 × 𝑁𝑀, що визначається наступною 

формулою: 

 

𝑏-C =
1
2𝜋

: 𝑒%(C$-)&
1

𝑓(𝜆, 𝜇)
𝑑𝜆

(

$(
 

 
 

А сама матриця матиме вигляд: 
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⎝

⎜
⎜
⎛

𝑎!,!
𝑎!,#
𝑎!,$
⋮
𝑎#,!
⋮ 𝑎%,&⎠

⎟
⎟
⎞
=

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑐!,!
𝑐!,#
𝑐!,$
⋮
𝑐#,!
⋮ 𝑐%,&⎠

⎟
⎟
⎞
⋅ 𝑅 

 
де матриця 𝑅 може бути записана наступним чином: 
 
 

𝑅 =

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑟!,! 𝑟!,'# 𝑟!,'$ ⋯ 𝑟'#,! 𝑟'#,'# 𝑟'#,'$ ⋯ 𝑟'%,'&
𝑟!,# 𝑟!,! 𝑟!,'# ⋯ 𝑟'#,# 𝑟'#,! 𝑟'#,'# ⋯ 𝑟'%,'&(#
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑟#,! 𝑟#,'# 𝑟#,'$ ⋯ 𝑟!,! 𝑟!,'# 𝑟!,'$ ⋯ 𝑟'%(#,'&
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑟%,& 𝑟%,&'# 𝑟%,&'$ ⋯ 𝑟%'#,& 𝑟%'#,&'# 𝑟!,'$ ⋯ 𝑟'%(%,&'&⎠

⎟
⎟
⎞

 

 

Визначаємо коефіцієнти при 	e%(&-3EC): 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ e": a"" = c""r"" + c")r"$) +⋯+ c)"r$)" + c))r$)) +⋯+ cGHr($G,$H)

eIJ: a") = c""r") + c")r"" +⋯+ c)"r$)) + c))r$)" +⋯+ cGHr($G,$H3))
	
…
	

eIK: a)" = c""r)" + c")r)$) +⋯+ c)"r"" + c))r"$)⋯+ cGHr($G3),$H)
…
	

eGIK3H8K: aGH = c""rGH + c")rG,H$) +⋯+ c)"rG$),H +⋯+ cGHr(",")
	

 

 

a�⃗ = 𝑅c⃗ 

c⃗ = 𝑅$)a�⃗ 	 

ℎ/A = a�⃗ − 𝑅$)a�⃗ ⋅
1

𝑓(𝜆, 𝜇)
 

 

 

3.2 Приклад інтерполяції NxM «пропущених» значень 

Нехай задано наступну функцію спектральної щільності:  
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𝑓(𝜆, 𝜇) =
1
4𝜋'

1
|1 − 𝛼𝑒$%&|'

⋅
1

|1 − 𝛽𝑒$%E|'
 

1
𝑓(λ, µ)

= 4π'N1 − α𝑒$%KO
'
N1 − β𝑒$%JO

'
 

1
𝑓(𝜆, 𝜇)

= 4𝜋'N1 − 𝛼𝑒$%&O(1 − 𝛼𝑒%&)N1 − 𝛽𝑒$%EO(1 − 𝛽𝑒%E) 

1
𝑓(λ, µ)

= 4π' g1 + α' − αN𝑒$%K + 𝑒%KOh g1 + β' − βN𝑒$%J + 𝑒%JOh 

 

𝑟"," = 4𝜋'(1 + 𝛼')(1 + 𝛽') 

𝑟",$) = 𝑟",) = −4𝜋'𝛽(1 + 𝛼') 

𝑟$)," = 𝑟)," = −4𝜋'𝛼(1 + 𝛽') 

𝑟),) = 𝑟),$) = 𝑟$),) = 𝑟$),$) = 4𝜋'𝛼𝛽 

𝑟-C =
1
4𝜋'

: :
1

𝑓(𝜆, 𝜇)
𝑒%(-&3CE)

(

$(

(

$(
𝑑𝜆𝑑𝜇 = 0 

 

Винісши за дужки 4𝜋'	отримуємо матрицю R зі загальною картиною: 

	

⎝

⎜
⎜⎜
⎛

(1 + 𝛼!)(1 + 𝛽!) −𝛽(1 + 𝛼!) 𝑟",$! ⋯ 𝑟$%," 𝑟$%,$% 𝑟$%,$! ⋯ −𝛼(1 + 𝛽!)
−𝛽(1 + 𝛼!) (1 + 𝛼!)(1 + 𝛽!) −𝛽(1 + 𝛼!) ⋯ 𝑟$%,% 𝑟$%," 𝑟$%,$% ⋯ 𝛼𝛽

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑟%," 𝑟%,$% 𝑟%,$! ⋯ (1 + 𝛼!)(1 + 𝛽!) −𝛽(1 + 𝛼!) 𝑟",$! ⋯ 𝑟$&'%,$(
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

−𝛼(1 + 𝛽!) 𝛼𝛽 𝑟&,($! ⋯ 𝑟&$%,( 𝑟&$%,($% 𝑟",$! ⋯ (1 + 𝛼!)(1 + 𝛽!)⎠

⎟
⎟⎟
⎞
 

 

Діагональним елементом є: 𝑟"," = (1 + 𝛼')(1 + 𝛽') 

Координати по боках: 𝑟",$) = 𝑟",) = −𝛽(1 + 𝛼') 

В нижньому та верхньому трикутнику діагональ з діагональним 

елементом: 𝑟$)," = 𝑟)," = −𝛼(1 + 𝛽') 

Координати по боках 𝑟),) = 𝑟),$) = 𝑟$),) = 𝑟$),$) = 𝛼𝛽 менших діагоналей. 

Усі інші значення матриці є нульовими. 

 

Нехай у нас будуть невідомі значення для розмірності 𝑁 = 2,𝑀 = 2. 
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Знайдемо оцінку функціонала  

𝐴@𝜉 =^^𝑎-,C

)

"

)

"

𝜉-,C 

 

Сам функціонал виглядатиме таким чином: 

 

𝐴(𝜆, 𝜇) = 𝑎(",") + 𝑎(),")𝑒%& + 𝑎(",))𝑒%E + 𝑎(),))𝑒%&3%E 

 

Спектральну характеристику оптимальної оцінки можна обчислити за 

формулою 

 

ℎ(𝑓) = 𝐴(𝜆, 𝜇) − 𝑓$)(𝜆, 𝜇)𝐶(𝜆, 𝜇) 

 

Оскільки 

 

𝑓$1(𝜆, 𝜇)𝐶(𝜆, 𝜇) = 

= N𝑟"" + 𝑟)"𝑒%& + 𝑟")𝑒%E + 𝑟)$)𝑒%(&$E) + 𝑟))𝑒%(&3E)O ⋅ �^^𝑐!-
-6"!6"

𝑒!%K3%J-� 

	

 То можемо виразити 𝑐-C з цієї системи рівнянь  

 

£

𝑎"" = 𝑟""𝑐"" + 𝑟"$)𝑐") + 𝑟$)"𝑐)" + 𝑟$)$)𝑐))
𝑎") = 𝑟")𝑐"" + 𝑟""𝑐") + 𝑟$))𝑐)" + 𝑟$)"𝑐))
𝑎)" = 𝑟)"𝑐"" + 𝑟)$)𝑐") + 𝑟""𝑐)" + 𝑟"$)𝑐))
𝑎)) = 𝑟))𝑐"" + 𝑟)"𝑐") + 𝑟")𝑐)" + 𝑟""𝑐))

 

¤

a","
a",)
a),"
a),)

¥ = ¤

r"," r",$) r$)," r$),$)
r",) r"," r$),) r$),"
r)," r),$) r"," r",$)
r),) r)," r",) r","

¥ ⋅ ¤

c","
c",)
c),"
c),)

¥ 

 

Звідси можемо, підставивши значення 𝑟 та 𝑎, отримати  
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с⃗ = [0.177/𝜋, 0.586/𝜋, −1.600/𝜋, −0.074/𝜋] 

 

Далі можемо обрахувати за формулою ℎ: 

ℎ = 𝐴-(λ, µ) − 𝑓L
$)(λ, µ) ×^(𝑅@$)𝑎@xxxx)-,C	𝑒%(-&3CE)

)

-6"

 

 

1
𝑓(𝜆, 𝜇)

= 4𝜋'^^𝑟-,C	e(&-3EC)
A

C6"

/

-6"

	 

 

З системи 𝐴/A = 𝑅𝐶/A,  

де R – матриця з заданими коефіцієнтами 𝑟(𝑖, 𝑗), 𝑖, 𝑗 ∈ {−1,0,1} 

Отримуємо вектор 𝐶/A = 𝑅$)𝐴/A 

 

𝐶@(λ, µ) = ^ 𝑐(-,C)𝑒%(-K3CJ)
(-,C)∈@

= ^ (𝑅$)𝑎@����⃗ )(-,C)
(-,C)∈@

𝑒%(-K3CJ)

= 𝑐"" + 𝑐")𝑒%J + 𝑐)"𝑒%K + 𝑐))𝑒%(K3J) 

     

Спектральна характеристика:  

 

ℎ/A(𝜆, 𝜇) = 𝐴@(𝜆, 𝜇) − 𝑓$)(𝜆, 𝜇) × 𝐶@(𝜆, 𝜇)

= 𝑎"" + 𝑎)"𝑒%& + 𝑎")𝑒%E + 𝑎))𝑒%(&3E)

− N𝑟"" + 𝑟)"𝑒%& + 𝑟$)"𝑒$%& + 𝑟")𝑒%E + 𝑟"$)𝑒$%E + 𝑟)$)𝑒%(&$E)

+ 𝑟$))𝑒%($&3E) + 𝑟))𝑒%(&3E) + 𝑟$)$)𝑒%($&$E)O

⋅ N𝑐"" + 𝑐")𝑒%E + 𝑐)"𝑒%& + 𝑐))𝑒%(&3E)O 

 

Унаслідок спрощення формул: 
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𝑎"" − 𝑟""𝑐"" − 𝑟"$)𝑐") − 𝑟$)$)𝑐)) − 𝑟$)"𝑐)" = 0 

𝑎)" − 𝑟)"𝑐"" − 𝑟)$)𝑐") − 𝑟""𝑐)" − 𝑟"$)𝑐)) = 0 

𝑎") − 𝑟")𝑐"" − 𝑟""𝑐") − 𝑟$))𝑐)" − 𝑟$)"𝑐)) = 0 

𝑎)) − 𝑟))𝑐"" − 𝑟)"𝑐") − 𝑟")𝑐)" − 𝑟""𝑐)) = 0 

 

Отримуємо шукану лінійну оцінку функціонала 

 

A:«ξ = : : ℎ]
(

$(
𝑑𝑍(𝜆, 𝜇)

(

$(
= 

= ξ$)," ⋅ (−r$)"c"" − r$)$)c")) + ξ",$) ⋅ (−r"$)c"" − r$)$)c)") + ξ',"
⋅ (−r)"c)" − r)$)c))) + ξ",' ⋅ (−r")c") − r$))c))) + ξ$),)
⋅ (−r$))c"" − r$)"c")) + ξ),$) ⋅ (−r)$)c"" − r"$)c)") + ξ$),$)
⋅ (−r$)$)c"") + ξ',) ⋅ (−r))c)" − r)"c))) + ξ',$) ⋅ (−r)$)c)") + ξ),'
⋅ (−r))c") − r")c))) + ξ$),' ⋅ (−r$))c")) + ξ',' ⋅ (−r))c))) 

 

Отримали по колу навколо заданих точок через задану спектральну 

щільність, що є добутком авторегресій  першого порядку, як детальніше описано 

в роботі Флоренко А. [12]. Далі можемо число помножити на знайдене значення 

в цій точці (𝜆, 𝜇), тобто використати коефіцієнт та замінити на значення замість  

𝜉&,E. 

Після комп’ютерної реалізації цього кроку при α = 0.3, β = 0.5, 𝑎%C = 1, 

маємо такий результат: 

 

ℎ/A(𝜆, 𝜇) = −0.133𝑒'%M − 0.133𝑒%M3'%D − 0.325𝑒%M3%D + 0.385𝑒%M − 0.193𝑒%M$%D
− 0.193𝑒0%D + 0.325𝑒'%D + 0.133𝑒%D + 0.325𝑒" − 0.193𝑒 − 𝑖𝑚 
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4 ПОБУДОВА ОБЛАСТІ ОЦІНЮВАННЯ У ВИГЛЯДІ ВАРІАЦІЇ КИЛИМА 

СЕРПІНСЬКОГО 

4.1 Теоретичні відомості про «килим» Серпінського 

Базовий килим Серпінського – це фрактал підмножини [0,1]' визначений 

аналогічно для класичної множини Кантора, окрім того, що видаляється середній 

квадрат з блоку 3 × 3 [15].  

 

 
Рисунок  2 – килим Серпінського [16] 

 

Побудова килиму Серпінського відбувається ітеративно. 

Використовується квадрат, який надалі ділиться на 9 конгруентних підквадратів, 

утворюють сітку три на три. Після чого центральний підквадрат видаляється. 

Процедура використовується рекурсивно далі до залишених 8 квадратів. Те, що 

залишається після завершення нескінченної процедури й буде називатися 

килимом Серпінського. 

Як і більшості фракталів йому властива самоподібність: при розгляді 

маленької ділянки килиму за збільшеним масштабом це не призводить до 

спрощення малюнку, навпаки буде спостерігатися така ж складна картина, що 

була на початку. Також площа цієї фігури буде рівна нулю. Площі вирізуваних 

фігур формують геометричну прогресію з початковим елементом 1/9 та 
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знаменником 8/9. Крок за кроком ми вирізуємо все більшу кількість квадратів аж 

до нескінченності, і, підсумувавши, отримуємо площу вирізаних фігур: 

 

1
9
­1 +

8
9
+ k

8
9
l
'
+ k

8
9
l
0
+⋯® = 1 

 

До того ж важливо бути згадати про кілька властивостей килима 

Серпінського:  

• його внутрішність є порожньою 

• Гаусдорфова розмірність килима є MNOP
MNO0

≈ 1.8928 

• У роботі самого Серпінського було показано, що його килим — це 

універсальна плоска крива. Килим є компактною підмножиною 

площини з Лебеговою розмірністю (топологічною) рівною 1, і кожна 

підмножина площини з цими властивостями гомеоморфна деякій 

підмножині килима Серпінського. 

 

Останнім часом поширюється все більший інтерес до теми броунівського 

руху на килимі Серпінського. Мартін Барлоу та Річард Басс показали, що 

випадкове блукання по килиму Серпінського поширюється повільніше, ніж 

необмежена випадкова блукання в площині [15]. Останній досягає середньої 

відстані, пропорційної √𝑛 після n кроків, але випадкове блукання на 

дискретному килимі Серпінського досягає лише середньої відстані, 

пропорційної 𝛽√𝑛	для деякого 𝛽	 > 	2. Вони також показали, що це випадкове 

блукання задовольняє більшому відхиленню нерівності (так звані «субгаусові 

нерівності») та те, що вона задовольняє еліптичній нерівності Гарнака, не 

задовольняючи параболічній. Існування такого прикладу було відкритою 

проблемою протягом багатьох років. 

Необхідність використання все більшої кількості безпровідних технології 

призвела до потреби пошуку кращих дизайнів антен, які могли б збільшити 
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пропускну здатність та діапазон частот. Тому й виник збільшений інтерес до 

фрактальних антени, оскільки вони відрізняються меншою вартістю, оскільки зі 

збільшенням ітерацій зменшується площа використання матеріалів, невелику 

дослідженість та складність налаштування. 

Активно проводяться дослідження про ефективність різних варіацій 

килима Серпінського для фрактальних антен, як наприклад в роботі Сінгх, Ягтар 

& Каур, Гурпріт & Сарао, Амандіп [4], а також Гунта Маніша [17]. 

 

4.2 Постановка задачі 

Для дослідження було взято стандартний килим Серпінського з метою 

простоти використання наявних властивостей. 

 

  
Рисунок 4 – нульова та перша ітерація килима Серпінського 

Для першої ітерації килима Серпінського знаходимо значення 

пропущеного поля 𝑁/3	 × 𝑁/3. Спостерігаємо однорідне поле 𝜉(𝑘, 𝑗), задане на 

області  𝐾 = {(𝑘, 𝑗): 𝑘 ∈ 𝑍\{0,1, 2}	, 𝑗 ∈ 𝑍	\{0,1, 2}}. За невідомими значеннями 

поля у цій області складається лінійний функціонал, коли коефіцієнти А відомі:  

 

𝐴@ξ = ^ 𝑎(-,C)
(-,C)∈@

ξ(𝑘, 𝑗) 

 

Необхідно оцінити значення функціонала 𝐴/A�. 

Спектральна характеристика оцінки 𝐻/A: 
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𝐻/AN𝑒%(&-3EC)O = ^ ℎ-,C
-,C∈	@

𝑒%(&-3EC) 

 

де K є квадратом 3x3. 

Заданою спектральною щільністю є: 

𝑓(λ, µ) =
1
4π'

1
|1 − α𝑒$%K|'

1
|1 − β𝑒$%J|'

 

 

  
 

Рисунок 5  – перша та друга ітерація килима Серпінського 

 

Для другої ітерації килима Серпінського знаходимо 8 пропущених полів 

розміром 𝑁/9	 × 𝑀/9 . Обраховуємо через суму всіх пропущених полів оцінку. 

Функціоналом буде cума по області D. що є сукупністю квадратних областей з 

координатами, а також вміщує в собі один центральний квадрат та 8 одинарних 

квадратів, що розміщуються навколо більшого. 

Отримаємо такий вигляд функціонала A: 

 

𝐴Rξ  =   ^ 𝑎(-,C)
(-,C) ∈ R

ξ(𝑘, 𝑗) 

 

Область точок на площині при певній заданій центральній точці (a,b): 
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𝐷 = {(𝑘, 𝑗) ∣ (𝑎 ± 𝑐, 𝑏 ± 𝑑), 𝑐, 𝑑 ∈ {0,1} ∪ (𝑎 ± 𝑐, 𝑏 ± 𝑑), 𝑐, 𝑑 ∈ {0,2} 

 

Центральною точкою є (a,b). Для формування першої ітерації ми оформлювали 

квадрат 3x3 для оцінювання. Його точки будуть формуватися методом 

(𝑎 ± c, 𝑏 ± d), 𝑘 ∈ {0,1}. Для формування другої ітерації додаємо ще точки 1x1 

для оцінювання. Ці точки будуть формуватися методом (𝑎 ± c, 𝑏 ± d), c, d ∈ {0,2} 

(без центральної точки).   

Нам відомо коефіцієнти при функціоналі та спектральна щільність 

залишається однаковою як для першої ітерації. Необхідно знайти оцінку 

функціонала. 

 

4.3 Розв’язання задачі першої та другої ітерацій килима Серпінського 

А) Перша ітерація килима Серпінського 

Для формування першої ітерації ми оформлюємо центральний квадрат 3x3 

(де число є кількістю точок на стороні квадрата) для оцінювання на площині 

розміром 6x6. 
1

𝑓(λ, µ)
= 4π'N1 − α𝑒$%KO

'
N1 − β𝑒$%JO

'
 

1
𝑓(λ, µ)

= 4π' g1 + α' − αN𝑒$%K + 𝑒%KOh g1 + β' − βN𝑒$%J + 𝑒%JOh 

𝑟"," = 4π'(1 + α')(1 + β') 

𝑟",$) = 𝑟",) = 4π'(1 + α') 

𝑟$)," = 𝑟)," = 4π'α(1 + β') 

𝑟),) = 𝑟),$) = 𝑟$),) = 𝑟$),$) = 4π'α 

 

Позначимо 𝑓$) = 𝑅 

𝑎@����⃗ = 𝑅 ∗ 𝑐 

𝑐 = 𝑅$) ∗ 𝑎@����⃗  
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⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑎!,!
𝑎!,#
𝑎!,$
𝑎#,!
𝑎#,#
𝑎#,$
𝑎$,!
𝑎$,#
𝑎$,$⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑟!,! 𝑟!,'# 𝑟!,'$ 𝑟'#,! 𝑟'#,'# 𝑟'#,'$ 𝑟'$,! 𝑟'$,# 𝑟'$,'$
𝑟!,# 𝑟!,! 𝑟!,'# 𝑟!,'$ 𝑟'#,! 𝑟'#,'# 𝑟'$,# 𝑟'$,! 𝑟'$,'#
𝑟!,$ 𝑟!,# 𝑟!,! 𝑟'#,$ 𝑟'#,# 𝑟'#,! 𝑟'$,$ 𝑟'$,# 𝑟'$,!
𝑟#,! 𝑟#,'# 𝑟#,'$ 𝑟!,! 𝑟!,'# 𝑟!,'$ 𝑟'#,! 𝑟'#,'# 𝑟'#,'$
𝑟#,# 𝑟#,! 𝑟#,'# 𝑟!,# 𝑟!,! 𝑟!,'# 𝑟'#,# 𝑟'#,! 𝑟'#,'#
𝑟#,$ 𝑟#,# 𝑟#,! 𝑟!,$ 𝑟!,# 𝑟!,! 𝑟'#,$ 𝑟'#,# 𝑟'#,!
𝑟$,! 𝑟$,'# 𝑟$,'$ 𝑟#,! 𝑟#,'# 𝑟#,'$ 𝑟!,! 𝑟!,'# 𝑟!,'$
𝑟$,# 𝑟$,! 𝑟$,'# 𝑟#,# 𝑟#,! 𝑟#,'# 𝑟!,# 𝑟!,! 𝑟!,'#
𝑟$,$ 𝑟$,# 𝑟$,! 𝑟#,$ 𝑟#,# 𝑟#,! 𝑟!,$ 𝑟!,# 𝑟!,! ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⋅
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⎜
⎜
⎜
⎛
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Рисунок 6 - зображення матриці коефіцієнтів розкладу спектральної 

щільності в ряд Фур’є для задачі першої ітерації «килима» Серпінського 

𝐴@(λ, µ) = ^ 𝑎(-,C)𝑒%(-K3CJ)
(-,C)∈@

= 𝑎"," + 𝑎",)𝑒%J + 𝑎",'𝑒'%J + 𝑎),"𝑒%K  + 𝑎),)𝑒%(K3J) + 𝑎),'𝑒%(K3'J)

+ 𝑎',"𝑒'%K + 𝑎',)𝑒%('K3J) + 𝑎','𝑒%('K3'J) 

𝑓$)(λ, µ) = 𝑟"" + 𝑟)"𝑒%K + 𝑟$)"𝑒$%K + 𝑟")𝑒%J + 𝑟"$)𝑒$%J + 𝑟)$)𝑒%(K$J)

+ 𝑟$))𝑒%($K3J) + 𝑟))𝑒%(K3J) + 𝑟$)$)𝑒%($K$J) 

 

𝐶@(λ, µ) = ^ 𝑐(-,C)𝑒%(-K3CJ)
(-,C)∈@

= ^ (𝑅$)𝑎@����⃗ )(-,C)
(-,C)∈@

𝑒%(-K3CJ)

= 𝑐"," + 𝑐",)𝑒%J + 𝑐",'𝑒'%J + 𝑐),"𝑒%K + 𝑐),)𝑒%(K3J) + 𝑐),'𝑒%(K3'J)

+ 𝑐',"𝑒'%K + 𝑐',)𝑒%('K3J) + 𝑐','𝑒%('K3'J) 

 

Спектральна характеристика: 
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ℎ(λ, µ) = 𝐴@(λ, µ) − 𝑓$)(λ, µ) × 𝐶@(λ, µ) 

 

Унаслідок спрощення формул: 

 

𝑎"" − 𝑟""𝑐"" − 𝑟"$)𝑐",) − 𝑟$)"𝑐)," − 𝑟$)$)𝑐),) = 0 

𝑎)" − 𝑟)"𝑐"," − 𝑟)$)𝑐",) − 𝑟""𝑐)," − 𝑟"$)𝑐),) − 𝑟$)"𝑐'," − 𝑟$)$)𝑐',) = 0 

𝑎'," − 𝑟)"𝑐)," − 𝑟)$)𝑐),) − 𝑟""𝑐'," − 𝑟"$)𝑐',) 	= 	0 

𝑎") − 𝑟")𝑐"," − 𝑟""𝑐",) − 𝑟"$)𝑐",' − 𝑟$))𝑐)," − 𝑟$)"𝑐),) − 𝑟$)$)𝑐),' = 0 

𝑎",' − 𝑟")𝑐",) − 𝑟""𝑐",' − 𝑟$))𝑐),) − 𝑟$)"𝑐),' = 0 

𝑎),) − 𝑟))𝑐"," − 𝑟)"𝑐",) − 𝑟)$)𝑐",' − 𝑟")𝑐)," − 𝑟""𝑐),) − 𝑟"$)𝑐),' − 𝑟$))𝑐',"
− 𝑟$)"𝑐',) − 𝑟$)$)𝑐',' = 0 

𝑎),' − 𝑟))𝑐",) − 𝑟)"𝑐",' − 𝑟")𝑐),) − 𝑟""𝑐),' − 𝑟$))𝑐',) − 𝑟$)"𝑐',' = 0 

𝑎',) − 𝑟))𝑐)," − 𝑟)"𝑐),) − 𝑟)$)𝑐),' − 𝑟")𝑐'," − 𝑟""𝑐',) − 𝑟"$)𝑐',' = 0 

𝑎',' − 𝑟))𝑐),) − 𝑟)"𝑐),' − 𝑟")𝑐',) − 𝑟""𝑐',' = 0 

 

У результаті спектральна характеристика матиме вигляд: 

 

ℎ(λ, µ) = 𝑒$%K ⋅ N−𝑟$)"𝑐"," − 𝑟$))𝑐",) − 𝑟$)$)𝑐",)O + 𝑒0%K ⋅ N−𝑟)"𝑐'," − 𝑟)$)𝑐',)O

+ 𝑒$%J ⋅ N−𝑟"$)𝑐"," − 𝑟$)$)𝑐),"O + 𝑒0%J ⋅ N−𝑟")𝑐",' − 𝑟$))𝑐),'O

+ 𝑒%(K$J) ⋅ N−𝑟)$)𝑐"," − 𝑟"$)𝑐)," − 𝑟$)$)𝑐',"O + 𝑒%(K30J)

⋅ N−𝑟))𝑐",' − 𝑟")𝑐),' − 𝑟$))𝑐','O + 𝑒%($K$J) ⋅ N−𝑟$)$)T$,$O + 𝑒
%($K3J)

⋅ N−𝑟$))𝑐"," − 𝑟$)"𝑐",) − 𝑟$)$)𝑐",'O + 

+𝑒%($K3'J) ⋅ N−𝑟$)"𝑐",'O + 𝑒%($K30J) ⋅ N−𝑟$))𝑐",'O + 𝑒%('K$J)

⋅ N−𝑟)$)𝑐)," − 𝑟"$)𝑐',"O + 𝑒%('K30J) ⋅ N−𝑟))𝑐),' − 𝑟")𝑐','O + 𝑒%(0K$J)

⋅ N−𝑟)$)𝑐',"O + 𝑒%(0K3J) ⋅ N−𝑟))𝑐'," − 𝑟)"𝑐',) − 𝑟)$)𝑐','O + 𝑒%(0K3'J)

⋅ N−𝑟))𝑐',) − 𝑟)"𝑐','O + 𝑒%(0K30J) ⋅ N−𝑟))𝑐','O 
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Оцінка лінійного функціонала набуватиме такого вигляду: 

 

𝐴	@ξ = ξ$)," ⋅ N−𝑟$)"𝑐"," − 𝑟$))𝑐",) − 𝑟$)$)𝑐",)O + ξ0," ⋅ N−𝑟)"𝑐'," − 𝑟)$)𝑐',)O

+ ξ",$) ⋅ N−𝑟"$)𝑐"," − 𝑟$)$)𝑐),"O + ξ",0 ⋅ N−𝑟")𝑐",' − 𝑟$))𝑐),'O + ξ),$)

⋅ N−𝑟)$)𝑐"," − 𝑟"$)𝑐)," − 𝑟$)$)𝑐',"O + ξ),0

⋅ N−𝑟))𝑐",' − 𝑟")𝑐),' − 𝑟$))𝑐','O + ξ$),$) ⋅ N−𝑟$)$)T$,$O + ξ$),)

⋅ N−𝑟$))𝑐"," − 𝑟$)"𝑐",) − 𝑟$)$)𝑐",'O + ξ$),' ⋅ N−𝑟$)"𝑐",'O + ξ$),0

⋅ N−𝑟$))𝑐",'O + ξ',$) ⋅ N−𝑟)$)𝑐)," − 𝑟"$)𝑐',"O + ξ',0

⋅ N−𝑟))𝑐),' − 𝑟")𝑐','O + ξ0,$) ⋅ N−𝑟)$)𝑐',"O + ξ0,)

⋅ g−𝑟))𝑐'," − 𝑟)"𝑐',) − 𝑟)$)𝑐','	h + ξ0,' ⋅ N−𝑟))𝑐',) − 𝑟)"𝑐','O + ξ0,0

⋅ N−𝑟))𝑐','O 

 

Очікувано отримали по колу навколо заданих точок через задану 

спектральну щільність, що є добутком авторегресій  першого порядку.       

  

Б) Друга ітерація килима Серпінського 

 

Нехай центральна точка буде (3,3). Тоді можемо записати лінійний 

функціонал для оцінки: 

 

𝐴R(λ, µ) = ^ 𝑎(-,C)𝑒%(-K3CJ)
(-,C)∈R

= 𝑎),)𝑒%(K3J) + 𝑎),0𝑒%(K30J) + 𝑎),1𝑒%(K31J) + 𝑎0,)𝑒%(0K3J)

+ 𝑎0,1𝑒%(0K31J) + 𝑎1,)𝑒%(1K3J) + 𝑎1,0𝑒%(1K30J) + 𝑎1,1𝑒%(1K31J)

+ 𝑎','𝑒%('K3'J) + 𝑎',0𝑒%('K30J) + 𝑎',U𝑒%('K3UJ) + 𝑎0,'𝑒%(0K3'J)

+ 𝑎0,0𝑒%(0K30J) + 𝑎0,U𝑒%(0K3UJ) + 𝑎U,'𝑒%(UK3'J) + 𝑎U,0𝑒%(UK30J)

+ 𝑎U,U𝑒%(UK3UJ) 
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Використаємо спектральну характеристику з прикладу для 3x3: 

𝑓(𝜆, 𝜇) =
1
4𝜋'

1
|1 − 𝛼𝑒$%&|'

 

Позначимо 𝑓$) = 𝑅 

𝑎@����⃗ = 𝑅 ∗ 𝑐 

 

 

⎝
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑎),)
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𝑎U,0
𝑎U,U⎠
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= 𝑅 ⋅

⎝
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⎜
⎜
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⎜
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⎜
⎜
⎛

𝑐),)
𝑐),0
𝑐),1
𝑐0,)
𝑐0,1
𝑐1,)
𝑐1,0
𝑐1,1
𝑐','
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𝑐0,U
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𝑐U,U⎠
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Де матриця R розмірністю 17x17 може бути представлена наступним 

чином: 
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Рисунок 7 – зображення матриці коефіцієнтів розкладу спектральної 

щільності в ряд Фур’є для задачі другої ітерації «килима» Серпінського 

Для спрощення зображення використано Рисунок 7 для візуалізації 

матриці з коефіцієнтами для цієї задачі, що було розв’язано мовою 

програмування Python. Використані коефіцієнти мають таку відповідність:  

𝑟" = 𝑟"", 

𝑟) = 𝑟") = 𝑟"$), 

𝑟' = 𝑟)" = 𝑟$)", 

𝑟0 = 𝑟)) = 𝑟$)) = 𝑟)$) = 𝑟$)$) 

Можемо побачити закономірність між матрицею для задачі 3х3 (Рисунок 

6) при першій ітерації та цією (Рисунок 7). Виходить, що для подальших ітерацій 

є можливість використовувати основу матриць з минулих кроків. Яскраво видно, 

що матриця центрального квадрату залишилася без змін. Додаткові матриці для 

одиничних квадратів знаходяться з боку тих коефіцієнтів, де найближче по 

координатах знаходилися ті квадрати. Матриця є симетричною, що спрощує 

можливість її створення та обчислення. 
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𝐶@(λ, µ) = ^ 𝑐(-,C)𝑒%(-K3CJ)
(-,C)∈@

= ^ (𝑅$)𝑎@����⃗ )(-,C)
(-,C)∈@

𝑒%(-K3CJ)

= 𝑐),)𝑒%(K3J) + 𝑐),0𝑒%(K30J) + 𝑐),1𝑒%(K31J) + 𝑐0,)𝑒%(0K3J) + 𝑐0,1𝑒%(0K31J)

+ 𝑐1,)𝑒%(1K3J) + 𝑐1,0𝑒%(1K30J) + 𝑐1,1𝑒%(1K31J) + 𝑐','𝑒%('K3'J)

+ 𝑐',0𝑒%('K30J) + 𝑐',U𝑒%('K3UJ) + 𝑐0,'𝑒%(0K3'J) + 𝑐0,0𝑒%(0K30J)

+ 𝑐0,U𝑒%(0K3UJ) + 𝑐U,'𝑒%(UK3'J) + 𝑐U,0𝑒%(UK30J) + 𝑐U,U𝑒%(UK3UJ) 

 

ℎ(λ, µ) = 𝐴@(λ, µ) − 𝑓$)(λ, µ) × 𝐶@(λ, µ) 

 

𝑎),) − 𝑟""𝑐),) − 𝑟$)$)𝑐',' = 0	 

𝑎),0 − 𝑟""𝑐),0 − 𝑟$))𝑐',' − 𝑟$)"𝑐',0 − 𝑟$)$)𝑐',U = 0 

𝑎),1 − 𝑟""𝑐),1 − 𝑟$))𝑐',U = 0		

𝑎',' − 𝑟))𝑐),) − 𝑟)$)𝑐),0 − 𝑟$))𝑐0,) − 𝑟""𝑐',' − 𝑟"$)𝑐',0 − 𝑟$)"𝑐0,' − 𝑟$)$)𝑐0,0 = 0 

𝑎',0 − 𝑟)"𝑐),0 − 𝑟")𝑐',' − 𝑟""𝑐',0 − 𝑟"$)𝑐',U − 𝑟$))𝑐0,' − 𝑟$)"𝑐0,0 − 𝑟$)$)𝑐0,U = 0 

𝑎',U − 𝑟))𝑐),0 − 𝑟)$)𝑐),1 − 𝑟")𝑐',0 − 𝑟""𝑐',U − 𝑟$))𝑐0,0 − 𝑟$)"𝑐0,U = 0 

𝑎0,) − 𝑟""𝑐0,) − 𝑟)$)𝑐',' − 𝑟"$)𝑐0,' − 𝑟$)$)𝑐U,' = 0 

𝑎0,' − 𝑟")𝑐0,) − 𝑟)"𝑐',' − 𝑟)$)𝑐',0 − 𝑟""𝑐0,' − 𝑟"$)𝑐0,0 − 𝑟$)"𝑐U,' − 𝑟$)$)𝑐U,0 = 0 

𝑎0,0 − 𝑟))𝑐',' − 𝑟)"𝑐',0 − 𝑟)$)𝑐',U − 𝑟")𝑐0,' − 𝑟""𝑐0,0 − 𝑟"$)𝑐0,U − 𝑟$))𝑐U,'
− 𝑟$)"𝑐U,0 − 𝑟$)$)𝑐U,U = 0 

𝑎0,U − 𝑟"$)𝑐0,1 − 𝑟))𝑐',0 − 𝑟)"𝑐',U − 𝑟")𝑐0,0 − 𝑟""𝑐0,U − 𝑟$))𝑐U,0 − 𝑟$)"𝑐U,U = 0 

𝑎0,1 − 𝑟""𝑐0,1 − 𝑟))𝑐',U − 𝑟")𝑐0,U − 𝑟$))𝑐U,U = 0 

𝑎U,' − 𝑟))𝑐0,) − 𝑟$))𝑐1,) − 𝑟$)$)𝑐1,0 − 𝑟)"𝑐0,' − 𝑟)$)𝑐0,0 − 𝑟""𝑐U,' − 𝑟"$)𝑐U,0 = 0 

𝑎U,0 − 𝑟$)"𝑐1,0 − 𝑟))𝑐0,' − 𝑟)"𝑐0,0 − 𝑟)$)𝑐0,U − 𝑟")𝑐U,' − 𝑟""𝑐U,0 − 𝑟"$)𝑐U,U = 0 

𝑎U,U − 𝑟)$)𝑐0,1 − 𝑟$)$)𝑐0,1 − 𝑟$))𝑐1,0 − 𝑟$)$)𝑐1,1 − 𝑟))𝑐0,0 − 𝑟)"𝑐0,U − 𝑟")𝑐U,0
− 𝑟""𝑐U,U = 0 

𝑎1,) − 𝑟""𝑐1,) − 𝑟)$)𝑐U,' = 0 

𝑎1,0 − 𝑟""𝑐1,0 − 𝑟))𝑐U,' − 𝑟)"𝑐U,0 − 𝑟)$)𝑐U,U = 0 

𝑎1,1 − 𝑟""𝑐1,1 − 𝑟))𝑐U,U = 0 
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У результаті спектральна характеристика матиме вигляд: 

 

ℎ(λ, µ) = 𝑒" ⋅ N𝑟$)$)𝑐),)O + 𝑒%(K) ⋅ N−𝑟"$)𝑐),)O + 𝑒%('K) ⋅ N−𝑟)$)𝑐),) − 𝑟$)$)𝑐0,)O

+ 𝑒%(0K) ⋅ N−𝑟"$)𝑐0,)O + 𝑒%(UK) ⋅ N−𝑟)$)𝑐0,) − 𝑟$)$)𝑐1,)O + 𝑒%(1K)

⋅ N−𝑟"$)𝑐1,)O + 𝑒%(VK) ⋅ N−𝑟$))𝑐),1 − 𝑟)$)𝑐1,)O + 𝑒%(J) ⋅ N𝑟$)"𝑐),)O

+ 𝑒%('J) ⋅ N−𝑟$))𝑐),) − 𝑟$)$)𝑐),0O + 𝑒%(0J) ⋅ N−𝑟$)"𝑐),0O + 𝑒%(UJ)

⋅ N−𝑟$))𝑐),0 − 𝑟$)$)𝑐),1O + 𝑒%(1J) ⋅ N−𝑟$)"𝑐),1O + 𝑒%(VJ) 

			

⋅ N−𝑟$))𝑐),1O + 𝑒%(K3'J) ⋅ N−𝑟")𝑐),) − 𝑟"$)𝑐),0 − 𝑟$)"𝑐',' − 𝑟$)$)𝑐',0O + 𝑒%(K3UJ)

⋅ N−𝑟")𝑐),0 − 𝑟"$)𝑐),1 − 𝑟$))𝑐',0 − 𝑟$)"𝑐',UO + 𝑒%(K3VJ) ⋅ N−𝑟")𝑐),1O

+ 𝑒%('K3J) ⋅ N−𝑟)"𝑐),) − 𝑟$)"𝑐0,) − 𝑟"$)𝑐',' − 𝑟$)$)𝑐0,'O + 𝑒%('K31J)

⋅ N−𝑟)"𝑐),1 − 𝑟$)"𝑐0,1 − 𝑟")𝑐',U − 𝑟$))𝑐0,UO + 𝑒%('K3VJ)

⋅ N−𝑟))𝑐),1 − 𝑟$))𝑐0,1O + 𝑒%(0K3VJ) ⋅ N−𝑟")𝑐0,1O + 𝑒%(UK3)J) 

 

⋅ N−𝑟)"𝑐0,) − 𝑟$)"𝑐1,) − 𝑟)$)𝑐0,' − 𝑟"$)𝑐U,'O + 𝑒%(UK31J)

⋅ N−𝑟)"𝑐0,1 − 𝑟$)"𝑐1,1 − 𝑟))𝑐0,U − 𝑟")𝑐U,UO + 𝑒%(UK3VJ)

⋅ N−𝑟))𝑐0,1 − 𝑟$))𝑐1,1O + 𝑒%(1K3'J)

⋅ N−𝑟")𝑐1,) − 𝑟"$)𝑐1,0 − 𝑟)"𝑐U,' − 𝑟)$)𝑐U,0O + 𝑒%(1K3UJ)

⋅ N−𝑟")𝑐1,0 − 𝑟"$)𝑐1,1 − 𝑟))𝑐U,0 − 𝑟)"𝑐U,UO + 𝑒%(1K3VJ) 

 

⋅ N−𝑟")𝑐1,1O + 𝑒%(VK3J) ⋅ N−𝑟)"𝑐1,)O + 𝑒%(VK3'J) ⋅ N−𝑟))𝑐1,) − 𝑟)$)𝑐1,0O + 𝑒%(VK30J)

⋅ N−𝑟)"𝑐1,0O + 𝑒%(VK3UJ) ⋅ N−𝑟))𝑐1,0 − 𝑟)$)𝑐1,1O + 𝑒%(VK31J) ⋅ N−𝑟)"𝑐1,1O

+ 𝑒%(VK3VJ) ⋅ N−𝑟))𝑐1,1O 

 

Оцінка лінійного функціонала набуватиме такого вигляду: 
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𝐴@«ξ = ξ"," ⋅ N𝑟$)$)𝑐),)O + ξ)," ⋅ N−𝑟"$)𝑐),)O + ξ'," ⋅ N−𝑟)$)𝑐),) − 𝑟$)$)𝑐0,)O + ξ0,"

⋅ N−𝑟"$)𝑐0,)O + ξU," ⋅ N−𝑟)$)𝑐0,) − 𝑟$)$)𝑐1,)O + ξ1," ⋅ N−𝑟"$)𝑐1,)O + ξV,"

⋅ N−𝑟$))𝑐),1 − 𝑟)$)𝑐1,)O + ξ",) ⋅ N𝑟$)"𝑐),)O + ξ",'

⋅ N−𝑟$))𝑐),) − 𝑟$)$)𝑐),0O + ξ",0 ⋅ N−𝑟$)"𝑐),0O + ξ",U

⋅ N−𝑟$))𝑐),0 − 𝑟$)$)𝑐),1O + 

+ξ",1 ⋅ N−𝑟$)"𝑐),1O + ξ",V ⋅ N−𝑟$))𝑐),1O + ξ),'

⋅ N−𝑟")𝑐),) − 𝑟"$)𝑐),0 − 𝑟$)"𝑐',' − 𝑟$)$)𝑐',0O + ξ),U

⋅ N−𝑟")𝑐),0 − 𝑟"$)𝑐),1 − 𝑟$))𝑐',0 − 𝑟$)"𝑐',UO + ξ),V ⋅ N−𝑟")𝑐),1O + ξ',)

⋅ N−𝑟)"𝑐),) − 𝑟$)"𝑐0,) − 𝑟"$)𝑐',' − 𝑟$)$)𝑐0,'O 

+ξ',1 ⋅ N−𝑟)"𝑐),1 − 𝑟$)"𝑐0,1 − 𝑟")𝑐',U − 𝑟$))𝑐0,UO + ξ',V ⋅ N−𝑟))𝑐),1 − 𝑟$))𝑐0,1O

+ ξ0,V ⋅ N−𝑟")𝑐0,1O + ξU,) ⋅ N−𝑟)"𝑐0,) − 𝑟$)"𝑐1,) − 𝑟)$)𝑐0,' − 𝑟"$)𝑐U,'O

+ ξU,1 ⋅ N−𝑟)"𝑐0,1 − 𝑟$)"𝑐1,1 − 𝑟))𝑐0,U − 𝑟")𝑐U,UO + ξU,V

⋅ N−𝑟))𝑐0,1 − 𝑟$))𝑐1,1O 

+ξ1,' ⋅ N−𝑟")𝑐1,) − 𝑟"$)𝑐1,0 − 𝑟)"𝑐U,' − 𝑟)$)𝑐U,0O + ξ1,U

⋅ N−𝑟")𝑐1,0 − 𝑟"$)𝑐1,1 − 𝑟))𝑐U,0 − 𝑟)"𝑐U,UO + ξ1,V ⋅ N−𝑟")𝑐1,1O + ξV,)

⋅ N−𝑟)"𝑐1,)O + ξV,' ⋅ N−𝑟))𝑐1,) − 𝑟)$)𝑐1,0O + ξV,0 ⋅ N−𝑟)"𝑐1,0O + ξV,U

⋅ N−𝑟))𝑐1,0 − 𝑟)$)𝑐1,1O + ξV,1 ⋅ N−𝑟)"𝑐1,1O + ξV,V ⋅ N−𝑟))𝑐1,1O 

Результати з комп’ютерної реалізації вийшли:  

−0.439𝜉") − 0.536𝜉"0 − 0.439𝜉"1 − 0.596𝜉)) − 0.042𝜉)' − 1.116𝜉)0 − 0.183𝜉)U
− 0.596𝜉)1 − 0.638𝜉)V − 1.329𝜉') + 2.944𝜉'' − 0.142𝜉'0 + 2.7𝜉'U
− 0.463𝜉'1 − 1.511𝜉0) + 0.653𝜉0' − 1.986𝜉00 + 0.16𝜉0U − 1.833𝜉01
− 1.004𝜉0V − 1.444𝜉U) + 2.843𝜉U' − 0.18𝜉U0 + 0.031𝜉UU − 1.444𝜉U1
− 0.596𝜉1) + 0.228𝜉1' − 1.192𝜉10 + 2.386𝜉1U + 0.27𝜉11 − 0.638𝜉1V
− 0.638𝜉V) − 0.779𝜉V0 + 0.866𝜉VU − 0.638𝜉V1 

 

У результаті було спостережено  
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ВИСНОВКИ 

1. Було зроблено ілюстративні приклади для наступних проблем оцінювання 

випадкових полів:  

• інтерполяцію для одного пропущеного значення; 

• оцінювання набору пропущених значень від функціоналу; 

• інтерполяція лінійного функціонала від однорідного випадкового 

поля з областю оцінювання (пропущеними значеннями) у 

деякому прямокутнику; 

Було знайдено формули для оцінювання, похибки для оцінювання та було 

розроблено можливість комп’ютерної реалізації 

 

2. Було досліджено задачу побудови області оцінювання випадкових полів на 

килимі Серпінського для першої та другої ітерації: 

• знайдено формулу для оцінювання 

• визначено закономірності в побудові матриць 

• виконано комп’ютерну реалізацію цієї задачі 

 

3. У подальшому можливо продовжити цю роботу, дослідивши оцінювання 

випадкових полів у килимі Серпінського на N-кроків. Задача буде полягати 

в тому, щоб дослідити на якому кроку ітерації вже не буде важливою 

точність оцінювання полів. Також залишається можливість розширити 

створену комп’ютерну реалізацію до загального вигляду ітерації 

оцінювання полів Серпінського. 
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ДОДАТОК A 

Методи для розв’язання задачі першої та другої ітерації килима Серпінського 
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