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АНОТАЦIЯ

Дана робота присвячена дослiдженню та аналiзу еколого-економiчних моде-
лей, що враховують взаємозв’язок економiчної дiяльностi та навколишнього
середовища. Основна увага придiляється задачi мiнiмiзацiї витрат економiки
на екологiчну складову за умов, коли виробництво кожного виду продукцiї
та утилiзацiя забруднювачiв можуть здiйснюватися рiзними способами. Роз-
глядається концепцiя ”права на забруднення”, що є ефективним iнструментом
для стимулювання скорочення шкiдливих викидiв.

У теоретичному роздiлi узагальнено пiдхiд еколого-економiчного моделю-
вання, що ґрунтується на моделi Леонтьєва–Форда. Наведено ключовi по-
няття та методи, якi використовуються для аналiзу взаємодiї економiки та
довкiлля. Основна увага придiляється оцiнцi рiзних стратегiй регулювання
впливу виробництва на навколишнє середовище: зокрема, розглянуто пiдхiд
iз запровадженням плати за забруднення та пiдхiд, що враховує ризики те-
хногенних катастроф. Для кожного з варiантiв визначено цiльовi функцiї та
вiдповiднi обмеження в рамках оптимiзацiйних задач.

Практична частина мiстить програмну реалiзацiю алгоритму на Python,
що дозволяє розрахувати оптимальнi плани виробництва та утилiзацiї за-
бруднювачiв. Розглядається також модель Леонтьєва-Форда з урахуванням
ризикiв техногенних катастроф.

Отриманi результати мають як теоретичну, так i прикладну цiннiсть. Роз-
глянутi моделi можна використовувати для прийняття обґрунтованих рiшень
у сферi природокористування. Водночас алгоритм, реалiзований в межах до-
слiдження, дозволяє оцiнювати наслiдки виробничої дiяльностi для довкiлля
та приймати бiльш виваженi управлiнськi рiшення з урахуванням екологi-
чних факторiв.

Ключовi слова: еколого-економiчна модель, оптимiзацiя, право на забру-
днення, модель Леонтьєва-Форда, мiжгалузевий баланс, мiнiмiзацiя витрат,
оптимальнi стратегiї виробництва.
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ВСТУП

Екологiчнi проблеми, пов’язанi iз промисловим забрудненням, стають деда-
лi актуальнiшими в сучасному свiтi. Головне протирiччя мiж економiкою та
екологiєю виникає тодi, коли розвиток економiки розглядають як збереження
нинiшньої структури виробництва та зайнятостi, де iнтереси захисту довкi-
лля часто вiдсуваються на другий план заради економiчної вигоди [1]. Це
свiдчить про необхiднiсть формування збалансованого пiдходу до взаємодiї
економiки та природи.

В умовах зростання кiлькостi екологiчних викликiв та обмеженостi приро-
дних ресурсiв особливої ваги набувають математичнi моделi, якi дозволяють
кiлькiсно описати складнi зв’язки мiж економiчною дiяльнiстю та станом
довкiлля. Такi моделi є важливим iнструментом для прогнозування наслiд-
кiв управлiнських рiшень, оцiнки екологiчних ризикiв та обґрунтування ефе-
ктивної екологiчної полiтики [2]. Вони допомагають не тiльки краще розумiти
взаємозалежностi у системi «економiка – природа», а й знаходити реалiстичнi
способи їх узгодження.

Особливої важливостi цi зрушення набувають в Українi, адже в умовах пов-
номасштабної вiйни країна зазнала значних екологiчних втрат. Воєннi дiї при-
звели до масштабного забруднення повiтря, ґрунтiв i водних ресурсiв, руй-
нування екосистем та зростання ризикiв техногенних катастроф. Крiм того,
Україна вже тривалий час стикається з екологiчними викликами, спричине-
ними промисловою дiяльнiстю та техногенними аварiями [3]. Усi цi аспекти
зумовлюють нагальну потребу у впровадженнi сучасних пiдходiв до оцiнки та
регулювання впливу виробництва на довкiлля, а також пiдкреслюють акту-
альнiсть дослiдження.

Завдання роботи полягає у вивченнi теоретичних основ еколого- еконо-
мiчного моделювання та їх застосуваннi для побудови оптимiзацiйної моделi.
У другому роздiлi детально розглядається об’єкт дослiдження — мiжгалу-
зева модель Леонтьєва–Форда, що включає основне та допомiжне виробни-
цтво i дозволяє формалiзувати взаємозв’язок мiж економiчною системою та
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навколишнiм середовищем. У межах цiєї моделi дослiджується задача мiнi-
мiзацiї витрат на екологiчну складову, що виникають у процесi виробництва
рiзних видiв продукцiї та знешкодження забруднювачiв. Особливу увагу при-
дiлено розширенню моделi шляхом введення плати за забруднення, а також
врахуванню ризикiв техногенних катастроф, якi можуть додатково впливати
на екологiчнi та економiчнi результати.

Метою роботи є побудова та реалiзацiя оптимiзацiйної моделi в сере-
довищi програмування Python, яка дозволяє знаходити ефективнi виробни-
чi та екологiчнi стратегiї з урахуванням впливу на довкiлля. Сформульова-
на задача мiнiмiзацiї витрат економiки на екологiчну складову формалiзує-
ться у виглядi задачi лiнiйного програмування та розв’язується за допомогою
симплекс-методу.
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РОЗДIЛ 1. Основи еколого-економiчного

моделювання

1.1 Iсторiя становлення та розвиток екологiчної економi-

ки

Екологiчна економiка як окрема наукова галузь почала формуватись у 1970-х
роках, коли науковцi усвiдомили, що традицiйна економiка не враховує обме-
жений екологiчний потенцiал природного середовища. Основнi макроеконо-
мiчнi моделi iгнорували екологiчнi обмеження.

Прикладом таких моделей є модель Солоу (1956) [4]:

𝑌 (𝑡) = 𝐾(𝑡)𝛼 · [𝐴(𝑡)𝐿(𝑡)]1−𝛼

де:
𝑌 (𝑡) — обсяг виробництва (випуск) у момент часу 𝑡;
𝐾(𝑡) — обсяг капiталу;
𝐿(𝑡) — обсяг працi;
𝐴(𝑡) — рiвень технологiчного прогресу;
𝛼 ∈ (0, 1) — еластичнiсть випуску за капiталом.

Дана модель не враховує обмеженiсть природних ресурсiв i вплив довкiлля
на економiчне зростання.

В умовах глобалiзацiї свiтової економiки на перший план почав виходити
прiоритет забезпечення повноцiнного майбутнього для свiтового суспiльства,
що зумовило активне включення екологiчного аспекту у макроекономiчi мо-
делi i сприяло формуванню нової дисциплiни — екологiчної економiки [5].

Варто зазначити, що каталiзатором для переосмислення ролi довкiлля
стали й iсторичнi подiї. Пiсля Другої свiтової вiйни свiтове господарство всту-
пило в перiод стрiмкої iндустрiалiзацiї: вiдбулося рiзке зростання енергоспо-
живання, активна урбанiзацiя, розширення виробництва та широке викори-
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стання викопного палива. Наслiдком цього процесу стало суттєве пiдвищення
рiвня забруднення довкiлля, накопичення промислових вiдходiв i деградацiя
природних систем [6]. У 1950–60-х роках це вилилося в першi масштабнi еко-
логiчнi катастрофи, зокрема: Великий смог у Лондонi 1952 року.

Однiєю з перших спроб адаптацiї традицiйних економiчних моделей
до нових викликiв стала модифiкована модель Солоу, запропонована Партха
Дасгупта та Джеффрi Гiлом, яка враховує вичерпнiсть природних ресурсiв
[7]. У цiй моделi виробництво залежить не лише вiд капiталу та працi, а й вiд
доступних запасiв ресурсiв:

𝑌 (𝑡) = 𝐹 (𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡), 𝑅(𝑡))

де:
𝑌 (𝑡) — обсяг випуску продукцiї у момент часу 𝑡;
𝐾(𝑡) — обсяг капiталу;
𝐿(𝑡) — обсяг працi;
𝑅(𝑡) — запаси природних ресурсiв.

Таким чином, модель демонструє, що сталий економiчний розвиток
неможливий без врахування обмеженостi ресурсної бази. Вона закладає осно-
ву для подальших дослiджень у сферi екологiчного моделювання та формує
пiдґрунтя для полiтик сталого розвитку [7].

У XXI столiттi еколого-економiчний пiдхiд набуває дедалi бiльшої акту-
альностi. Людство стикається з дедалi серйознiшими екологiчними виклика-
ми — такими як змiна клiмату, забруднення водних ресурсiв i повiтря, нако-
пичення вiдходiв та зменшення запасiв природних ресурсiв. У таких умовах
iнтеграцiя екологiчних чинникiв в економiчну полiтику та виробничi страте-
гiї постає як необхiдна умова переходу до бiльш усвiдомленої моделi госпо-
дарювання, що передбачає рацiональне використання ресурсiв, пiдвищення
ефективностi та суттєве зменшення антропогенного навантаження [8].
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1.2 Теоретичнi основи побудови та класифiкацiї еколого-

економiчних моделей

Розглянемо основнi поняття та пiдходи еколого-економiчного моделювання,
що формують теоретичну основу дослiдження.

Еколого-економiчна модель — це прикладна економiко-математична мо-
дель, що використовується для аналiзу та прогнозування взаємодiї мiж еконо-
мiчною дiяльнiстю та навколишнiм середовищем [9]. Вона дозволяє оцiнювати
вплив виробництва i споживання на екологiчнi системи, а також зворотний
вплив стану довкiлля на економiку. Такi моделi зазвичай будуються у фор-
мi системи математичних рiвнянь, що вiдображають кiлькiснi взаємозв’язки
мiж екологiчними та економiчними змiнними. Їх застосування дозволяє фор-
мувати науково обґрунтованi стратегiї сталого розвитку [10] з урахуванням
обмеженостi природних ресурсiв i необхiдностi пiдтримання екологiчної рiв-
новаги.

Побудова еколого-економiчних моделей спирається на низку ключових
принципiв i пiдходiв. Серед них — системний пiдхiд [11], що розглядає еконо-
мiчнi та природнi компоненти як єдину взаємопов’язану систему; врахування
просторової та часової неоднорiдностi процесiв [12]; використання балансових
рiвнянь для опису потокiв ресурсiв [10]; застосування методiв оптимiзацiї в
умовах ресурсних або екологiчних обмежень [13]; поєднання знань з рiзних
наукових галузей.

Мiждисциплiнарний характер еколого-економiчного моделювання прояв-
ляється у практичному поєднаннi знань з економiки, екологiї, математики
та iнформатики [14]. Зокрема, економiчнi знання застосовуються для аналi-
зу прибутковостi пiдприємств з урахуванням екологiчних податкiв або моде-
лювання впливу субсидiй на стале виробництво. Екологiя надає параметри
для моделювання — наприклад, гранично допустимi рiвнi концентрацiї за-
бруднювачiв, коефiцiєнти самовiдновлення екосистем або норми споживан-
ня природних ресурсiв. Математика використовується для формалiзацiї цих
взаємозв’язкiв: створення систем рiвнянь, оптимiзацiйних задач або дина-
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мiчних моделей. Iнформатика забезпечує реалiзацiю цих моделей у виглядi
комп’ютерних симуляцiй — зокрема, за допомогою мов програмування, гео-
iнформацiйних систем для просторового аналiзу або спецiалiзованого ПЗ для
сценарного прогнозування.

За рiвнем охоплення еколого-економiчнi моделi можуть подiлятися на гло-
бальнi, регiональнi та локальнi. Прикладом глобальної моделi може бути
GCAM (Global Change Assessment Model), в якiй моделюються взаємозв’язки
мiж енергетикою, клiматом, землекористуванням та економiкою у свiтовому
масштабi [15]. Регiональною моделлю можна вважати LEAP, яка широко ви-
користовується для моделювання енергетичних систем i викидiв парникових
газiв на рiвнi країн або окремих регiонiв [16].

За характером процесiв моделi можуть подiлятися на детермiнованi — де
результати повнiстю визначаються початковими умовами та параметрами, —
та стохастичнi, якi враховують випадковiсть i невизначенiсть у змiнних або
впливах, що дiють на систему [17].

Враховуючи рiзноманнiття еколого-економiчних моделей, постає логiчне
питання стосовно їх складностi та характеристик. Варто почати з двох най-
складнiших для моделювання - системно-динамiчних та стохастичних моде-
лей.

Системно-динамiчнi моделi, такi як World3 [18] чи GUMBO [19], базуються
на системах нелiнiйних диференцiальних рiвнянь i описують взаємодiю мiж
численними змiнними: населенням, виробництвом, ресурсами, забрудненням
та iншими. Їх складнiсть полягає у потребi врахування запiзнень у часi, зво-
ротних зв’язкiв, меж зростання, а також у високiй чутливостi до параметрiв,
що робить моделювання дуже залежним вiд вихiдних припущень.

Стохастичнi моделi враховують випадковiсть i невизначенiсть у вхiдних
даних або параметрах, таких як коливання цiн, клiматичнi аномалiї чи ри-
зики технологiчних аварiй. Вони будуються з використанням розподiлiв ймо-
вiрностей, iмовiрнiсних сценарiїв або методу Монте-Карло [23], що значно
ускладнює як математичну реалiзацiю, так i iнтерпретацiю результатiв. Крiм
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того, для їх надiйного калiбрування потрiбнi великi обсяги якiсних статисти-
чних даних.

Прикладом бiльш простої, але водночас прикладної моделi є LEAM —
Land Use Evolution and Impact Assessment Model. LEAM базується на алгори-
тмiчному пiдходi, де поведiнка землекористування моделюється як послiдов-
нiсть змiн, зумовлених просторовими правилами, соцiально-економiчними па-
раметрами та полiтиками регiонального розвитку [16]. Модель використовує
сiткове подання простору та оцiнює ймовiрнiсть змiни використання кожної
клiтинки залежно вiд сусiднiх умов. Завдяки простотi реалiзацiї та iнтеграцiї
з геоiнформацiйними системами LEAM є зручним iнструментом для мiсце-
вого екологiчного планування та оцiнки впливу iнфраструктурних рiшень на
довкiлля.

Проте в порiвняннi з балансовими та оптимiзацiйними пiдходами LEAM
має обмеженi можливостi щодо кiлькiсного аналiзу економiчних взаємозв’язкiв
i не дозволяє точно оцiнювати ресурснi потоки чи фiнансовi витрати в межах
виробничих систем. Її алгоритмiчна структура бiльше орiєнтована на про-
сторове планування, а не на глибоку економiко-екологiчну оцiнку. Саме тому
темою даного дослiдження було обрано модель Леонтьєва–Форда як бiльш
формалiзований i аналiтично потужний iнструмент моделювання взаємодiї
мiж економiкою та довкiллям.

1.3 Балансова модель Леонтьєва та її екологiчне розши-

рення

У загальному виглядi мiжгалузева балансова модель описує взаємозв’язки
мiж рiзними галузями економiки через систему лiнiйних рiвнянь. Вона по-
казує, як продукцiя однiєї галузi використовується iншими для забезпечення
власного випуску i широко застосовується для кiлькiсного аналiзу й прогно-
зування економiчних систем [20].

Однiєю з найвiдомiших моделей у сферi економiчного моделювання є мiж-
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галузева балансова модель Леонтьєва, що також має назву модель «витрати-
випуск». Згодом модель Леонтьєва була доповнена екологiчним компонентом
i трансформована у модель Леонтьєва – Форда. Доповнена модель дозволяє
враховувати не лише виробничi взаємозв’язки, а й екологiчнi фактори, зокре-
ма вплив економiчної дiяльностi на навколишнє середовище та витрати на йо-
го очищення, так звана оплата «права на забруднення» [13]. У такiй моделi
економiка доповнюється допомiжними галузями, що вiдповiдають за утилi-
зацiю й нейтралiзацiю шкiдливих вiдходiв, а також вводяться параметри, що
вiдображають обсяги забруднення на одиницю продукцiї кожної галузi.

Математично еколого-економiчнi моделi здебiльшого подаються у виглядi
систем рiвнянь:

x = Ax+ y, e = Ex,

де x — вектор обсягiв випуску, A — матриця прямих витрат, y — вектор
кiнцевого попиту, E — матриця екологiчного впливу, а e — обсяги забруднен-
ня [10]. Таке формалiзоване подання дає змогу здiйснювати кiлькiсний аналiз
сценарiїв розвитку, оцiнювати вплив галузей на довкiлля та розробляти зба-
лансованi полiтики сталого управлiння.

Проте, важливо зазначити, що балансова модель Леонтьєва сама по собi не
є оптимiзацiйною: розв’язок її матричного рiвняння отримується без форму-
лювання функцiї мети та без урахування конкретних обмежень, що можуть
виникати в реальному виробництвi [21]. Такий пiдхiд дозволяє лише описати
взаємозалежностi мiж галузями та оцiнити потребу в обсягах виробництва
для задоволення кiнцевого попиту, однак не дозволяє знайти оптимальну ви-
робничу структуру.

Для подолання цих обмежень застосовують оптимiзацiйнi мiжгалузевi мо-
делi, якi розширюють аналiтичнi можливостi класичних балансових моделей
[22]. Вони враховують не лише умови мiжгалузевого балансу, а й додатко-
вi економiчнi, технологiчнi або екологiчнi обмеження, а також включають
функцiю мети — наприклад, мiнiмiзацiю витрат, максимiзацiю прибутку або
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скорочення рiвня забруднення.

Математично оптимiзацiйнi мiжгалузевi моделi можуть бути поданi у ви-
глядi:

min
x

𝑓(x) за умови x = Ax+ y, Gx ≤ b, x ≥ 0,

де x — вектор обсягiв випуску, A — матриця прямих витрат, y — вектор
кiнцевого попиту, 𝑓(x) — функцiя мети (наприклад, загальнi витрати, викиди
або їх поєднання), Gx ≤ b — додатковi обмеження (ресурснi, екологiчнi,
технологiчнi) [23].

Такий пiдхiд дозволяє не лише описати виробничi зв’язки мiж галузями,
а й оптимiзувати структуру випуску вiдповiдно до обраного критерiю ефе-
ктивностi за наявностi обмежень.

Практично модель Леонтьєва–Форда може використовуватись для роз-
рахунку впливу змiн у структурi споживання на обсяги забруднення, для
визначення необхiдного обсягу утилiзацiї шкiдливих речовин при заданому
попитi, ябо як iнструмент формування полiтик екологiчного регулювання на
галузевому рiвнi.

РОЗДIЛ 2. Мiжгалузева балансова модель

Леонтьєва-Форда

2.1 Класична модель Леонтьєва-Форда

Цей роздiл носить реферативний характер i мiстить теоретичний матерiал з
роботи [24].

Першою мiжгалузевою моделлю, що описує взаємозв’язок економiки та
навколишнього середовища, є модель Леонтьєва-Форда, яка складається iз
двох груп галузей: основного виробництва - галузi матерiального виробни-
цтва, та допомiжного виробництва - галузi, що знищує шкiдливi вiдходи [10].

13



Модель Леонтьєва–Форда не лише вiдображає економiчнi зв’язки, але й
дозволяє враховувати екологiчнi наслiдки господарської дiяльностi [20]. Вона
показує, що досягнення економiчного зростання можливе лише за умови на-
лежного контролю за обсягами забруднення та ефективного функцiонування
секторiв утилiзацiї вiдходiв.

Математично модель виражається системою рiвнянь:⎧⎨⎩𝑥1 = 𝐴11𝑥
1 + 𝐴12𝑥

2 + 𝑦1,

𝑥2 = 𝐴21𝑥
1 + 𝐴22𝑥

2 − 𝑦2.

Ця система рiвнянь також може бути записана в матричнiй формi [25]:(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
=

(︃
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︃
·

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
+

(︃
𝑦1

−𝑦2

)︃

або за допомогою одиничної матрицi 𝐸, яка використовується для спрощення
структури моделi:

(︃
𝐸 −

(︃
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︃)︃
·

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
=

(︃
𝑦1

−𝑦2

)︃

У моделi застосовуються такi позначення:

𝑥1 = (𝑥1𝑖 )𝑖∈𝐼 — вектор обсягiв виробництва продукцiї, де 𝐼 = {1, 2, . . . ,𝑚} —
множина iндексiв видiв продукцiї.

𝑥2 = (𝑥2𝑗)𝑗∈𝐽 — вектор обсягiв знищених забруднювачiв, де 𝐽 = {1, 2, . . . , 𝑛}
— множина iндексiв видiв забруднювачiв.

𝑦1 = (𝑦1𝑖 )𝑖∈𝐼 — вектор обсягiв кiнцевого споживання продукцiї.

𝑦2 = (𝑦2𝑗 )𝑗∈𝐽 — вектор гранично допустимих обсягiв незнищених забруднюва-
чiв.
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𝐴11 =
(︀
𝑎11𝑖𝑗
)︀
𝑖∈𝐼, 𝑗∈𝐼 — матриця коефiцiєнтiв прямих витрат продукцiї 𝑖 на ви-

робництво одиницi продукцiї 𝑗;

𝐴12 =
(︀
𝑎12𝑖𝑗
)︀
𝑖∈𝐼, 𝑗∈𝐽 — матриця коефiцiєнтiв витрат продукцiї 𝑖 на знищення

одиницi забруднювача 𝑗;

𝐴21 =
(︀
𝑎21𝑖𝑗
)︀
𝑖∈𝐽, 𝑗∈𝐼 — матриця коефiцiєнтiв утворення забруднювача 𝑖 при

виробництвi одиницi продукцiї 𝑗;

𝐴22 =
(︀
𝑎22𝑖𝑗
)︀
𝑖∈𝐽, 𝑗∈𝐽 — матриця коефiцiєнтiв утворення забруднювача 𝑖 при

знищеннi одиницi забруднювача 𝑗.

Усi коефiцiєнти 𝑎𝑖𝑗 лежать у вiдрiзку [0; 1]. Необхiдною умовою для iснування
невiд’ємного розв’язку є дотримання нерiвностi 𝐴21𝑦

1 ≥ 𝑦2.

Модель Леонтьєва–Форда слугує iнструментом для аналiзу взаємодiї мiж ви-
робничими процесами та утворенням i нейтралiзацiєю забруднень у системi
мiжгалузевого балансу.

Її економiчна iнтерпретацiя передбачає невiд’ємнiсть усiх змiнних, а саме:
𝑥1𝑖 ≥ 0, 𝑥2𝑗 ≥ 0, 𝑦1𝑖 ≥ 0, 𝑦2𝑗 ≥ 0 для кожного 𝑖 ∈ 𝐼 та 𝑗 ∈ 𝐽 .

Структура мiжгалузевих взаємозв’язкiв у цiй моделi задається блочною ма-
трицею:

𝐴 =

[︃
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

]︃

2.2 Оптимiзацiйнi моделi на основi моделi Леонтьєва–Форда

Цей роздiл носить реферативний характер i мiстить теоретичний матерiал з
роботи [24].

Економiко-математичнi моделi використовуються для обґрунтованого пла-
нування виробництва, вибору ефективних технологiй та пiдтримки прiорите-
тних галузей. У зв’язку з цим виникає потреба у вдосконаленнi моделi Леон-
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тьєва–Форда та перетвореннi її на оптимiзацiйну.

Оптимiзацiйнi мiжгалузевi моделi поєднують баланс ресурсiв iз мiнiмiза-
цiєю витрат або впливу на довкiлля. Вони дозволяють знаходити найкращi
варiанти розвитку з урахуванням економiчних i екологiчних критерiїв.

Розглянемо оптимiзацiйну еколого-економiчну модель з альтернативними
способами виробництва продукцiї та знищення забруднювачiв. Цiльова фун-
кцiя описує витрати на цi процеси. Перед формулюванням моделей окреслимо
змiннi та базовi теоретичнi положення. Кожен вид продукцiї 𝑖 ∈ 𝐼 може ви-
готовлятись кiлькома способами 𝜙𝑖 ∈ 𝑃𝑖, при цьому кожен спосiб вiдповiдає
лише одному продукту. Аналогiчно, кожен забруднювач 𝑗 ∈ 𝐽 знищується
способами 𝜓𝑗 ∈ 𝑄𝑗, що також однозначно вiдповiдають конкретному виду
забруднення.

Введемо наступнi позначення:

𝑥1𝑖𝜙𝑖 — обсяг вироблення продукцiї 𝑖 способом 𝜙𝑖;

𝑥2𝑗𝜓𝑗 — обсяг знищення забруднювача 𝑗 способом 𝜓𝑗;

𝑦1𝑖 — обсяг кiнцевого споживання продукцiї 𝑖;

𝑦2𝑗 — допустимий обсяг незнищення забруднювача 𝑗 (гранична норма незни-
щення забруднювача);

𝑎11𝑖𝑗𝜙𝑗 — коефiцiєнт прямих затрат продукцiї 𝑖 на вироблення одиницi продукцiї
𝑗 способом 𝜙𝑗;

𝑎12𝑖𝑗𝜓𝑗 — коефiцiєнт затрат продукцiї 𝑖 на знищення одиницi забруднювача 𝑗
способом 𝜓𝑗;

𝑎21𝑖𝑗𝜙𝑗 — коефiцiєнт випуску забруднювача 𝑖 на вироблення одиницi продукцiї
𝑗 способом 𝜙𝑗;

𝑎22𝑖𝑗𝜓𝑗 — коефiцiєнт випуску забруднювача 𝑖 на знищення одиницi забруднюва-
ча 𝑗 способом 𝜓𝑗.
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𝑐𝑗 — плата за кожну одиницю незнищеного забруднювача 𝑗;

𝑐𝑗𝜓𝑗 — вартiсть знищення одиницi забруднювача 𝑗 способом 𝜓𝑗;

Записуємо наступну цiльову функцiю:

∑︁
𝑘∈𝐽

𝑐𝑘

⎛⎝∑︁
𝑖∈𝐼

∑︁
𝜙𝑗∈𝑃𝑗

𝑎21𝑘𝑗𝜙𝑗𝑥
1
𝑗𝜙𝑗

+
∑︁
𝑔∈𝐽

∑︁
𝜓𝑔∈𝑄𝑔

𝜎𝑘𝑔𝜓𝑔 𝑥
2
𝑘𝜓𝑔

⎞⎠→ min,

у якiй перший доданок вiдображає вартiсну оцiнку обсягу забруднювачiв, що
утворюються в процесi виробництва продукцiї, а другий — вартiсний еквiва-
лент забруднень, якi виникають у результатi процесу їх знищення, з урахува-
нням як обсягiв утилiзованих забруднювачiв, так i витрат на їхнє усунення,
де

𝜎𝑘𝑔𝜓𝑔 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎22𝑘𝑔𝜓𝑔 , 𝑔 ̸= 𝑘,

𝑎22𝑘𝑘𝜓𝑘 − 1 +
𝑐𝑘𝜓𝑘
𝑐𝑘

, 𝑔 = 𝑘.

Вимога забезпечення кiнцевого споживання продукцiї призводить до таких
обмежень:∑︁

𝑗∈𝐼

∑︁
𝜙𝑗∈𝑃𝑗

(︁
𝛿𝑖𝑗 − 𝑎11𝑖𝑗𝜙𝑗

)︁
𝑥1𝑗𝜙𝑗 −

∑︁
𝑔∈𝐽

∑︁
𝜓𝑔∈𝑄𝑔

𝑎12𝑖𝑔𝜓𝑔 𝑥
2
𝑔𝜓𝑔

≥ 𝑦1𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼; (2.1)

Щоб обсяг незнищених забруднювачiв не перевищував допустиму норму, вво-
дяться такi обмеження:

−
∑︁
𝑗∈𝐼

∑︁
𝜙𝑗∈𝑃𝑗

𝑎21𝑘𝑗𝜙𝑗 𝑥
1
𝑗𝜙𝑗

+
∑︁
𝑔∈𝐽

∑︁
𝜓𝑔∈𝑄𝑔

(︁
𝛿𝑘𝑔 − 𝑎22𝑘𝑔𝜓𝑔

)︁
𝑥2𝑔𝜓𝑔 ≥ −𝑦2𝑘, 𝑘 ∈ 𝐽 ; (2.2)

В обмеженнях (2.1) та (2.2) 𝛿𝑖𝑗 є позначенням дельти Кронекера:

𝛿𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩1, якщо 𝑖 = 𝑗,

0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗.
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оскiльки елементи квадратної матрицi, визначенi дельта-функцiєю Кронеке-
ра, утворюють одиничну матрицю [26].

Згiдно з економiчною iнтерпретацiєю моделi Леонтьєва–Форда, додатково на-
кладаються умови невiд’ємностi змiнних 𝑥1𝑗𝜙𝑗 та 𝑥2𝑔𝜓𝑔 , якi доповнюють ранiше
сформульованi обмеження:

𝑥1𝑗𝜙𝑗 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝜙𝑗 ∈ 𝑃𝑗;

𝑥2𝑔𝜓𝑔 ≥ 0, 𝑔 ∈ 𝐽, 𝜓𝑔 ∈ 𝑄𝑔. (2.3)

Нижче подано теорему, що стосується вищезазначеної задачi:

Теорема 1. [24] В оптимальному планi за умови додатностi 𝑦1 та не-
вiд’ємностi 𝑦2 виробляється кожен вид продукцiї та знищується кожен вид
забруднювачiв, причому вироблення продукту може вiдбуватися лише одним
способом, i вiдповiдно знищення забруднювача може вiдбуватися лише одним
способом.

Властивiсть 1. У моделi оптимiзацiї екологiчно-економiчного балансу
вводяться додатковi змiннi:

Δ𝑦1𝑖 ≥ 0 – надлишок кiнцевої продукцiї над попитом 𝑦1𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼,

Δ𝑦2𝑘 ≥ 0 – надлишок знищених забруднювачiв над граничною нормою 𝑦2𝑘, 𝑘 ∈ 𝐽.

Цi змiннi дозволяють перетворити нерiвностi задачi у рiвностi. У кожному
рiвняннi модель приймає вигляд:

∑︁
𝑗∈𝐼

∑︁
𝜙𝑗∈𝑃𝑗

(︁
𝛿𝑖𝑗 − 𝑎11𝑖𝑗𝜙𝑗

)︁
𝑥1𝜙𝑗 −

∑︁
𝑔∈𝐺

∑︁
𝜓𝑔∈𝑄𝑔

𝑎12𝑖𝑔𝜓𝑔𝑦
2
𝑔𝑥

2
𝜓𝑔

−Δ𝑦1𝑖 = 𝑦1𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼,

де в оптимальному планi активними можуть бути лише змiннi 𝑥1𝜙𝑗 , для
яких 𝑥1𝜙𝑗 > 0.
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Звiдси випливає, що кожен вид продукцiї 𝑖 повинен вироблятись принайм-
нi одним способом:

∑︁
𝜙𝑖∈𝑃𝑖

𝑥1𝑖𝜙𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝐼. (2.4)

Аналогiчно, для знищення забруднювачiв маємо:

−
∑︁
𝑗∈𝐼

∑︁
𝜙𝑗∈𝑃𝑗

𝑎21𝑘𝑗𝜙𝑗𝑥
1
𝜙𝑗

+
∑︁
𝑔∈𝐽

∑︁
𝜓𝑔∈𝑄𝑔

(︁
𝛿𝑘𝑔 − 𝑎22𝑘𝑔𝜓𝑔

)︁
𝑦2𝑔𝑥

2
𝜓𝑔

−Δ𝑦2𝑘 = −𝑦2𝑘, 𝑘 ∈ 𝐽,

що за умови досяжностi 𝑦2𝑘 призводить до виконання:

∑︁
𝑗∈𝐼

∑︁
𝜙𝑗∈𝑃𝑗

𝑎21𝑘𝑗𝜙𝑗𝑥
1
𝜙𝑗

≥ 𝑦2𝑘,

а отже, для кожного 𝑘 ∈ 𝐽 виконується:

∑︁
𝜓𝑘∈𝑄𝑘

𝑥2𝑘𝜓𝑘 > 0. (2.5)

Це означає, що кожен вид забруднювача також знищується принаймнi
одним способом.

Введемо позначення𝑁(𝐴) — кiлькiсть змiнних у множинi𝐴, а𝑁(𝐼)+𝑁(𝐽)

— максимальна кiлькiсть додатних змiнних в оптимальному планi. Звiдси
випливає, що в кожнiй сумi (2.4) та (2.5) може бути додатною лише одна
змiнна.

Наслiдок. Оскiльки в оптимальному планi лише одним способом виро-
бляється кожен вид продукцiї та лише одним способом знищується кожен вид
забруднювачiв, то всi Δ𝑦1𝑖 = Δ𝑦2𝑘 = 0.

19



Означення 1. Позначимо через 𝑥*1 та 𝑥*2 вектори, що вiдповiдають опти-
мальному плану моделi. Кожен елемент цих векторiв вiдображає iнтенсив-
нiсть використання певного способу основного або допомiжного виробництва.

На основi вибраних у планi способiв формуємо матрицю коефiцiєнтiв 𝐴*,
яка має блочну структуру, подiбну до матрицi 𝐴 еколого-економiчної моделi
мiжгалузевого балансу.

Однак на вiдмiну вiд𝐴, матриця𝐴* мiстить лише коефiцiєнти тих способiв
виробництва продукцiї або знищення забруднювачiв, якi увiйшли до опти-
мального плану. Матриця 𝐴* зберiгає економiко-математичнi властивостi,
аналогiчнi до властивостей початкової матрицi 𝐴.

Система рiвнянь виглядає наступним чином:⎧⎨⎩𝑥*1 = 𝐴*
11𝑥

*
1 + 𝐴*

12𝑥
*
2 + 𝑦01,

𝑥*2 = 𝐴*
21𝑥

*
1 + 𝐴*

22𝑥
*
2 − 𝑦02.

Розглянемо наступну теорему:

Теорема 2.[24] За допустимих змiн векторiв 𝑦01 та 𝑦02 базис оптимального
плану, вiд якого залежить вибiр «кращих» способiв, не змiнюється.

Пояснення. Базис оптимального плану в задачi лiнiйного програмуван-
ня зберiгається сталим доти, доки змiннi, що входять до плану, залишаються
невiд’ємними. Оскiльки цi змiннi вiдповiдають обраним «кращим» способам
виробництва або знищення забруднювачiв, то за умови їх невiд’ємностi стру-
ктура базису не порушується.

Таким чином, допустимi варiацiї правих частин не призводять до змiни
базису оптимального розв’язку.
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2.3 Модель з урахуванням ризикiв виникнення техноген-

них аварiй

Цей роздiл носить реферативний характер i мiстить теоретичний матерiал з
роботи [27].

Розглянемо модель з урахуванням ризикiв техногенних катастроф у виро-
бничiй дiяльностi. Маємо цiльовою функцiєю, що виражає витрати економiки
на виробництво та знищення забруднювачiв, за умови, що будь-який виро-
бничий спосiб може зазнати «техногенної екологiчної катастрофи». Введемо
додатковi змiннi для визначення моделi з урахуванням ризикiв техногенних
катастроф:

Нехай кожен вид продукцiї 𝑖 ∈ 𝐼 виробляється кiлькома способами 𝜙𝑖 ∈
𝑃𝑖, де кожен спосiб забезпечує випуск лише одного продукту. Аналогiчно,
кожен вид забруднювача 𝑗 ∈ 𝐽 знищується кiлькома способами 𝜓𝑗 ∈ 𝑄𝑗,
причому кожен спосiб призначений для усунення лише одного забруднювача.

𝑝𝜙𝑖 — ймовiрнiсть “техногенної екологiчної катастрофи” при застосуваннi
способу 𝜙𝑖 ∈ 𝑃𝑖 виробництва продукцiї 𝑖 ∈ 𝐼;

𝑝𝜓𝑗 — ймовiрнiсть “техногенної екологiчної катастрофи” при застосуваннi
способу 𝜓𝑗 ∈ 𝑄𝑗 знищення забруднювача 𝑗 ∈ 𝐽 ;

𝑏1𝑗𝜙𝑖 — коефiцiєнт очiкуваного викиду забруднювача 𝑗 ∈ 𝐽 при виробництвi
одиницi продукцiї 𝑖 ∈ 𝐼 способом 𝜙𝑖 ∈ 𝑃𝑖 у випадку технологiчної аварiї;

𝑏2𝑗𝜓𝑙 — коефiцiєнт очiкуваного викиду забруднювача 𝑗 ∈ 𝐽 при знищеннi
одиницi забруднювача 𝑙 ∈ 𝐽 способом 𝜓𝑙 ∈ 𝑄𝑙 у випадку технологiчної аварiї.

Введемо додатковi позначення::

𝑎̃11𝑖𝑘𝜙𝑘 := (1− 𝑝𝜙𝑘)𝑎
11
𝑖𝑘𝜙𝑘

;

𝑎̃12𝑖𝑗𝜓𝑗 := (1− 𝑝𝜓𝑗)𝑎
12
𝑖𝑗𝜓𝑗

;

21



𝑎̃21𝑗𝑖𝜙𝑖 := (1− 𝑝𝜙𝑖)𝑎
21
𝑗𝑖𝜙𝑖

+ 𝑝𝜙𝑖𝑏
1
𝑗𝑖𝜙𝑖

;

𝑎̃22𝑗𝑙𝜓𝑙 := (1− 𝑝𝜓𝑙)𝑎
22
𝑗𝑙𝜓𝑙

+ 𝑝𝜓𝑙𝑏
2
𝑗𝑙𝜓𝑙
.

Тодi можна записати цiльову функцiю, що має наступний вигляд:

∑︁
𝑗∈𝐽

𝑐𝑗

⎛⎝∑︁
𝑖∈𝐼

∑︁
𝜙𝑖∈𝑃𝑖

𝑎21𝑗𝑖𝜙𝑖𝑥
1
𝑖𝜙𝑖

+
∑︁
𝑙∈𝐽

∑︁
𝜓𝑙∈𝑄𝑙

𝜎𝑗𝑙𝜓𝑙𝑥
2
𝑙𝜓𝑙

⎞⎠→ min,

у якiй перший доданок вiдображає обсяг викинутих забруднювачiв при
виробництвi продукцiї, а другий - обсяг викинутих забруднювачiв при їх зни-
щеннi мiнус обсяг знищених забруднювачiв плюс витрати на їх знищення, усе
у вартiсному виглядi, де

𝜎𝑗𝜓𝑙 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎̃22𝑗𝑙𝜓𝑙′ , 𝑗 ̸= 𝑙,

𝑎̃22𝑗𝑙𝜓𝑙 − 1 +
𝑐𝑗𝜓𝑗
𝑐𝑗

, 𝑗 = 𝑙.

Це дозволяє сформулювати задачу лiнiйного програмування, задавши цi-
льову функцiю як мiнiмiзацiю втрат економiчної системи.

Вводимо обмеження на обсяги виробництва продукцiї:

∑︁
𝑘∈𝐼

∑︁
𝜙𝑘∈𝑃𝑘

(𝛿𝑖𝑘 − 𝑎̃11𝑖𝑘𝜙𝑘)𝑥
1
𝑘𝜙𝑘

−
∑︁
𝑗∈𝐽

∑︁
𝜓𝑗∈𝑄𝑗

𝑎̃12𝑖𝑗𝜓𝑗𝑥
2
𝑗𝜓𝑗

≥ 𝑦1𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼,

та обмеження на обсяги незнищених забруднювачiв:

−
∑︁
𝑖∈𝐼

∑︁
𝜙𝑖∈𝑃𝑖

𝑎̃21𝑗𝑖𝜙𝑖𝑥
1
𝑖𝜙𝑖

+
∑︁
𝑙∈𝐽

∑︁
𝜓𝑙∈𝑄𝑙

(𝛿𝑗𝑙 − 𝑎̃22𝑗𝑙𝜓𝑙)𝑥
2
𝑙𝜓𝑙

≥ −𝑦2𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽.

Наступнi обмеження гарантують що обсяги виробництва продукцiї та зни-
щення забруднювачiв будуть невiд’ємними:

𝑥1𝑖𝜙𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝜙𝑖 ∈ 𝑃𝑖, 𝑥2𝑗𝜓𝑗 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝜓𝑗 ∈ 𝑄𝑗.
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РОЗДIЛ 3. Програмна реалiзацiя

оптимiзацiйної моделi

3.1 Пояснення класу EcoEconDisasterModel

Клас EcoEconDisasterModel є розширенням моделi Леонтьєва-Форда, яка
враховує ризики технологiчних катастроф у процесi виробництва та нейтра-
лiзацiї забруднювачiв. Ця модель дозволяє оптимiзувати виробничi процеси
з урахуванням екологiчних обмежень та потенцiйних катастрофiчних подiй.

3.2 Iнiцiалiзацiя класу

def __init__(

self, A11, A12, A21, A22, y1, y2,

c, c_psi, p_phi, p_psi, b1, b2

):

Конструктор класу приймає наступнi параметри:

• A11 – 3D масив коефiцiєнтiв прямих витрат продукцiї 𝑖 на виробництво
одиницi продукцiї 𝑗 кожним способом

• A12 – 3D масив коефiцiєнтiв витрат продукцiї 𝑖 на нейтралiзацiю одиницi
забруднювача 𝑗 кожним способом

• A21 – 3D масив коефiцiєнтiв викиду забруднювача 𝑖 при виробництвi оди-
ницi продукцiї 𝑗 кожним способом

• A22 – 3D масив коефiцiєнтiв викиду забруднювача 𝑖 при нейтралiзацiї
одиницi забруднювача 𝑗 кожним способом

• y1 – вектор кiнцевого споживання
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• y2 – вектор порогiв толерантностi до забруднення

• c – вектор витрат для ненейтралiзованих забруднювачiв

• c_psi – матриця витрат на нейтралiзацiю забруднювачiв рiзними мето-
дами

• p_phi – ймовiрнiсть катастрофи пiд час виробництва для кожного методу
виробництва

• p_psi – ймовiрнiсть катастрофи пiд час нейтралiзацiї для кожного методу
нейтралiзацiї

• b1 – очiкуванi викиди забруднювачiв пiд час виробничої катастрофи

• b2 – очiкуванi викиди забруднювачiв пiд час катастрофи нейтралiзацiї

3.3 Методи перевiрки даних

Метод is_feasibility_condition_met

@staticmethod

def is_feasibility_condition_met(A21, y1, y2):

Статичний метод, який перевiряє, чи виконується достатня умова для
iснування невiд’ємних рiшень згiдно з моделлю Леонтьєва-Форда. Розгля-
даються всi можливi комбiнацiї викидiв для кожного забруднювача та пере-
вiряється виконання обмеження:

𝐴21 · 𝑦1 ≥ 𝑦2 (1)

Параметри:

• A21 – 3D масив коефiцiєнтiв викиду забруднювача
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• y1 – вектор кiнцевого споживання

• y2 – вектор порогiв толерантностi

Повертає булеве значення True, якщо умова виконується, та False в iн-
шому випадку.

Метод range_is_correct

@staticmethod

def range_is_correct(matrix):

Перевiряє, чи всi значення в матрицi знаходяться в дiапазонi [0, 1]. Вико-
ристовується для валiдацiї матриць коефiцiєнтiв, оскiльки вони повиннi бути
в цьому дiапазонi для коректностi моделi.

Параметри:

• matrix – матриця для перевiрки

Повертає булеве значення True, якщо всi елементи в дiапазонi [0, 1], та
False в iншому випадку.

Метод validate_data

def validate_data(self):

Комплексна перевiрка всiх вхiдних даних для забезпечення коректного
функцiонування моделi. Перевiряє достатню умову та дiапазони значень ма-
триць. Також перевiряє параметри ризику катастроф:

• Ймовiрностi катастроф (p_phi та p_psi) повиннi бути в дiапазонi [0, 1)

• Очiкуванi викиди вiд катастроф (b1 та b2) повиннi бути невiд’ємними
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3.4 Розрахунковi методи моделi

Метод get_sigma

def get_sigma(self, g, k, psi_g):

Розраховує скоригований коефiцiєнт забруднювача (сигма) для задачi опти-
мiзацiї. Якщо забруднювач i нейтралiзатор однаковi (k = g), враховуються
витрати на нейтралiзацiю.

Формула розрахунку:

𝜎
𝜓𝑔
𝑘𝑔 =

⎧⎨⎩𝑎
𝜓𝑔
𝑘𝑔 якщо 𝑘 ̸= 𝑔

𝑎
𝜓𝑔
𝑘𝑔 − 1 +

𝑐𝑔𝜓𝑔
𝑐𝑘

якщо 𝑘 = 𝑔
(2)

Параметри:

• g – iндекс забруднювача, який нейтралiзується

• k – iндекс забруднювача, для якого обчислюється коефiцiєнт

• psi_g – метод нейтралiзацiї забруднювача g

Метод add_arrays

@staticmethod

def add_arrays(result, temp):

Допомiжний метод для поелементного додавання двох масивiв. Викори-
стовується при побудовi коефiцiєнтiв цiльової функцiї.

Параметри:

• result – результуючий масив
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• temp – тимчасовий масив для додавання

Метод k_delta

@staticmethod

def k_delta(i, j):

Реалiзує функцiю дельти Кронекера, яка повертає 1, якщо i = j, та 0 в
iншому випадку. Використовується при побудовi матрицi коефiцiєнтiв обме-
жень.

3.5 Методи для формування задачi оптимiзацiї

Метод get_disaster_adjusted_obj_func_coefs

def get_disaster_adjusted_obj_func_coefs(self):

Формує коефiцiєнти для цiльової функцiї з урахуванням ризику ката-
строф. Включає:

• Звичайнi витрати на виробництво та нейтралiзацiю забруднювачiв

• Додатковi очiкуванi витрати вiд потенцiйних катастроф пiд час виробни-
цтва

• Додатковi очiкуванi витрати вiд потенцiйних катастроф пiд час нейтра-
лiзацiї

Цiльова функцiя має форму:

𝑓(𝑥, 𝜓) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑠𝑗∑︁
𝜑𝑗=1

𝑐𝑘𝑎
𝜑𝑗
𝑘𝑗𝑥

𝜑𝑗
𝑗 +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑔=1

𝑡𝑔∑︁
𝜓𝑔=1

𝑐𝑘𝜎
𝜓𝑔
𝑘𝑔𝜓

𝜓𝑔
𝑔 +

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑠𝑗∑︁
𝜑𝑗=1

𝑐𝑘𝑝
𝑗
𝜑𝑗
𝑏
𝜑𝑗
1,𝑘𝑗𝑥

𝜑𝑗
𝑗 +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑔=1

𝑡𝑔∑︁
𝜓𝑔=1

𝑐𝑘𝑝
𝑔
𝜓𝑔
𝑏
𝜓𝑔
2,𝑘𝑔𝜓

𝜓𝑔
𝑔

(3)
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де двi останнi суми вiдображають очiкуванi витрати вiд катастроф.

Метод get_disaster_adjusted_constraints

def get_disaster_adjusted_constraints(self, obj_coefs):

Формує праву частину обмежень нерiвностi з урахуванням ризику ката-
строф. Коригує вектори y1 та y2 для компенсацiї потенцiйних втрат виро-
бництва пiд час катастроф.

Метод get_disaster_adjusted_inequalities_coefs

def get_disaster_adjusted_inequalities_coefs(self):

Генерує матрицю коефiцiєнтiв для обмежень нерiвностi з урахуванням ри-
зику катастроф. Матриця включає:

• Коефiцiєнти для виробничих вимог (з урахуванням ймовiрностi ката-
строф)

• Коефiцiєнти для обмежень забруднення (з урахуванням додаткових ви-
кидiв вiд катастроф)

• Одиничну матрицю для обмежень невiд’ємностi

3.6 Методи для аналiзу результатiв

Метод count_methods

def count_methods(self):

Пiдраховує кiлькiсть методiв виробництва та нейтралiзацiї викидiв. Це
необхiдно для правильного роздiлення вектора рiшення пiсля оптимiзацiї.
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Метод get_results

def get_results(self, obj_coefs, constraints, ineq_coefs):

Розв’язує задачу лiнiйного програмування з використанням методу сим-
плекс (linprog з бiблiотеки SciPy). Параметри задачi:

• obj_coefs – коефiцiєнти цiльової функцiї, яка мiнiмiзується

• constraints – права частина обмежень нерiвностей

• ineq_coefs – матриця коефiцiєнтiв обмежень

З отриманого вектора рiшення res.x видiляються:

• prod_indexes – iндекси обраних методiв виробництва та обсяги продукцiї

• emis_indexes – iндекси обраних методiв нейтралiзацiї та обсяги нейтра-
лiзованих забруднювачiв

3.7 Основний метод запуску моделi

Метод run

def run(self):

Виконує всi етапи роботи моделi:

1. Перевiряє коректнiсть вхiдних даних через validate_data()

2. Формує цiльову функцiю та обмеження з урахуванням ризику катастроф

3. Розв’язує задачу оптимiзацiї через get_results()
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4. Виводить результати:

• Мiнiмальне значення цiльової функцiї (загальна вартiсть)

• Оптимальний обсяг виробництва кожного продукту та обраний метод

• Оптимальний обсяг нейтралiзацiї кожного забруднювача та обраний
метод

• Iнформацiю про ймовiрностi катастроф та очiкуванi втрати для ко-
жного методу

• Очiкуванi додатковi витрати вiд технологiчних катастроф

3.8 Допомiжна функцiя для конвертування даних

def convert_dict_to_array(data_dict, shape):

Конвертує вхiднi данi з формату словника у формат 3D масиву NumPy
для використання в моделi. Це дозволяє задавати вхiднi данi у зручнiшому
форматi, нiж багатовимiрнi масиви.

Параметри:

• data_dict – словник вхiдних даних

• shape – кортеж (рядки, стовпцi, глибина) для результуючого масиву

3.9 Приклад використання моделi

Модель дозволяє знаходити оптимальнi методи виробництва та нейтралiзацiї
забруднювачiв з урахуванням не лише прямих витрат, але й потенцiйних ви-
трат вiд технологiчних катастроф, що є важливим розширенням класичної
моделi Леонтьєва-Форда.

У код включено тестовi данi для демонстрацiї застосування моделi:
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• Матрицi мiжгалузевих взаємодiй (A11, A12, A21, A22)

• Вектори кiнцевого споживання та порогiв забруднення (y1, y2)

• Вартiснi параметри (c, c_psi)

• Параметри ризику катастроф:

– Ймовiрностi катастроф для методiв виробництва (p_phi)

– Ймовiрностi катастроф для методiв нейтралiзацiї (p_psi)

– Очiкуванi викиди пiд час виробничих катастроф (b1)

– Очiкуванi викиди пiд час катастроф нейтралiзацiї (b2)

Вхiднi данi виглядають наступним чином:

Рис. 1: Початковi данi, використанi для iлюстрацiї роботи реалiзованої про-
грами

Виведення результатiв, створення та запуск оптимiзацiйного розрахун-
ку здiйснюється через iнiцiалiзацiю екземпляра класу EcoEconDisasterModel,
якому передаються вхiднi параметри, пiсля чого викликається метод run(),
що забезпечує виконання основного обчислювального процесу.

Вивiд програми виглядає наступним чином:
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Рис. 2: Результати обчислення лiнiйної оптимiзацiї, а також розрахунок
загальних витрат з урахуванням ризику техногенних катастроф

3.10 Iдейнi межi застосування моделi

Тип задачi: Багатовимiрна оптимiзацiя з множинними обмеженнями

Складнiсть: 𝑂(𝑛3) для симплекс-методу, де 𝑛 — кiлькiсть змiнних

Умови застосування:

• Лiнiйнi залежностi мiж змiнними

• Детермiнованi параметри системи

• Вiдомi ймовiрностi катастроф

• Стабiльнi технологiчнi процеси

Обмеження:

• Пам’ять: 𝑂(𝑛2) для зберiгання матриць

• Час виконання: 𝑂(𝑛3) для розв’язання задачi

Можливостi реалiзацiї:
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• Оптимальна робота з:

– 2 типами продукцiї

– 2 типами забруднювачiв

– 2 методами виробництва / нейтралiзацiї для кожного типу

Застосування: Пiдходить для моделювання еколого-економiчних систем
середньої складностi, де важливо враховувати як економiчнi, так i екологiчнi
аспекти.

Незважаючи на ефективнiсть моделi, її практичне застосування обмежу-
ється швидким зростанням обчислювальної складностi при збiльшеннi кiль-
костi змiнних. При цьому загальна кiлькiсть змiнних зростає пропорцiйно
добутку кiлькостi методiв i типiв об’єктiв системи.
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ВИСНОВКИ

У дипломнiї роботi було розглянуто проблему досягнення балансу мiж еконо-
мiчним зростанням i збереженням природного середовища. Проведено аналiз
теоретичних засад еколого-економiчного моделювання, здiйснено iсторичний
огляд становлення цiєї наукової галузi та обґрунтовано актуальнiсть засто-
сування балансових моделей.

Особливу увагу придiлено моделi Леонтьєва–Форда, на основi якої сфор-
мовано оптимiзацiйну еколого-економiчну модель. Вона враховує рiзнi методи
виробництва та очищення, а також дозволяє мiнiмiзувати сукупнi витрати на
цi процеси завдяки вiдповiднiй цiльовiй функцiї. Окремо розглянуто модифi-
кацiю моделi з урахуванням ризикiв техногенних аварiй.

Реалiзовано практичну задачу мiнiмiзацiї витрат економiки на екологi-
чну складову з урахуванням обсягiв виробництва, процесiв нейтралiзацiї шкi-
дливих викидiв та ризикiв техногенних катастроф. Для цього розроблено
програмну реалiзацiю еколого-економiчної моделi Леонтьєва–Форда мовою
Python. Проведено аналiз отриманих результатiв i перевiрено ефективнiсть
роботи моделi.

Перспективи подальших дослiджень полягають у розвитку динамiчних та
стохастичних модифiкацiй моделi, а також у розширеннi її застосування для
моделювання реальних регiональних еколого-економiчних систем.
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ДОДАТОК А

Вихiдний код програми

import numpy as np

import itertools

from scipy.optimize import linprog

class EcoEconDisasterModel:

def __init__(self, A11, A12, A21, A22, y1, y2, c, c_psi, p_phi, p_psi, b1, b2):

"""

Iнiцiалiзацiя еколого-економiчної моделi з додатковими параметрами ризику

технологiчних катастроф.→˓

Параметри:

- A11, A12, A21, A22: 3D масиви numpy, що представляють мiжгалузевi матрицi

та матрицi забруднення→˓

- y1: вектор кiнцевого споживання

- y2: вектор порогiв толерантностi до забруднення

- c: вектор витрат для ненейтралiзованих забруднювачiв

- c_psi: матриця витрат на нейтралiзацiю забруднювачiв рiзними методами

- p_phi: ймовiрнiсть катастрофи пiд час виробництва для кожного методу

виробництва→˓

- p_psi: ймовiрнiсть катастрофи пiд час нейтралiзацiї для кожного методу

нейтралiзацiї→˓

- b1: очiкуванi викиди забруднювачiв пiд час виробничої катастрофи

- b2: очiкуванi викиди забруднювачiв пiд час катастрофи нейтралiзацiї

"""

self.A11 = A11

self.A12 = A12

self.A21 = A21

self.A22 = A22

self.y1 = y1

self.y2 = y2

self.c = c

self.c_psi = c_psi

# Новi параметри для ризику технологiчних катастроф

self.p_phi = p_phi # Ймовiрнiсть катастрофи для методiв виробництва

self.p_psi = p_psi # Ймовiрнiсть катастрофи для методiв нейтралiзацiї

self.b1 = b1 # Очiкуванi викиди пiд час виробничої катастрофи

self.b2 = b2 # Очiкуванi викиди пiд час катастрофи нейтралiзацiї
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@staticmethod

def is_feasibility_condition_met(A21, y1, y2):

rows, cols = len(A21), len(A21[0])

res_matrix = [list(itertools.product(*A21[i])) for i in range(rows)]

res_matrix = np.array(res_matrix).reshape((-1, rows, cols))

return np.all(res_matrix @ y1 >= y2)

@staticmethod

def range_is_correct(matrix):

return np.all(np.logical_and(matrix >= 0, matrix <= 1))

def get_sigma(self, g, k, psi_g):

return self.A22[k][g][psi_g] if k != g else self.A22[k][g][psi_g] - 1 +

self.c_psi[k][psi_g] / self.c[k]→˓

@staticmethod

def add_arrays(result, temp):

if not result:

return temp

return [result[i] + temp[i] for i in range(len(result))]

def get_disaster_adjusted_obj_func_coefs(self):

result = []

for k in range(len(self.c)):

coefs_prod = []

for j in range(len(self.A21[k])):

for phi_j in range(len(self.A21[k][j])):

coef = self.A21[k][j][phi_j] * self.c[k]

if j < self.p_phi.shape[0] and phi_j < self.p_phi.shape[1]:

if k < self.b1.shape[0] and j < self.b1.shape[1] and phi_j <

self.b1.shape[2]:→˓

coef += self.p_phi[j][phi_j] * self.b1[k][j][phi_j] *

self.c[k]→˓

coefs_prod.append(coef)

coefs_ext = []

for g in range(len(self.A22[k])):

for psi_g in range(len(self.A22[k][g])):

coef = self.get_sigma(g, k, psi_g) * self.c[k]

if g < self.p_psi.shape[0] and psi_g < self.p_psi.shape[1]:

if k < self.b2.shape[0] and g < self.b2.shape[1] and psi_g <

self.b2.shape[2]:→˓

coef += self.p_psi[g][psi_g] * self.b2[k][g][psi_g] *

self.c[k]→˓

coefs_ext.append(coef)
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result = self.add_arrays(result, coefs_prod + coefs_ext)

return result

def get_disaster_adjusted_constraints(self, obj_coefs):

y1_adjusted = np.zeros_like(self.y1)

for i in range(len(self.y1)):

max_prob = 0.0

for j in range(len(self.A11[i])):

for phi_j in range(len(self.A11[i][j])):

if j < self.p_phi.shape[0] and phi_j < self.p_phi.shape[1]:

max_prob = max(max_prob, self.p_phi[j][phi_j])

adjustment_factor = 1.0 - max_prob

if adjustment_factor <= 0:

adjustment_factor = 0.01

y1_adjusted[i] = self.y1[i] / adjustment_factor

y2_adjusted = -self.y2

y = np.concatenate((y1_adjusted, y2_adjusted))

return np.concatenate((y, np.zeros(len(obj_coefs))))

@staticmethod

def k_delta(i, j):

return int(i == j)

def get_disaster_adjusted_inequalities_coefs(self):

coefs_res = []

for i in range(len(self.y1)):

coefs_y1 = []

for j in range(len(self.A11[i])):

for phi_j in range(len(self.A11[i][j])):

disaster_prob = 0.0

if j < self.p_phi.shape[0] and phi_j < self.p_phi.shape[1]:

disaster_prob = self.p_phi[j][phi_j]

coefficient = self.kronecker_delta(i, j) * (1 - disaster_prob) -

self.A11[i][j][phi_j]→˓

coefs_y1.append(coefficient)

for g in range(len(self.A12[i])):

for psi_g in range(len(self.A12[i][g])):

disaster_prob = 0.0

if g < self.p_psi.shape[0] and psi_g < self.p_psi.shape[1]:

disaster_prob = self.p_psi[g][psi_g]
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coefficient = -self.A12[i][g][psi_g] * (1 - disaster_prob)

coefs_y1.append(coefficient)

coefs_res.append(coefs_y1)

for k in range(len(self.y2)):

coefs_y2 = []

for j in range(len(self.A21[k])):

for phi_j in range(len(self.A21[k][j])):

coefficient = -self.A21[k][j][phi_j]

if j < self.p_phi.shape[0] and phi_j < self.p_phi.shape[1]:

if k < self.b1.shape[0] and j < self.b1.shape[1] and phi_j <

self.b1.shape[2]:→˓

coefficient -= self.p_phi[j][phi_j] *

self.b1[k][j][phi_j]→˓

coefs_y2.append(coefficient)

for g in range(len(self.A22[k])):

for psi_g in range(len(self.A22[k][g])):

if k == g:

coefficient = self.kronecker_delta(k, g) -

self.A22[k][g][psi_g]→˓

else:

coefficient = -self.A22[k][g][psi_g]

if g < self.p_psi.shape[0] and psi_g < self.p_psi.shape[1]:

if k < self.b2.shape[0] and g < self.b2.shape[1] and psi_g <

self.b2.shape[2]:→˓

coefficient -= self.p_psi[g][psi_g] *

self.b2[k][g][psi_g]→˓

coefs_y2.append(coefficient)

coefs_res.append(coefs_y2)

identity_matrix = np.identity(len(coefs_res[0]))

return np.concatenate((coefs_res, identity_matrix))

def count_methods(self):

return [len(i) for i in self.A11[0]] + [len(j) for j in self.A22[0]]

def get_results(self, obj_coefs, constraints, ineq_coefs):

res = linprog(obj_coefs, A_ub=-ineq_coefs, b_ub=-constraints, method='highs')

42



if not res.success:

print(f"\nОптимiзацiя не вдалася: {res.message}")

return None, None, None

subarrays_sizes = self.count_methods()

split_points = np.cumsum(subarrays_sizes)[:-1]

subarrays = np.split(res.x, split_points)

prod_indexes = [(np.nonzero(array)[0][0] if np.any(array > 1e-8) else 0,

array[np.nonzero(array)[0][0]] if np.any(array > 1e-8) else

0)→˓

for array in subarrays[:len(self.A11)]]

emis_indexes = [(np.nonzero(array)[0][0] if np.any(array > 1e-8) else 0,

array[np.nonzero(array)[0][0]] if np.any(array > 1e-8) else

0)→˓

for array in subarrays[len(self.A11):]]

return res.fun, prod_indexes, emis_indexes

def validate_data(self):

basic_validation = (self.data_is_sufficient(self.A21, self.y1, self.y2) and

all(map(self.range_is_correct, [self.A11, self.A12,

self.A21, self.A22])))→˓

p_phi_valid = np.all((self.p_phi >= 0) & (self.p_phi < 1))

p_psi_valid = np.all((self.p_psi >= 0) & (self.p_psi < 1))

b1_valid = np.all(self.b1 >= 0)

b2_valid = np.all(self.b2 >= 0)

return basic_validation and p_phi_valid and p_psi_valid and b1_valid and

b2_valid→˓

def run(self):

if not self.validate_data():

print("\nНеобхiднi умови для невiд'ємних розв'язкiв не виконуються або

параметри ризику катастроф недiйснi")→˓

return

print("\nНеобхiднi умови для невiд'ємних розв'язкiв виконуються")

obj_coefs = self.get_disaster_adjusted_obj_func_coefs()

constraints = self.get_disaster_adjusted_constraints(obj_coefs)

ineq_coefs = self.get_disaster_adjusted_inequalities_coefs()
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func_val, prod_indexes, emis_indexes = self.get_results(obj_coefs,

constraints, ineq_coefs)→˓

if func_val is None:

print("\nНе вдалося знайти оптимальне рiшення")

return

print('\nМiнiмальне значення цiльової функцiї (загальна вартiсть з

урахуванням ризику катастроф):', func_val)→˓

for i, (idx, val) in enumerate(prod_indexes):

if val > 1e-8: # Виведення лише значних ненульових значень

print(f"\nОбсяг виробництва продукту {i + 1} за методом {idx + 1}:

{val:.4f}")→˓

if i < self.p_phi.shape[0] and idx < self.p_phi.shape[1]:

disaster_prob = self.p_phi[i][idx]

print(f" Ймовiрнiсть катастрофи для цього методу:

{disaster_prob:.4f}")→˓

print(f" Очiкуванi втрати виробництва: {disaster_prob *

val:.4f}")→˓

for j, (idx, val) in enumerate(emis_indexes):

if val > 1e-8:

print(f"Обсяг нейтралiзацiї забруднювача {j + 1} за методом {idx +

1}: {val:.4f}")→˓

if j < self.p_psi.shape[0] and idx < self.p_psi.shape[1]:

disaster_prob = self.p_psi[j][idx]

print(f" Ймовiрнiсть катастрофи для цього методу:

{disaster_prob:.4f}")→˓

print(f" Очiкуванi втрати нейтралiзацiї: {disaster_prob *

val:.4f}")→˓

expected_disaster_costs = 0

for k in range(len(self.c)):

for i, (idx_i, val_i) in enumerate(prod_indexes):

if val_i > 1e-8:

if i < self.p_phi.shape[0] and idx_i < self.p_phi.shape[1]:

if k < self.b1.shape[0] and i < self.b1.shape[1] and idx_i <

self.b1.shape[2]:→˓

expected_disaster_costs += self.p_phi[i][idx_i] *

self.b1[k][i][idx_i] * val_i * self.c[k]→˓

for j, (idx_j, val_j) in enumerate(emis_indexes):

if val_j > 1e-8:

# Витрати на катастрофу нейтралiзацiї (якщо розмiри параметрiв

дозволяють)→˓
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if j < self.p_psi.shape[0] and idx_j < self.p_psi.shape[1]:

if k < self.b2.shape[0] and j < self.b2.shape[1] and idx_j <

self.b2.shape[2]:→˓

expected_disaster_costs += self.p_psi[j][idx_j] *

self.b2[k][j][idx_j] * val_j * self.c[k]→˓

print(f"Очiкуванi додатковi витрати вiд технологiчних катастроф:

{expected_disaster_costs:.4f}")→˓

print(f"Базовi витрати без урахування ризику катастроф: {func_val -

expected_disaster_costs:.4f}")→˓

def convert_dict_to_array(data_dict, shape):

result = np.zeros(shape)

for i in data_dict:

if isinstance(data_dict[i], dict):

for j in data_dict[i]:

if isinstance(data_dict[i][j], dict):

for k in data_dict[i][j]:

if i-1 < shape[0] and j-1 < shape[1] and k-1 < shape[2]:

result[i-1][j-1][k-1] = data_dict[i][j][k]

else:

if i-1 < shape[0] and j-1 < shape[1]:

result[i-1][j-1] = data_dict[i][j]

return result

if __name__ == "__main__":

A11 = np.array([[[0.94, 0.21], [0.3, 0.51]], [[0.08, 0.30], [0.09, 0.35]]])

A12 = np.array([[[0.78, 0.95], [0.29, 0.15]], [[0.02, 0.04], [0.11, 0.21]]])

A21 = np.array([[[0.16, 0.23], [0.33, 0.18]], [[0.01, 0.17], [0.35, 0.14]]])

A22 = np.array([[[0.41, 0.27], [0.89, 0.14]], [[0.02, 0.04], [0.66, 0.22]]])

y1 = np.array([989, 621])

y2 = np.array([57, 25])

c = np.array([81, 77])

c_psi = np.array([[18, 28], [39, 55]])

p_phi = np.array([[0.01, 0.006], [0.014, 0.011]])

p_psi = np.array([[0.01, 0.02], [0.015, 0.025]])

b1 = np.array([

[[[0.3, 0.25], [0.2, 0.15]]], # Вплив на забруднювач 1

[[[0.4, 0.35], [0.3, 0.25]]] # Вплив на забруднювач 2

]).reshape(2, 2, 2)

b2 = np.array([
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[[[1.1, 1.0], [0.9, 0.8]]], # Вплив на забруднювач 1

[[[1.0, 0.9], [1.1, 1.0]]] # Вплив на забруднювач 2

]).reshape(2, 2, 2)

disaster_model = EcoEconDisasterModel(A11, A12, A21, A22, y1, y2, c, c_psi, p_phi,

p_psi, b1, b2)→˓

disaster_model.run()

second_model = EcoEconDisasterModel(A11, A12, A21, A22, y1, y2, c, c_psi, p_phi,

p_psi, b1, b2)→˓

second_model.run()
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