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Жаба В. I.

РОЗРАХУНОК ФАЗ НУКЛОН-НУКЛОННОГО РОЗСIЯННЯ ДЛЯ
ПОТЕНЦIАЛУ REID93 ЗА МЕТОДОМ ФАЗОВИХ ФУНКЦIЙ

Для обрахунку фаз одноканального нуклон-нуклонного розсiяння розглянуто вiдомий метод фазових

функцiй. За допомогою методу фазових функцiй чисельно отримано фазовi зсуви нуклон-нуклонного роз-

сiяння: nn (1S0-,
3P0-,

3P1-,
1D2-,

3F3-станiв), pp (1S0-,
3P0-,

3P1-,
1D2-станiв) i np (1S0-,

1P1-,
3P0-,

3P1-,
1D2-,

3D2-станiв). Розрахунки проведено для сучасного реалiстичного нуклон-нуклонного потенцiалу

Reid93. Чисельно розрахованi фазовi зсуви добре узгоджуються з результатами, отриманими iншими

методами. За розрахованими фазовими зсувами обчислено повний перерiз i парцiальну амплiтуду роз-

сiяння, значення яких мало вiдрiзняються вiд величин, отриманих за вiдомими фазами в iнших роботах.
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Вступ

Iз експериментально спостережуваних величин
перерiзу розсiяння та енергiй переходiв отримують
у першу чергу iнформацiю про фази та амплi-
туди розсiяння, нiж про хвильовi функцiї, що є
основним об’єктом дослiдження при стандартному
пiдходi. Iншими словами, в експериментi спосте-
рiгаються не самi хвильовi функцiї, а їхнi змiни,
викликанi у результатi взаємодiї [1]. Тому стано-
вить iнтерес отримати рiвняння, що безпосередньо
пов’язують фази й амплiтуди розсiяння з потенцiа-
лом, не знаходячи при цьому хвильовi функцiї.

Точний розв’язок задачi розсiяння iз метою
обчислення фаз розсiяння можливий тiльки для
окремих феноменологiчних потенцiалiв. Коли ви-
користовуються реалiстичнi потенцiали, то фази
розсiяння обчислюються наближено. Це пов’язано
з використанням фiзичних апроксимацiй або з
чисельним розрахунком. Вплив вибору чисельного
алгоритму на розв’язок задачi розсiяння вказано у
роботi [2].

До методiв розв’язування рiвняння Шредiнгера
з метою отримання фаз розсiяння належать: ме-
тод послiдовних наближень, борнiвське наближен-
ня, метод фазових функцiй та iншi.

Ця робота присвячена розрахунку фазових зсу-
вiв нуклон-нуклонного розсiяння у рiзних спiнових
станах для сучасного реалiстичного феноменоло-
гiчного нуклон-нуклонного потенцiалу Reid93 [3]
за допомогою методу фазових функцiй.

Метод фазових функцiй

При розсiяннi безспiнової частинки з енер-
гiєю E i орбiтальним моментом l на сферично-
симетричному потенцiалi V (r) рiвняння Шредiн-
гера для радiальної хвильової функцiї ul(r) має
вигляд [1]:

u′′l (r) +

(
k2 − l(l+ 1)

r2
− U(r)

)
ul(r) = 0, (1)

де U(r) = 2mV (r)/~2 — перенормований потенцi-
ал взаємодiї, m — приведена маса, k2 = 2mE/~2 —
хвильове число.

Математично МФФ — це особливий спосiб
розв’язку радiального рiвняння Шредiнгера (1).
Вiн досить зручний для отримання фаз розсiян-
ня, оскiльки за цим методом не потрiбно спочатку
обчислювати в широкiй областi радiальнi хвильовi
функцiї i потiм за їхнiми асимптотиками знаходити
цi фази.

Двома лiнiйно незалежними розв’язками вiль-
ного рiвняння Шредiнгера (1) є вiдомi функцiї
Рiккатi — Бесселя jl(kr) i nl(kr). Вiльному руховi
вiдповiдає тiльки регулярний у точцi r = 0 розв’я-
зок jl(kr), так що у цьому випадку асимптотично
при великих значеннях r розв’язок набуде вигляду

ul(r) ≈ const · sin(kr − lπ/2).

Наявнiсть потенцiалу приводить до того, що те-
пер в областi, де потенцiал U(r) зникає, хвильова
функцiя включає добавку нерегулярного розв’язку
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вiльного рiвняння nl(kr). Мiрою цiєї добавки є са-
ме фаза розсiяння δl:

ul(r) ≈ const ·
[
jl(kr)− tg δl · nl(kr)

]
,

ul(r) → const · sin(kr − lπ/2 + δl), r → ∞.

Стандартний спосiб обчислення фаз розсiян-
ня — це розв’язок рiвняння Шредiнгера (1) з асим-
птотичною граничною умовою. МФФ — це перехiд
вiд рiвняння Шредiнгера до рiвняння для фазової
функцiї. Для цього роблять замiну [1; 4]:

ul(r) = Al(r)
[
cos δl(r) · jl(kr) −

− sin δl(r) · nl(kr)
]
. (2)

Введенi двi новi функцiї δl(r) i Al(r) мають
змiст вiдповiдних фаз розсiяння i констант норму-
вання (амплiтуд) хвильових функцiй для розсiян-
ня на визначенiй послiдовностi обрiзаних потенцi-
алiв. Їх називають вiдповiдно до їхнього фiзичного
змiсту фазовою й амплiтудною функцiєю. Термiн
«фазова функцiя» вперше був використаний у ро-
ботi Морзе i Аллiса [5]. Рiвняннями для фазової й
амплiтудної функцiй з початковими умовами є:

δ′l = − 1

k
U
[
cos δl · jl − sin δl · nl

]2
,

δl(0) = 0; (3)

A′
l = − 1

k
AlU

[
cos δl · jl − sin δl · nl

]
×

×
[
sin δl · jl + cos δl · nl

]
, Al(0) = 1. (4)

Фазове рiвняння (3) було вперше отримано Дру-
карєвим [6], а потiм незалежно у роботах Бергма-
на, Кiнча [7], Ольсона, Колоджеро [8], Дашена [9].
МФФ виявився зручним при розв’язуваннi бага-
тьох задач атомної i ядерної фiзики.

Потенцiал Reid93

Чому саме вибрано провести розрахунок фа-
зових зсувiв з використанням потенцiалу Reid93?
Параметри потенцiальних моделей оптимiзованi
таким чином, що мiнiмiзовано значення χ2 у
прямiй пiдгонцi до даних. Перше удосконалення
потенцiалу Nijm78 [10] було розпочате на початку
1990-х рокiв. Удосконалена версiя потенцiалу мала
назву Nijm92pp, оскiльки була обновлена саме для
1787 pp даних. Для потенцiалу Nijm92pp величина
χ2/Npp становила 1,4. Наступне удосконалення
потенцiалу Nijm78 для np даних дало модель
Nijm93: χ2/Npp = 1,8 для 1787 pp i χ2/Nnn =
= 1,9 для 2514 np даних, тобто χ2/Ndata =
= 1,87. Для потенцiалiв NijmI i NijmII величина
χ2/Ndata = 1,03. Оригiнальний потенцiал Рейда
Reid68 був параметризований на основi фазового
аналiзу Неймегенською групою i отримав назву

Reid93. Параметризацiя була проведена для 50 па-
раметрiвAij i Bij потенцiалу, причому χ2/Ndata =
= 1,03 [3]. Структура i запис потенцiалу Reid93
доволi громiздкi.

Потенцiал Argonne v18 [11] з 40 регульованими
параметрами дає величину χ2/Ndata = 1,09 для
4301 pp i np даних в областi енергiй 0–350 MeВ.
Для потенцiалу CD-Bonn [12] величина χ2/Ndata
становить 1,01 для 2932 pp даних i 1,02 для 3058
np даних. Такi потенцiали, як Хамада-Джонсона-
62, потенцiали Єльської групи, Reid68, UrbanaV14
та iн. мають бiльшi значення χ2, оскiльки параме-
тризованi на основi бiльш вузького енергетичного
iнтервалу.

Отже, потенцiал Reid93 є одним з тих реалi-
стичних феноменологiчних потенцiалiв, який най-
краще описує мiжнуклонну взаємодiю. Структура
i запис потенцiалу Reid93 доволi громiздкi.

При розрахунках фаз розсiяння потрiбно врахо-
вувати особливостi потенцiалу мiжнуклонної вза-
ємодiї [3]. Незручнiсть оригiнального потенцiалу
Рейда (Reid68) така, що в час побудови цього
потенцiалу якiсть np даних була доволi низькою.
Другою незручнiстю потенцiалу Reid68 є те, що по-
тенцiал має 1/r особливiсть для всiх парцiальних
хвиль (це можна було подолати, ввiвши дипольний
форм-фактор). Починаючи з однопiонного обмiну
(ОРЕ), регуляризацiйний потенцiал Reid93 для
кожної парцiальної хвилi може бути розширений,
вибираючи зручний вклад для центральної, тен-
зорної i спiн-орбiтальної функцiй з усередненим
значенням мас пiонiв m̄ = (mπ0 + 2mπ±)/3 i
параметром вiдсiкання Λ = 8m̄:

Y (p) = pm̄φoC(pm̄, r),

Z(p) = pm̄φoT (pm̄, r),

W (p) = pm̄φoSO(pm̄, r),

де p — цiле число. Для коефiцiєнтiв, якi домножу-
ють функцiї iзовектор потенцiалу i iзоскаляр з np
1S0 потенцiалом, вводились вiдповiднi позначення
Aip i Bip. Тут iндекс i позначає рiзнi парцiальнi
хвилi. Наприклад, для парцiальних хвиль в iзове-
кторному синглетному станi (I = 1, S = 0, L = J)
не ОРЕ частини потенцiалу будуть мати вигляд:

Vpp(
1S0) = A12Y (2) +A13Y (3) +

+A14Y (4) +A15Y (5) +A16Y (6),

Vnp(
1S0) = B13Y (3) +B14Y (4) +

+B15Y (5) +B16Y (6),

V (1D2) = A24Y (4) +A25Y (5) +A26Y (6).

Для парцiальних хвиль в iзоскалярному син-
глетному станi (I = 0, S = 0, L = J) не ОРЕ
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Таблиця 1. nn фазовi зсуви

Tlab,
MeВ

1S0
3P0

3P1
1D2

3F3

1 56,68 0,21 −0,12 1e−3 −4e−5

5 60,12 1,84 −1,04 0,05 −0,01

10 57,14 4,07 −2,24 0,18 −0,04

25 48,66 8,95 −5,14 0,73 −0,24

50 38,42 11,81 −8,55 1,75 −0,70

100 24,27 9,65 −13,59 3,81 −1,52

150 13,98 4,64 −17,81 5,67 −2,08

200 5,84 −0,74 −21,60 7,24 −2,43

250 −0,97 −5,83 −25,05 8,51 −2,63

300 −6,93 −10,70 −28,22 9,52 −2,70

350 −12,05 −15,23 −31,14 10,42 −2,75

частини потенцiалу будуть мати вигляд:

V (1P1) = B23Y (3) +B24Y (4) +

+B25Y (5) +B26Y (6),

V (1F3) = B33Y (3) +B35Y (5).

Розрахунки фазових зсувiв
методом фазових функцiй

Спiновi стани для нейтрон-протонної систе-
ми представляються як 2S+1LJ , де L — мо-
мент системи (значення орбiтального моменту
L = 0, 1, 2, 3, 4, . . . вiдповiдають S-, P-, D-, F-,
G-, . . . стану); S — спiн системи; J — повний мо-
мент системи; P = (−1)L — парнiсть. Для pp- i
nn- систем спiновими станами будуть 1S0-, 3P0-,
3P1-, 1D2-, 3F3-, . . . стани. Для np- системи спiно-
вими станами будуть 1S0-, 1P1-, 3P0-, 3P1-, 1D2-,
3D2-, . . . стани.

Методом фазових функцiй чисельно отрима-
но фазовi зсуви нуклон-нуклонного розсiяння для
потенцiалу Reid93: nn (1S0-, 3P0-, 3P1-, 1D2-,
3F3-станiв), pp (1S0-, 3P0-, 3P1-, 1D2-станiв) i np
(1S0-, 1P1-, 3P0-, 3P1-, 1D2-, 3D2-станiв). Маси ну-
клонiв вибрано такими: Mp = 938,27231 MeB;

Mn = 939,56563 MeB. Був вибраний чисельний
метод рiшення фазового рiвняння (3) — метод
Рунге-Кутта четвертого порядку [13]. Фазовi зсу-
ви знаходились при виходi фазової функцiї δl(r)
на асимптотику при r = 10 Фм. Значення фазових
зсувiв приведено у таблицях 1–3. Фазовi зсуви вка-
зано у градусах. Дiапазон енергiй 1–350 МеВ. Роз-
рахунки порiвняно з результатами iнших робiт: для
парцiального хвильового аналiзу (PWA) [3], для по-
тенцiалiв NijmI, NijmII i Reid93 [3], Argonne v18
(Av18) [11] i CD-Bonn [12].

Оскiльки у науковiй лiтературi не було таблич-
них значень фазових зсувiв nn- розсiяння для по-
тенцiалу Reid93, то розрахованi за МФФ фазовi
зсуви порiвняно з фазами для потенцiалiв Argonne
v18 i CD-Bonn.

Якщо порiвняти фазовi зсуви нуклон-
нуклонного розсiяння, розрахованi для одного i
того ж потенцiалу Reid93 (для pp- i np- розсiяння)
рiзними методами — на основi розв’язку рiвняння
Шредiнгера (див. роботу [3]) i на основi МФФ (ре-
зультати цiєї роботи), то можна зробити висновок,
що розходження мiж результатами становить не
бiльше нiж два вiдсотки.

Порiвняння результатiв розрахункiв фазових
зсувiв для потенцiалу Reid93, отриманих за допо-
могою МФФ, i фазових зсувiв для iнших потен-
цiальних моделей (NijmI, NijmII [3], Argonne v18
i CD-Bonn) i для парцiального хвильового аналi-
зу вказує на те, що вiдхилення мiж цими даними
становить до п’яти вiдсоткiв.

Результати розрахункiв фаз одноканального
розсiяння для потенцiалу Reid93 добре узгоджу-
ються з даними, отриманими у рамках кiральної
теорiї збурень [14], для послiдовного теоретико-
польового пiдходу [15] i для парцiального хвильо-
вого аналiзу нижче порогу утворення пiона [16].

Крiм того, метод квазiлiнеаризацiї [17] з МФФ
дають чудовi результати, коли застосовуються
до обчислення основних i збуджених зв’язаних
станiв енергiй i хвильових функцiй для рiзних

Таблиця 2. pp фазовi зсуви

Tlab,
MeВ

1S0
3P0

3P1
1D2

1 33,55 0,13 −0,08 0,00

5 55,91 1,60 −1,00 0,05

10 55,02 3,78 −2,10 0,17

25 48,57 8,74 −5,01 0,70

50 38,42 11,79 −8,37 1,71

100 24,49 9,65 −13,56 3,77

150 14,47 4,85 −17,77 5,63

200 6,48 −0,33 −21,55 7,17

250 −0,22 −5,56 −25,01 8,45

300 −6,25 −10,51 −28,17 9,49

350 −11,41 −15,07 −31,08 10,37

Таблиця 3. np фазовi зсуви

Tlab,
MeВ

1S0
3P0

1P1
3P1

1D2
3D2

1 61,90 0,18 −0,18 −0,11 0,00 0,01

5 63,23 1,62 −1,49 −0,94 0,04 0,22

10 59,47 3,66 −3,05 −2,05 0,16 0,85

25 50,42 8,26 −6,37 −4,86 0,67 3,75

50 40,22 11,14 −9,91 −8,27 1,70 9,05

100 26,32 9,23 −14,94 −13,40 3,82 17,15

150 16,09 4,46 −18,95 −17,71 5,69 21,74

200 7,81 −0,75 −22,18 −21,56 7,28 23,99

250 0,84 −5,84 −24,73 −25,14 8,57 24,82

300 −5,23 −10,62 −26,71 −28,35 9,65 24,84

350 −10,53 −15,07 −28,16 −31,31 10,54 24,42
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Таблиця 4. Повний перерiз розсiяння

Tlab,
MeВ

σnn (МФФ) σpp [3] σpp (МФФ) σnp [3] σnp (МФФ)

1 181,96 78,43 79,59 202,74 202,78
5 196,96 174,98 179,56 209,07 209,09

10 189,00 180,07 179,39 199,94 200,03
25 172,29 170,48 170,68 191,70 191,91
50 151,86 152,72 150,98 209,81 210,54
100 114,90 116,28 115,35 283,50 284,34
150 106,17 105,73 107,21 370,21 371,07
200 129,45 126,06 129,11 457,23 458,20
250 176,81 171,13 175,20 543,29 544,54
300 241,17 233,35 238,73 628,32 629,44
350 316,97 307,12 313,58 711,73 713,03

потенцiалiв. У [18] запропоновано узагальнення
МФФ до проблем акустичної хвилi, що розсiюється
на безперервнiй середнiй неоднорiдностi.

Поряд iз фазовими зсувами в задачах розсiяння
доводиться мати справу з амплiтудами розсiяння,
елементами S- матрицi i цiлим рядом iнших па-
раметрiв. По вiдомим фазам розсiяння отримують
повну амплiтуду, повний перерiз i парцiальну ам-
плiтуду розсiяння вiдповiдно [1]

F (θ) =
1

k

∞∑

l=0

(2l+ 1)eiδl sin δlPl(cos θ), (5)

σ =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l+ 1) sin2 δl, (6)

fl =
1

k
eiδl sin δl, (7)

де Pl(cos θ) — полiноми Лежандра, θ — поляриза-
цiйний кут. Залежно вiд методу розрахунку змiна
фази розсiяння призводить до вiдповiдної змiни ви-
щевказаних величин F (θ), σ, fl. Так, наприклад,
для 1S0- стану np- системи змiна фази розсiяння δl
на величину ε (1–2%) дає незначну змiну дiйсної
та уявної частини парцiальної амплiтуди (7).

Проведено порiвняння мiж величинами повно-
го перерiзу розсiяння σ (в Фм−2), розрахованими
за фазовими зсувами з роботи [3] та фазовими зсу-
вами згiдно з МФФ для потенцiалу Reid93. Резуль-
тати розрахункiв повного перерiзу розсiяння (6) на-
ведено у табл. 4. Рiзниця мiж розрахунками зале-
жно вiд методу отримання фаз розсiяння складає

0,1–4,1% для pp- i 0,1–0,4% для np- розсiяння. Ре-
зультати розрахункiв за методом фазових функцiй
у таблицi 4 позначено як МФФ.

Висновки

Розглянуто вiдомий метод фазових функцiй
для задачi одноканального нуклон-нуклонного роз-
сiяння.

Вперше методом фазових функцiй розраховано
nn, pp i np фазовi зсуви для вiдповiдних спi-
нових конфiгурацiй для нуклон-нуклонного по-
тенцiалу Reid93. Чисельно отриманi фазовi зсуви
добре узгоджуються з результатами оригiнальної
роботи [3] для цього ж потенцiалу (вiдхилен-
ня становить не бiльше двох вiдсоткiв). Також
порiвняно результати розрахункiв фазових зсу-
вiв за допомогою МФФ з фазовими зсувами
для iнших потенцiальних моделей (NijmI, Ni-
jmII [3], Argonne v18 [11] i CD-Bonn [12]) i
для парцiального хвильового аналiзу: вiдхилен-
ня мiж цими даними становить до п’яти вiдсо-
ткiв.

За розрахованими фазовими зсувами за МФФ
обчислено повний перерiз nn-, pp- i np- розсiяння
σ та порiвняно його з величиною повного перерi-
зу, отриманого за фазовими зсувами з роботи [3].
Отримано й парцiальну амплiтуду розсiяння fl для
1S0- стану np- системи. Значення σ i fl мало
вiдрiзняються вiд величин, отриманих за вiдоми-
ми фазами з роботи [3] для вказаного потенцiалу
мiжнуклонної взаємодiї Reid93.
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V. Zhaba

CALCULATION OF PHASES OF NUCLEON-NUCLEON
SCATTERING FOR POTENTIAL REID93 ON THE

PHASE-FUNCTIONS METHOD

For calculation of the single-channel nucleon-nucleon scattering a phase-functions method (PFM) has been

considered. PFM is a special method to solve the radial Schrödinger equation, which is a second order linear

differential equation. It is quite convenient for obtaining scattering phases, because this method does not require

calculating radial wave functions of scattering problem in a wide range firstly and then finding these phases by

their asymptotics. Using a phase-functions method the following phase shifts of a nucleon-nucleon scattering

are calculated numerically: nn (1S0-,
3P0-,

3P1-,
1D2-,

3F3-state), pp (1S0-,
3P0-,

3P1-,
1D2-state) and np

(1S0-,
1P1-,

3P0-,
3P1-,

1D2-,
3D2-state). The calculations has been performed using realistic nucleon-nucleon

potential Reid93. When calculating phases of scattering, one should consider the peculiarities of potentials

of internucleonic interaction. Obtained phase shifts are in good agreement with the results obtained in the

framework of other methods. Calculations compared with the results of other operations: for the partial-wave

analysis and for potentials NijmI, NijmII, Argonne v18 (Av18) and CD-Bonn. If we compare the phase shifts

of nucleon-nucleon scattering calculated for the same Nijmegen group potentials (for pp- and np- scatterings)

by different methods — on the basis of a solution of Schrödinger equation and PFM, we may conclude that the

discrepancy between the outcomes makes no more than two percent. The comparison of the calculation results

of the phase shifts for Reid93 potential, obtained with the help of PFM, and the phase shifts for other potential

models (Argonne v18 and CD-Bonn) and for the partial-wave analysis indicates that the deviation between

these data makes up to five percents. The Runge-Kutta method of the fourth order was chosen as the numerical

method of solving the phase equation. The phase shifts were at an output of the phase function δl(r) on an

asymptotics at r = 10 fm. Using the obtained phase shifts we have calculated the full cross-section and the

partial scattering amplitudes. Our results are in good agreement with those obtained by using known phases

published in literature. The all results of numeral calculations are represented in the type of tables which are

comfortable for comparison with the values got other methods or for other nucleon-nucleon potential models.

Keywords: phase-function method, nucleon-nucleon scattering, nucleon-nucleon state, phase shifts, poten-
tial Reid93.
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