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модель фінансового ринку з деривативами

Математична модель:

● Включає рух безризикових активів

● Дозволяє моделювати рух базових ризикованих активів

● Визначити справедливу ціну деривативів



Деривативи. Кол/пут-опціони. Платіжна фнкція.

● Дериватив - це фінансовий інструмент, вартість якого залежить від ціни іншого 
активу, який називається базовим активом.

● Кол- і пут-опціони – це деривативи (договори), які надають право на купівлю 
або продаж активу відповідно за певною ціною до певної дати в майбутньому.

● Преміум - ціна, яку платить покупець за опціон.

Використовуються для захисту від ризику цінових коливань

Платіжна функція для кол-опціону:

(𝑆𝑇 −𝐾) = ቊ
𝑆𝑇 − 𝐾, 𝑆𝑇 ≥ 𝐾

0, 𝑆𝑇 < 𝐾

𝐾 = 620

600

550

650



Option pricing – справедлива ціна-преміум

Чинники для ціноутворення опціонів:

● вартість базового активу – 𝑃𝑡
● ціна страйк – 𝐾

● волатильність ринку – 𝜎

● рівень процентних ставок – 𝑟

● час до закінчення терміну опціону – 𝑌



Black-Scholes model як класична модель

● модель руху базових активів:

𝑑𝑃𝑡
𝑃𝑡

= 𝜇𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡 , 𝑃𝑡 = 𝑃0𝑒
𝜇𝑡+𝜎𝑊𝑡

● Ціна call опціону: 

𝐶𝑎𝑙𝑙𝐵𝑆 = 𝑃𝑒−𝜎 𝑌−𝑡 𝑁 𝑑1 −𝐾𝑒−𝑟 𝑌−𝑡 𝑁(𝑑2)

де 𝑑1 =
ln

𝑆

𝐾
+ 𝑟+

𝜎2

2
𝑌

𝜎 𝑌
 , 𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎 𝑌

N ∗ – стандартна кумулятивна функція нормального розподілу

● Ціна put опціону: Put = call - stock + present value of exercise price. 

𝑃𝑢𝑡𝐵𝑆 = 𝐶𝑎𝑙𝑙𝐵𝑆 −𝐾𝑒− ҧ𝑟 𝑌−𝑡 − 𝑃𝑒−𝜎 𝑌−𝑡



Модель з ринковим часом

● модель руху базових активів:

𝑑𝑃𝑡
𝑃𝑡

= 𝜇𝑑𝑡 + 𝜃𝑑𝑇𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑇𝑡 , 𝑃𝑡 = 𝑃0𝑒
𝜇𝑡+𝜃𝑇𝑡+𝜎𝑊𝑇𝑡

● Ціна call опціону: 

𝐶 𝑌,𝐾 = න

0

∞

𝑃0N 𝑑1 −𝐾𝑒−𝑟𝑌N 𝑑2 𝑓𝑇𝑌 (𝑡)𝑑𝑡

де 𝑑1 =
𝑙𝑜𝑔

𝑃0
𝐾
+𝑟𝑌+

1

2
𝜎2𝑡

𝜎 𝑡
, 𝑑2 =

𝑙𝑜𝑔
𝑃0
𝐾
+𝑟𝑌−

1

2
𝜎2𝑡

𝜎 𝑡
, 

N ∗ – стандартна кумулятивна функція нормального розподілу,

𝑓𝑇𝑌 (𝑡) – щільність 𝑇𝑌 –
1

𝑌
𝑓𝑅Γ

𝑢−𝐸( 𝑌−𝑌)

𝑌
,
𝜐

2
,
𝛿2

2
.

● Ціна put опціону: P = call - stock + present value of exercise price. 



Ринковий час Т

● Новий час 𝑇𝑡 – це додатний, неспадний стохастичний процес:

𝑇0 = 0,𝑇𝑡 = ෍
𝑖=1

[𝑡]

𝜏𝑖 + 𝜏 𝑡 +1(𝑡 − [𝑡]) ,

де 𝜏𝑡 – послідовність стаціонарних приростів часу, необов’язково 

незалежних 

● Припускаємо, що 𝜏𝑡 підкорюється оберненому гамма-розподілу 𝑅Γ
𝜈

2
,
𝛿2

2
, де 𝜈

> 2, 𝛿 > 0, з щільністю: 

𝑓𝑅Γ 𝑥, α, 𝛽 =
(𝛼)𝛽

Γ(𝛽)
𝑥−𝛽−1𝑒−𝛼∗𝑥𝐼𝑥>0 ,

де α =
𝜈

2
, 𝛽 =

𝛿2

2
, 𝐼 – індикатор



Параметри – значення та знаходження

● log-дохідності:

𝑋𝑡 = log
𝑃𝑡
𝑃𝑡−1

= 𝜇 + 𝜃𝜏𝑡 + 𝜏𝑡

1
2𝑊1

Отримали з: 𝑃𝑡 = 𝑃0𝑒
𝜇𝑡+𝜃𝑇𝑡+𝜎𝑊𝑇𝑡

● Твердження [1]: Якщо 𝜏𝑡 має обернений гамма розподіл то: 

𝜏𝑡

1

2𝑊1 – розподіл Стьюдента 𝑇(ν, 𝜇, 𝛿)



Ринкові ціни опціонів

● Ресурс: Nasdaq - https://www.nasdaq.com/market-activity/stocks/nflx

https://www.nasdaq.com/market-activity/stocks/nflx


похибки оцінювання - statistical error measures

Для оцінка якості моделі обраховуємо два показники статистичної 
похибки [2]:

𝑅𝑃𝐸 =
ෞ𝑝𝑖−𝑝𝑖
𝑝𝑖

𝐴𝑅𝑃𝐸 =
ෝ𝑝𝑖 − 𝑝𝑖
𝑝𝑖

де ෝ𝑝𝑖- теоретична ціна, і 𝑝𝑖 - реальна (ринкова)



Регресія для оцінювання якості запропонованої 

моделі

𝐴𝑅𝑃𝐸 = 𝑎0 + 𝑎1𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑡𝑜 𝑚𝑎𝑡𝑢𝑡𝑖𝑡𝑦 + 𝑎2𝑀𝑜𝑛𝑒𝑦𝑛𝑒𝑠𝑠 + 𝜖,

де 𝜖~𝑁(0, 𝜎2)

Для даної регресії необхідно визначити параметри 𝑎0, 𝑎1 , 𝑎2 .



Numerical results

Компанія: Netflix - Netflix, Inc. Common Stock (NFLX)



Numerical results

крок 1:

Обираємо відрізок часу (8 днів) 

крок 2:
Обираємо 𝐾1 ,… , 𝐾10 - беремо дані з Nasdaq про 𝑝𝑖 для кожного дня 𝑇𝑖 та кожної ціни 𝐾𝑗



Реалізація
крок 3:

Визначаємо 𝑃0 - початкову ціну (сьогодні) для кожного 𝐾 та параметри ν,𝜇, 𝜎

крок 4:

Обраховуємо теоретичні call option price ෝ𝑝𝑖 за B-S model та моделлю з ринковим часом для 𝑃0



Реалізація



Реалізація
крок 5:

Створюємо табличку 𝑅𝑃𝐸 та 𝐴𝑅𝑃𝐸 похибок

крок 6:

Знаходимо статистичні характеристики похибок 𝑅𝑃𝐸 та 𝐴𝑅𝑃

Для моделі з ринковим часом Для моделі Блека-Шоулза



Реалізація

крок 7:

Обраховуємо 𝑀𝑜𝑛𝑒𝑦𝑛𝑒𝑠𝑠 для всіх 𝑃𝑡

крок 8:

Знаходимо параметри лінійної регресії окремо на 𝑀𝑜𝑛𝑒𝑦𝑛𝑒𝑠𝑠 та 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑡𝑜 𝑚𝑎𝑡𝑢𝑟𝑖𝑡𝑦, а 

також образу на обидва показники.



Реалізація



Реалізація



Реалізація



Висновки

● Медіани набкгато менші за середні – похибки більші на кінцях вибірки (в останні дні)

● Статистичні характеристики похибки 𝐴𝑅𝑃𝐸 та 𝑅𝑃𝐸 – додатні – обидві моделі завищують 

справедливу ціну опціонів

● Коефіцієнти регресії дуже малі – залежність незначна

● Відбувається систематичний ріст помилок в останні дні – волатильність базового активу 

потребує уточнення

● похибки зменшуються для обох моделей при зростанні грошовості та при зменшенні 

кількості днів до завершення дії опціону

● коефіцієнти регресії не високі, можемо сказати, що моделі не є дуже чутливими до таких 

даних.

● При правильному підборі параметрів модель з ринковим часом показує кращі результати, 
ніж модель Блека-Шоулза



Література

1. Christian Schittenkopf, Alfred Lehar, Martin Scheicher (2002) GARCH vs Stochastic 

Volatility: Option Pricing and Risk Management.—Journal of Banking & Finance, Volume 

26, Issues 2–3, 323–345 p. 

2. F. Castellia, N. N. Leonenkob, and N. Shchestyukc (2017) Student-like models for risky 

asset with dependence. — Stochastic Analysis and Applications, Volume 35, Issue 3, 

452– 464 p. 



Дякую за увагу!
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