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ХВИЛЬОВI РОЗВ’ЯЗКИ З ОСОБЛИВОСТЯМИ ДЛЯ
НЕЛОКАЛЬНИХ МОДЕЛЕЙ СКЛАДНИХ СЕРЕДОВИЩ

У роботi розглянуто хвильовi розв’язки нелокальних моделей складних середовищ. Особливу увагу
звернено на вивчення локалiзованих режимiв з використанням методiв якiсного та числового аналiзу
динамiчних систем. Встановлено, що моделi володiють неаналiтичними розв’язками.

Ключовi слова: нелокальнi моделi, усамiтненi хвилi.

Вступ

У сильно нерiвноважених умовах реальнi се-
редовища активно проявляють особливостi своєї
внутрiшньої структури [6]–[8]. Адекватний опис
середовищ за таких умов можна провести в рам-
ках механiки суцiльного середовища, врахувавши
в рiвняннi стану середовища динамiку внутрiшнiх
процесiв [6]. За такого пiдходу були побудованi та
обгрунтованi за допомогою методiв феноменоло-
гiчної термодинамiки незворотних процесiв нело-
кальнi моделi, якi у гiдродинамiчному довгохви-
льовому наближеннi мають вигляд [5]:

ρ̇ + ρux = 0, ρu̇ + px = 0,

p = κρ + σ
(
pxx + ρxpxρ−1−

−χ (ρ0/ρ)2
{
ρxx − ρ−1ρ2

x

})
−

−h
(
p̈ + χ (ρ0/ρ)2

{
2ρ−1ρ̇2 − ρ̈

})
,

(1)

де ρ – густина, p – тиск, u – швидкiсть, величини
σ та h є параметрами просторової та часової нело-
кальностi, ρ0 – густина середовища в рiвноважно-
му станi, параметри κ, χ, η пропорцiйнi квадратам
швидкостей звуку у середовищi, (·̇) = ∂(·)

∂t + u∂(·)
∂x

– субстанцiйна похiдна.
Попереднi дослiдження нелокальних моделей

виду (1) [3, 9] виявили серед iнварiантних хвильо-
вих розв’язкiв перiодичнi, мультиперiодичнi, квазi-
перiодичнi, хаотичнi, солiтоноподiбнi режими, якi
описувались аналiтичними функцiями за винятком
задач з ударними хвилями.

Таким чином, для моделей (1) розв’язки з осо-
бливостями, наприклад, у виглядi розривiв похi-
дних функцiй в окремих точках, вивчались недо-
статньо, хоча притаманнi багатьом моделям [10, 11,
12] i нелокальним, зокрема [4, 13, 14].

Якiсний аналiз структури автохвильових
розв’язкiв

Дослiдимо структуру автохвильових розв’язкiв
виду:

u = U (ω) + D, ρ = R (ω) , p = P (ω) ,

ω = x−Dt, (2)

де D – стала швидкiсть хвильового фронту. Пiдста-
вивши (2) в (1), отримаємо двi квадратури UR =
−Dρ0, P =

(
D2 + κ + DU

)
ρ0 та динамiчну си-

стему:

U ′ = W,W ′ = ∆−1
(
D (D + U)×

× (κ + DU) +
(
D2 − χ

)
W 2

(
σ + hU2

))
,

(3)

де ∆ = U
(
D2 − χ

) (
σ − hU2

)
. Динамiчна система

(3) допускає пониження порядку. Подiливши друге
рiвняння на перше та ввiвши нову змiнну W 2 = Z,
отримаємо

dZ

dU
=

2D (D + U) (κ + DU)
U (D2 − χ) (σ − hU2)

+

+
2Z

(
σ + hU2

)

U (σ − hU2)
. (4)

Рiвняння (4) є лiнiйним вiдносно функцiї Z. Тому
його загальний розв’язок має вигляд:

W 2 =
(

U

σ − hU2

)2 (
C∗+

+
2D

χ−D2

{Dκσ

2U2
+

(
D2 + κ

)
σ

U
+

+h
(
D2 + κ

)
U +

DhU2

2
+

+D (hκ− σ) ln |U |
})

,

(5)

де C∗ – стала iнтегрування, яка визначається з по-
чаткових умов. Зазначимо, що у випадку коли по-
чатковою умовою є точка з (xU ; 0), то

C∗ (xU ) =
2D

D2 − χ

{Dκσ

2x2
U

+

+

(
D2 + κ

)
σ

xU
+ h

(
D2 + κ

)
xU+

+
Dhx2

U

2
+ D (hκ− σ) ln |xU |

}
.

(6)
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a) б)

Рис. 1. Фазовi портрети динамiчної системи (3) при σ = 0 (а) та σ = 0, 3 (б)

а) б)

Рис. 2. Графiки компоненти U (ω) + D гомоклiнiчної петлi при σ = 0, 3 (а) та σ =
√

κD−1 (б)

Формально з останнього виразу можна отрима-
ти в неявнiй формi залежнiсть U (ω). Однак ця за-
лежнiсть є громiздкою, тому доповнимо аналiтич-
ний розв’язок результатами вивчення системи (3)
методами якiсного аналiзу [2]. Прирiвнявши правi
частини системи (3) до нуля, знайдемо стацiонарнi
точки T1 (−κ/D; 0) i T2 (−D; 0). Дослiдження стiй-
костi цих точок у лiнiйному наближеннi показали,
що точка T1 характеризується власними значення-

ми ±
√

(D2 − κ) D4

(χ−D2) κ (D2σ − hκ2)
, тодi як точка T2

– ±
√

D2 − κ

(χ−D2) (D2h− σ)
.

Iз фiзичного змiсту параметрiв моделi випливає,
що κ < D2 < χ. Тому типи стацiонарних точок ви-
значаються знаками виразiв D2σ−hκ2 та D2h−σ,
якi з використанням характеристичної швидкостi
α2 = σh−1 запишемо у виглядi L1 = α2 − κ2D−2

та L2 = D2 − α2. Таким чином, розбиття фазового
простору динамiчної системи (3) на траєкторiї за-
лежить вiд спiввiдношення мiж α та iншими швид-
костями у середовищi. Тому дослiдимо структуру
фазової площини системи (3) залежно вiд параме-
тра α. Для цього зафiксуємо значення параметрiв
κ = 2, D2 = 4, χ = 7, h = 1, а параметр σ ви-
користаємо в як бiфуркацiйний. Враховуючи ха-

рактер стiйкостi стацiонарних точок системи (3),
структура фазових портретiв системи визначається
взаємним положенням граничних циклiв i сепара-
трис [2]. При цьому спостерiгаємо наступнi типовi
випадки:

1. σ = 0. Тодi L1 < 0, L2 > 0, локально точка
T1 – центр, T2 – сiдлова точка. Як зображено на
рисунку 1 а), фазовий портрет динамiчної систе-
ми (3) мiстить гомоклiнiчну петлю, яка проходить
через точку T2. Аналiтичний вираз цiєї петлi мо-
жна отримати за допомогою спiввiдношення (5), де
сталу iнтегрування визначимо з умови проходжен-
ня траєкторiї через точку T2, тобто C? = C∗ (−D).
Гомоклiнiчнiй орбiтi вiдповiдає гладкий солiтоно-
подiбний розв’язок моделi (1) з необмеженим но-
сiєм.

2. 0 < σ < hκ2D−2. Тодi L1 < 0 i T1 – центр,
L2 > D2 − κ2

D2 > D2 − κ > 0 i T2 – сiдлова точка.
Фазовий портрет зображено на рис. 1, б. Область
iснування граничних циклiв обмежена сепаратри-
сною кривою, рiвняння якої визначається виразом
(5), де C∗ = C∗ (−α). У сiдловiй точцi T2 перетина-
ються двi сепаратриси, яким вiдповiдає розв’язок
з особливiстю у вершинi – каспон (рис. 2, а) [12].
У випадку, коли лiнiя розриву U = −α проходить
через стацiонарну точку T1, у динамiчнiй систе-
мi (3) реалiзується компактонний режим [11, 12],
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a) б)

в) г)

Рис. 3. Фазовi портрети динамiчної системи (3) та графiки компоненти U (ω) + D гомоклiнiчних петель
(а) та (б) σ = 0, (в) та (г) σ = 0, 3

зображений на рисунку 2, б.
3. hκ2D−2 < σ < hD2. Тодi L1 > 0 та

L2 > 0, точки T1 i T2 є сiдловими. Сингулярна лiнiя
U = −α (рис. 3, а) знаходиться мiж стацiонарними
точками. Зауважимо випадок σ = hκ. Очевидно,
що hk2D−2 < σ = hκ < hD2. За цiєї умови вираз
(5) має вигляд :

(
σ − hU2

)2
U ′2 =

D2κσ

χ−D2
+

2D
(
D2 + κ

)
σU

χ−D2
+

U2C∗ +
2Dh

(
D2 + κ

)

χ−D2
U3 +

D2h

χ−D2
U4.

Отримане диференцiальне рiвняння докладно
дослiджується методами теорiї елiптичних функцiй
[1]. Для побудови окремих розв’язкiв динамiчної
системи (3) розглядались контури на фазовiй пло-
щинi, якi проходять через стацiонарнi точки, пере-
тинаючи лiнiю розриву. Типовi траєкторiї, якi вiд-
повiдають таким контурам, зображенi на рис. 3, б
та 3, в (тiпони), 3, г (кiнки з особливостями на
фронтi) [12].

4. hD2 < σ. Тодi L1 > D2 − κ2

D2 > 0, T1 –
сiдлова точка, L2 < 0, T2 – центр (рис. 4, а). За
невеликого перевищення параметром σ величини
hD2 випадок 4 схожий на випадок 2, тiльки мак-
симуми функцiї U(ω) лежать в iншiй пiвплощинi
вiдносно стацiонарного режиму.

При достатньо великих σ спостерiгаються два

рiзнi види взаємного розташування сепаратрисної
кривої, яка обмежує перiодичнi режими в околi точ-
ки T2 i сепаратрис сiдлової точки T1 (пор. рис. 4, а
та рис 4, б). Аналiтичнi вирази для сепаратрис ви-
значаються спiввiдношенням (5) при C∗ = C∗ (−α)
та C∗ = C∗

(−κD−1
)
. Таким чином, при зростан-

нi параметра σ дiаметр межi перiодичних режимiв
зростає, поки контур не досягне точки T1. Умову
злиття сеператрисного контуру i точки T1 можна
записати у виглядi рiвняння вiдносно параметра σ:

C∗ (−α) = C∗
(−κD−1

)
.

Числовим розв’язком алгебраїчного рiвняння є
значення σ = 17, 142 при значеннях iнших па-
раметрiв, зафiксованих вище. Знайдене значення
σ слiд розглядати як бiфуркацiйне, оскiльки при
σ > 17, 142 у фазовому просторi динамiчної систе-
ми з’являється гомоклiнiчна петля сiдлової точки
T1.

Висновки

Таким чином, наведенi результати свiдчать про
наявнiсть серед розв’язкiв нелокальної моделi се-
редовища (1) траєкторiй, якi описуються неаналi-
тичними функцiями. У даному випадку їх наяв-
нiсть пов’язана з урахуванням динамiки структур-
них елементiв середовища.
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a) б)

Рис. 4. Фазовi портрети динамiчної системи (3) та графiки компоненти U (ω) + D гомоклiнiчних петель
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S. I. Skurativskyy, I. A. Skurativska

WAVE SOLUTIONS WITH PECULIARITIES FOR THE NONLOCAL MODELS OF
COMPLEX MEDIA

Wave solutions to nonlocal models of complex media are investigated. Using the qualitative and numerical
analysis of dynamical systems, localized wave regimes are studied in detail. It was shown that the models
possess the nonanalitic solutions.

Keywords: nonlocal models, solitary waves.
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