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1 Âñòóï

Ìàòåìàòèêà � âåëè÷åçíèé íàáið çàäà÷ òà òåîðié, ñòâîðåíèõ äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ.
Õî÷à çàäà÷ iñíó¹ áåçëi÷, çîâñiì íå âñi âîíè ìàþòü ùîñü îñîáëèâå â ñîái, ùîñü,
ùî âiêàìè çàõîïëþ¹ ðîçóìè ìàòåìàòèêiâ âiä äîðîñëèõ äî ìàëèõ. Çàäà÷à,
ïðî ÿêó éäåòèìåòüñÿ â öié ðîáîòi, ¹ ñàìå òàêîþ. Ïåðøèì äîñëiäæåííÿì êië
íà ðåøiòêàõ çàéíÿâñÿ âiäîìèé ÿê "Êîðîëü Ìàòåìàòèêiâ"Êàðë Ôðiäðiõ Ãàóñ,
ÿêèé ïðîäåìîíñòðóâàâ, ùî íàñïðàâäi öÿ çàäà÷à ïîâ'ÿçàíà ç iíøîþ öiêàâîþ
îáëàñòþ ìàòåìàòèêè, à ñàìå ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñåë ÿê ñóìè äâîõ êâàäðàòiâ.

Ê. Ãàóñ ðåâîëþöiîíóâàâ îñòàííþ çàäà÷ó öèòàòîþ "ïðèðîäíå äæåðåëî çà-
ãàëüíî¨ òåîði¨ âàðòî øóêàòè â ðîçøèðåííi îáëàñòi àðèôìåòèêè¿, âií äîñëi-
äèâ êiëüöå öiëèõ êîìïëåêñíèõ (Ãàóñîâèõ) ÷èñåë. Âií ïîêàçàâ, âèçíà÷èâøè
ïîíÿòòÿ ïîäiëüíîñòi ïðîñòîãî ÷èñëà òà äîâiâøè àíàëîã îñíîâíî¨ òåîðåìè
àðèôìåòèêè, ùî âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíèõ öiëèõ ÷èñåë íàãàäóþòü äîáðå âi-
äîìi íàì âëàñòèâîñòi äiéñíèõ öiëèõ ÷èñåë. Öå ñòàëî îäíèì ç íàéêðàùèõ
ïðèêëàäiâ âèêîðèñòàííÿ àáñòðàêòíî¨ òåîði¨ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ êîíêðåòíî¨ àðè-
ôìåòè÷íî¨ çàäà÷i. Iäå¨ Ãàóñà áóëè ðîçâèíóòi ðîáîòàìè Êàðëà Ãóñòàâà, ßêîáà
ßêîái òà Ôåðäèíàíäà Ãîòòõîëüäà Åéçåíøòåéíà. À â ñåðåäèíi XIX ñòîëiòòÿ
Åéçåéíøòåéí ðàçîì ç Äiðiõëå òà Øàðëåì Åðìiòîì ââåëè òà äîñëiäèëè çà-
ãàëüíå ïîíÿòòÿ öiëîãî àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà.

Êiëüöå ãàóñîâèõ ÷èñåë ñòàëî îäíèì ç ïåðøèõ ïðèêëàäiâ àëãåáðà¨÷íèõ
ñòðóêòóð ç íåçâè÷àéíèìè âëàñòèìîñòÿìè, ùî ñòàëî ðàííiì íàòõíåííÿì äî
çàðîäæåííÿ ñó÷àñíî¨ Àáñòðàêòíî¨ Àëãåáðè, ùî âèâ÷à¹ àëãåáðà¨÷íi âëàñòè-
âîñòi, àáñòðàãóþ÷èñü âiä îá'¹êòiâ-íîñi¨â öèõ âëàñòèâîñòåé.

Ñàìà æ çàäà÷à ïðî êîëà íà ðåøiòêàõ � äîñëiäæåííÿ ìîæëèâèõ ðîçñòà-
øóâàííü êîëà íà äåêàðòîâié ïëîùèíi, äå ïðè çàäàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëi
n êîëî ìiñòèòü n òî÷îê ç öiëî÷èñåëüíèìè êîîðäèíàòàìè, àáî æ êîëè öi
òî÷êè ëåæàòü áåçïîñåðåäíüî íà êîëi. Ïðè öüîìó çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ
òî÷íî¨ êiëüêîñòi òî÷îê, ùî ëåæàòü âñåðåäèíi êðóãà âiäîìà ÿê "ïðîáëåìà
êðóãà Ãàóñà i ¹ äîñi íå ðîçâ'ÿçàíîþ.

Çàñòîñîâóþòü êîëà íà ðåøiòêàõ íàïðèêëàä â êðèïòîãðàôi¨, äå âèêîðè-
ñòîâóþ÷è òåîðiþ ïðèñêîðþþòü àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ òî÷îê íà êðèâèõ.
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2 Êîëà íà ðåøiòêàõ

2.1 Òåîðåìè Ãàóñà

Ê. Ãàóñ çàöiêàâèâñÿ ïèòàííÿì, íàñêiëüêè øâèäêî ç ðîñòîì ÷èñëà R çðî-
ñòà¹ ÷èñëî N(R) � êiëüêiñòü òî÷îê ç öiëèìè êîîðäèíàòàìè ùî íàëåæàòü
êðóãó.

K(R) = {(x, y) : x2 + y2 6 R2},
äåR > 0 � öiëå ÷èñëî. ×èñëîN(R) äîðiâíþ¹ ïëîùi ôiãóðè F (R), ùî ñêëàäà-
¹òüñÿ ç òèõ îäèíè÷íèõ êâàäðàòiâ ðåøiòêè, â ÿêèõ ëiíèé íèæíié êóò ëåæèòü
â K(R) (ðèñ. 1)

[1]

Òåîðåìà 2.1. Ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
R→∞

N(R)

R2
= π. (1)

Äîâåäåííÿ.

Îñêiëüêè ìàêñèìàëüíà âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè äâàäðàòó çi ñòîðîíîþ 1 íå
áiëüøà

√
2, òîäi âñi êâàäðàòè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ç êîëîì x2 + y2 = R2

ëåæàòü íà êiëüöi (äëÿ R = 4 éîãî ãðàíèöi çîáðàæåíi íà ðèñ.1){
(x, y) :

(
R−
√

2
)2

6 x2 + y2 6
(
R +
√

2
)2}

éîãî ïëîùà äîðiâíþ¹

π

((
R−
√

2
)2
−
(
R +
√

2
)2)

= 4π
√

2R
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òîäi ∣∣[F (R)]− πR2
∣∣ < 4π

√
2R

äå [F (R)] îçíà÷à¹ ïëîùó ôiãóðè F (R), îòæå, ìà¹ìî∣∣∣∣N(R)

R2
− π

∣∣∣∣ 6 4π
√

2

R
.

ïîìiòèìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííü R ìà¹ ìiñöå íàáëèæåíà ðiâ-
íiñòü ∣∣∣∣N(R)

R2

∣∣∣∣ ≈ π

òîáòî

lim
R→∞

N(R)

R2
= π.

Ãàóñ âðó÷íó ïåðåâiðèâ òî÷íiñòü ôîðìóëè (1), ñêëàâøè òàáëöþ çíà÷åíü,
äå ìîæíà óñâiäîìèòèñü, ùî äiéñíî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ R ìà¹ìî íàáëè-
æåííÿ äî π.

[1]

Ðîçãëÿíåìî Z2 ïîðîäæåíó iíøèìè ïàðàëåëîãðàìàìè. Êàæóòü, ùî ïà-
ðàëåëîãðàì ïîðîäæó¹ ðåøiòêó Z2, ÿêùî âñÿ ïëîùèíà ðîçáèòà (áåç íàêëà-
äåííü) íà ðiâíi P ïàðàëåëîãðàìè, à ìíîæèíà âåðøèí âñiõ ïàðàëåëîãðàìiâ
ðîçáèòòÿ ìà¹ öiëî÷èñåëüíi êîîðäèíàòè. Òàêi ïàðàëåëîãðàìè íàçèâàþòüñÿ
ôóíäàìåíòàëüíèìè.

[1]
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Òåîðåìà 2.2. Ïëîùà áóäü-ÿêîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà
P , äîðiâíþ¹ 1.

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ôóíäàìåí-
òàëüíèìè ïàðàëåëîãðàìàìè òà âóçëàìè ðåøiòêè Z2. Êîæíîìó ïàðàëåëî-
ãðàìó ó âiäïîâiäíiñòü ïîñòàâèìî éîãî ñàìó ëiâó âåðøèíó, ÿêùî òàêèõ òî, òî
îáåðåìó òàêó, ó ÿêî¨ ìåíøà îðäèíàòà. Ìîäóëü ðiçíèöi ïëîùi êðóãà òà ïëî-
ùi ôiãóðè F , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðàëåëîãðàìiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü âóçëàì iç
K(R), ìåíøå ïëîùi êiëüöÿ{

(x, y) : (R− a)2 6 x2 + y2 6 (R + a)2
}
,

äå a � íàéáiëüøà äiàãîíàëü ïàðàëåëîãðàìà P (íà ðèñ. 2 R = 4, a =
√

13)
ïîçíà÷èìî [P ] = ∆, òîäi [F (R)] = ∆N(R), òîäi∣∣∆N(R)− πR2

∣∣ < π
(

((R + a)2)− (R− a)2
)

= 4aπR∣∣∣∣N(R)

R2
− π

∆

∣∣∣∣ < 4aπ

R∆

Çíîâó ëåãêî ïîìiòèòè, ùî

π = lim
R→∞

N(R)

R2
=
π

∆
= 1,

òîáòî ∆ = 1.

Îòðèìà¹ìî ùå îäèí öiêàâèé íàñëiäîê ç ôîðìóëè (1). N(R) ïðåäñòàâëÿ¹
êiëüêiñòü âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð öiëèõ ÷èñåë (x, y), äëÿ ÿêèõ x2 + y2 6
R2. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè (x, y) ∈ Z2 ÷èñëî x2 + y2 ¹ öiëèì. Ïîçíà÷èìî
r(k) ÿê êiëüêiñòü âñiõ ìîæëèâèõ ïðåäñòàâëåííü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ÿê
ñóììó äâîõ êâàäðàòiâ öiëèõ ÷èñåë (ïðåäñòàâëåííÿ k = a2 + b2 = (−a)2 +
b2 = a2 + (−b)2 = (−a)2 + (−b)2 ââàæàþòüñÿ ïîïàðíî ðiçíèìè), òîäi N(R)
ìîæíà âèðàçèòè ÿê ñóììó N(R) = r(0) + r(1) + ... + r(n), äå n = R2.
Âàðòî âiäìiòèòè, ùî ôóíöiÿ r(n) âåäå ñåáå íåðåãóëÿðíî. Íàïðèêëàä r(0) =
1, r(1) = 4, r(2) = 4, r(3) = 0, r(4) = 4, r(5) = 8, r(6) = 0, r(7) = 0, r(8) = 4.

2.2 Ãàóñîâi ÷èñëà

Ïåðåä òèì ÿê iòè äàëi âàðòî ðîçãëÿíóòè êiëüöå öiëèõ Ãàóñîâèõ ÷èñåë,
Z[i] = {a + bi|a, b ∈ Z}, äå i � óìîâíà îäèíèöÿ äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ
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i2 = −1. Âèçíà÷åìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ:

(a+ bi) + (u+ vi) = (a+ u) + (b+ v)i

(a+ bi) ∗ (u+ vi) = (au− bv) + (av + bu)i

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ñïðÿæåííèì äî z = a+bi íàçèâàþòü ÷èñëî z = a−bi.
Oñíîâíîþ âëàñòèâiñòþ ñïðÿæåííèõ ÷èñåë ¹ zz = a2 + b2.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íîðìà ÷èñëà z = N(z) = zz = a2 + b2.

Âëàñòèâîñòi Íîðìè:
(1) Íîðìà ÷èñëà z äîðiâíþ¹ 0 ëèøå òîäi êîëè z = 0

N(z) = 0 ⇐⇒ z = 0

(2) Íîðìà ÷èñëà z äîðiâíþ¹ íîðìi éîãî ñïðÿæåííîãî

N(a+ bi) = a2 + b2 = N(a− bi)

(3) ßêùî íîðìà ÷èñëà z ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì, òîäi âîíà äà¹ îñòà÷ó 1 ïðè
äiëåííi íà 4

N(z) ≡ 1( mod 2) =⇒ N(z) = 4n+ 1, n ∈ N

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè N(z) � íåïàðíå ÷èñëî, òîäi ëèøå îäíå ç ÷èñåë (a, b)
íåïàðå, îñêiëüêè êâàäðàò ïàðíîãî ÷èñëà äiëèòüñÿ íàöiëî íà 4, à êâàäðàò
íåïàðíîãî ìà¹ îñòà÷ó 1, òî ñóììà a2 + b2 ≡ 1( mod 4)

(4) Ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü

N(zw) = N(z)N(w)

Äîâåäåííÿ.
N ((a+ bi)(u+ vi))

= N((au− bv) + (av + bu)i) = (au− bv)2 + (av + bu)2 =

= (au)2 − 2abvu+ (bv)2 + (av)2 + 2abvu+ (bu)2 =

= (au)2 + (bv)2 + (av)2 + (bu)2 = (a2 + b2)(u2 + v2) =

= N(a+ bi)N(u+ vi)
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Ç âëàñòèâîñòåé (3) òà (4) ñëiäó¹ ùî äiëüíèêàìè îäèíèöi ¹ ëèøå òi åëå-
ìåíòè, íîðìà ÿêèõ äîðiâíþ¹ 1, òîáòî E = {1,−1, i,−i}.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Àñîöiéîâàíèìè íàçèâàþòü ÷èñëà u, v
ÿêùî u = ev, e ∈ E, òîáòî îäíå ç íèõ ìîæëèâî îòðèìàòè øëÿõîì ìíîæåííÿ
iíøîãî íà äiëüíèê îäèíèöi.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî Ãàóñîâîãî ÷èñëà z ìîæíà ñêëàñòè ìíîæèíó
{z, (−1)z, iz, (−i)z}. Äå âñi ÷èñëà ïîïàðíî Àñîöiéîâàíi, à ¨õ íîðìè ïîïàðíî
ðiâíi. Àñîöiéîâàíiñòü ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi:
1. z = 1z
2. v = eu ⇐⇒ N(v) = N(e)N(u) ⇐⇒ N(u) = N(e)N(v) ⇐⇒ u = ev
3. v = e1u, u = e2w =⇒ v = e1e2w =⇒ N(v) = N(e1e2)N(w)
îñêiëüêè N(v) = N(w), òîäi N(e1e2) = 1 =⇒ e1e2 ∈ E =⇒
=⇒ v = ew, e ∈ E À îòæå, ðîçáèâà¹ ìíîæèíó Ãàóñîâèõ ÷èñåë íà íåïåðå-
òèííi êëàññè åêâiâàëåíòíîñòi.

2.3 Òåîðiÿ ïîäiëüíîñòi Ãàóñîâèõ ÷èñåë

Ãàóñîâå ÷èñëî u äiëèòüñÿ(íàöiëî) íà v òîäi, êîëè iñíó¹ q ∈ Z[i], òàêå ùî
u = qv. Çà âë(4) íîðìè ìîæåìî ñêàçàòè, ùî âñi ãàóñîâi ÷èñëà äiëÿòüÿ íà
äiëüíèêè îäèíèöi, à îòæå áóäü-ÿêå ÷èñëî, âiäìiííå âiä íóëÿ, ìà¹ ÿê ìiíiìóì
8 äiëüíèêiâ(4 äiëüíèêà îäèíèöi, ñàìîãî ñåáå, òà òðè àñîöiéîâàíi ÷èñëà). Òàêi
äiëüíèêè íàçèâàþò òðèâiàëüíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ïðîñòèì ãàóñîâèì ÷èñëîì íàçèâàþòü òàêå íåíóëüîâå
÷èñëî z ∈ Z[i] ùî íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ äiëüíèêiâ.

Âëàñòèâîñòi ïðîñòèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë: (1) ßêùî z � ïðîñòå ÷èñëî, òîäi z
� òåæ ïðîñòå ÷èñëî

ïðèïóñòèìî a− bi äiëèòüñÿ íà ÷èñëî z ⇐⇒ a+ bi äiëèòüñÿ íà z

(2)Íîðìà ïðîñòî ãàóñîâîãî ÷èñëà, îêðiì àñîöiéîâàíèõ ç 1 + i çàâæäè íåïàð-
íà, à îòæå, çà âëàñòiâiñòþ (3) íîðìè ìà¹ âèãëÿä 4n+ 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî íîðìà ÷èñëà z ïàðíà(> 2), òî z äiëèòüñÿ íà 1+ i, àáî àñî-
öiéîâàíîãî äî íüîãî ÷èñëà(îñêiëüêè r(2) = 4, ëèøå öi 4 ÷îòèðè ÷èñëà ìàþòü
íîðìó 2, à îòæå âñi ïàðíi ÷èñëà íà íèõ äiëÿòüñÿ çà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ
íîðìè).
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Íå âñi ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà ¹ ïðîñòèìè ãàóñîâèìè, íàïðèêëàä:

2 = (1 + i)(1− i); 5 = (2 + i)(2− i)

Îçíà÷åííÿ 2.7. Âçà¹ìíî ïðîñòèìè íàçèâàþòü òàêi ãàóñîâi ÷èñëà u, v ÿêi
íå ìàþòü ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ îêðiì äiëüíèêiâ îäèíèöi.

Äîñëiäæóþ÷è êiëüöå ãàóñîâèõ ÷èñåë ñàì Êàðë Ôðiäðiõ Ãàóñ âêàçàâ êðè-
òåðié äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà a+ bi ∈ Z[i]. À ñàìå, ÷èñëî a+ bi ¹ ïðîñòèì òîäi
i òiëüêè òîäi êîëè
1. àáî îäíå ç ÷èñåë a, b íóëüîâå, à iíøå ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì âèäó 4n+ 3
2. àáî a, b îáèäâà íå ¹ íóëÿìè, à íîðìà a2 + b2 ¹ ïðîñòèì íàòóðàëüíèì ÷è-
ñëîì Íàñëiäêè: (1) Ëèøå ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà âèäó 4n + 3 ¹ ïðîñòèìè
ãàóñîâèìè ÷èñëàìè.
(2) Íîðìà ïðîñòî ãàóñîâîãî ÷èñëà ¹ àáî ïðîñòèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, àáî
êâàäðàòîì ïðîñòî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
(3) Ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà âèäó 4n + 1 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê äîáóòîê
äâîõ ñïðÿæåíèõ ãàóñîâèõ ÷èñåë (a+ bi)(a− bi), öåé ôàêò â ÷àñè Ê.Ô. Ãàóñà
âæå áóâ âiäîìèé ÿê Òåîðåìà Ôåðìà�Åéëåðà, ùî ñòâåðäæóâàëà ùî ïðîñòi
÷èñëà âèäó 4n+ 1 ìîæëèâî ïðåäñòàâèòè ÿê ñóììó êâàäðàòiâ a2 + b2.
(4) Êîæíå ïðîñòå ãàóñîâå ÷èñëå ¹ äiëüíèêîì îäíîãî i ëèøå îäíîãî ïðîñòîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 2.8. Ðîçêëàä ãàóñîâîãî ÷èñëà íà ïðîñòi ìíîæíèêè â Z[i] ¹äè-
íèé ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâîê òà àñîöiéîâàíîñòi ÷èñåë

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ãàóñîâi ÷èñëà ÿêi íå ìàþòü ðîçêëàäó
íà ïðîñòi äiëüíèêè, òîäi ðîçãëÿíåìî z � òàêå ÷èñëî ç íàéìåíüøîþ íîðìîþ.
ßêùî z � äiëüíèê îäèíèöi, àáî ïðîñòå ÷èñëî òî ðîçêëàä íà ìíîæíèêè ñêëà-
äà¹òüñÿ ëèøå ç ñàìîãî ÷èñëà z, iíàêøå ìîæåìî çàïèñàòè z ÿê z = uv, äå
u, v ∈ Z[i], ïðè ÷îìó N(u) < N(z), N(v) < N(z), à îòæå ÷èñëà u òà v ìàþòü
ðîçêëàäè íà ïðîñòi ìíîæíèêè, îá'¹äíàâøè ÿêi ìîæåìî îòðèìàòè ðîçêëàä z
íà ïðîñòi ÷èñëà.
Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ÷èñëà äëÿ ÿêèõ
iñíó¹ áiëüø íiæ îäèí óíiêàëüíèé ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè, ðîçãëÿíåìî
íàéìåíüøå çà ìîäóëåì ç òàêèõ:

z = p1p2...pn = q1q2...qm.

Ïîìiòèìî, ùî ÷èñëà p1, p2, ..., pn ïîïàðíî íå àñîöiéîâàíi ç ÷èñëàìè q1, q2, ..., qm,
àäæå ÿêùî á òàêi pi òà qj iñíóâàëè, z/pi çà ìîäóëåì ìåíøå z, àëå òàêîæ
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ìà¹ áiëüø íiæ îäèí ðîçêëàä. Ïîçíà÷èìî P = p2...pn, òà Q = q2...qm. Òîäi
z = p1P = q1Q. Ïðèïóñòèìî |p1| 6 |q1|, òîäi |Q| 6 |P |, òà |p1Q| 6 |z|.
Ïîñòàâèìî ÷èñëó w = ez − p1Q, äå e ∈ E � òàêèé äiëüíèê îäèíèöi, ùî
|w| < |z|. (Îáðàòè òàêå ÷èñëî e ìîæëèâî, àäæå óÿâèâøè êîëî îïèñàíå íàâ-
êîëî êâàäðàòó ïîðîäæåíîãî ÷èñëàìè z,−1z, iz,−iz, òî÷êà p1Q áóäå ëåæàòè
âñåðåäèíi êîëà. Îñêiëüêè âåñü êðóã ìîæëèâî îïèñàòè êðóãàìè ñ öåíòðàìè â
âåðøèíàõ êâàäðàòó ç ðàäióñîì |z|, à òî÷êà p1Q áóäå íàëåæàòè îäíîìó ç òà-
êèõ êðóãiâ, ìîæåìî ñêàçàòè, ùî iñíó¹ âåðøèíà êâàäðàòó äëÿ ÿêî¨ âiäñòàíü
äî p1Q áóäå ìåíüøîþ çà |z|. ×èñëî w ìîæíà ðîçêëàñòè íà ìíîæíèêè äâîìà

[2]

ñïîñîáàìè:

w = ez − p1Q = p1(eP −Q) = (eq1 − p1)q2...qm.

Îñêiëüêè |w| < |z|, ÷èñëî w ìà¹ ðîçêëàäàòèñü íà ïðîñòi ìíîæíèêè ëèø
¹äèíèì ñïîñîáîì. Òîáòî àáî ìà¹ iñíóâàòè õî÷à á îäèí iç ìíîæíèêiâ q2, ..., qm
ÿêèé êðàòíèé ïðîñòîìó ãàóñîâîìó ÷èñëó p1, ùî, ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi
ñ ïîïàðíîþ íåàñîöiéîâàíiñòþ ÷èñåë p1, p2, ..., pn, òà q1, q2, ..., qm, àáî ÷èñëî
(eq1−p1) êðàòíå p1, ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî q1 êðàòíå p1 i òåæ ¹ ñóïåðå÷íiñòþ. À
îäæå ¹äèíiñòü ðîçêëàäó ãàóñîâîãî ÷èñëà íà ïðîñòi ìíîæíèêè äîâåäåíà.

2.4 Ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë ÿê ñóììè äâîõ êâàäðàòiâ

Ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè çîðó âåëè÷èíà r(k) � êiëüêiñòü òî÷îê ç öiëî÷è-
ñåëüíèìè êîîðäèíàòàìè, ùî íàëåæàòü êðóãó ñ öåíòðîì â òî÷öi ïî÷àòêó
êîîðäèíàò.
Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííü çíà÷åííü ôóíêöi¨ r(k). Äëÿ íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëàm çàïèñ a ≡ b( mod m) îçíà÷à¹, ùî ÷èñëà a òà b ìàþüá îäíàêîâi
çàëèøêè ïðè äiëåííi ç îñòà÷åþ íà m, iíøèìè ñëîâàìè a = mt+ b (t ∈ Z ) .
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Òåîðåìà 2.9. Íåõàé n > 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi
à)

r(n) = 4(d1(n)− d3(n)),

äå (d1(n) � êiëüêiñòü äiëüíèêiâ ÷èñëà n âèäó 4k + 1, à (d3(n) � êiëüêiñòü
äiëüíèêiâ ÷èñëà n âèäó 4k + 3.
á) ßêùî n = 2α0pα1

1 ...p
αk
k q

β1
1 ...q

βm
m � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà íà ïðîñòi

ìíîæíèêè, â ÿêîìó pi ≡ 1( mod 4), qi ≡ 3( mod 4), òîäi

r(n) =

{
4(α1 + 1)...(αk + 1) ,êîëè β1, ...βm ïàðíi

0 ,êîëè β1, ...βm íåïàðíi

Äîâåäåííÿ. á) Ç òåîði¨ ãàóñîâèõ ÷èñåë ðîçêëàä ÷èñëà ÿê ñóììè êâàäðàòiâ
iñíó¹ äëÿ êîæíîãî òàêîãî vj ∈ Z[i], ùî n = vjvj. Ðîçêëàäåìî n íà ïðîñòi
ãàóñîâi ìíîæíèêè n = za11 z

a2
2 ...z

ak
k , îñêiëüêè n äiëèòüñÿ íà v òà v ðîçêëàäè

v = zb11 z
b2
2 ...z

bk
k , v = zc11 z

c2
2 ...z

ck
k ìiñòèìóòü ëèøå ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñëà n. Çà

âëàñòèâiñòþ (2) íîðìè N(v) = N(v) =⇒

=⇒ N(zb11 z
b2
2 ...z

bk
k ) = N(zc11 z

c2
2 ...z

ck
k )

Ïðèïóñòèìî, iñíó¹ j < k òàêå, ùî zj = 4n + 3, ïðè öüîìó bj 6= cj, ùî ìî-
æëèâî òîäi i òiëüêè òîäi êîëè zj âõîäèòü äî ðîçêëàäó n â íåïàðíié ñòåïåíi.
Òîäi îñêiëüêè zj ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì àáî N(v) íå äiëèòüñÿ íà zcjj êîëè N(v)

äiëèòüñÿ íà zcjj , àáî N(v) íå äiëèòüñÿ íà zbjj êîëè N(v) äiëèòüñÿ íà zbjj , ìà¹ìî
ñóïåðå÷íiñòü, à îòæå âñi ÷èñëà âèäó 4n+ 3, âõîäÿòü äî ðîçêëàäó n â ïàðíié
ñòåïåíi, àáî n íåìîæëèâî ïðåäñòàâèòè ÿê ñóììó äâîõ êâàäðàòiâ.
Çàëèøèëîñü îöiíèòè êiëüêiñòü ïàð ÷èñåë vj ∈ Z[i], òàêèõ ùî n = vjvj.
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî n = 2α = (1 + i)α(1 − i)α, iñíó¹ äâi ïàðè ÷èñåë
v1 = (1± i)

α0
2 , v1 = (1∓ i)

α0
2 .

Cõîæèì ¹ âèïàäîê êîëè n = qβ11 ...q
βm
m . Íå iñíó¹ ïàð (zj, vj), àëå iñíó¹ ¹äèíà

ïàðà (vj1 = q
β1/2
1 ...q

βm/2
m , vj2 = q

β1/2
1 ...q

βm/2
m ), ùî çàäîâîëüÿ¹ óìîâi N(zj1) =

N(zj2), ùî íå äà¹ ïðåäñòàâëåííÿ n ÿê ñóììè êâàäðàòiâ, àëå ñòàíå â íàãîäi
ïîòiì.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè n = pα1 = aα1aα1. Îòæå ìà¹ìî óìîâè
(1) N(vj) = N(vj), òà
(2) vjvj = n. Ç óìîâè (2) î÷åâèäíî, ùî ðîçêëàäè vj = am1 a

l
1, vj = am2 a

l
2, äå

m, l ∈ N, ïðè ÷îìó m1 + l1 = α = m2 + l2. À çà âëàñòèâîñòÿìè ñïðÿæåíèõ
÷èñåë m1 = l2,m2 = l1. À îòæå âñi ïàðè ÷èñåë (vj, vj) îïèñóþòüñÿ ìíîæè-
íîþ {((aα−k)(ak), (ak)(aα−k))|0 6 k 6 α}. Ïîòóæíiñòü ÿêî¨ (α + 1)/2.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè n = pα1
1 p

α2
2 ...p

αk
k . Ç ïðè÷èí àíàëîãi÷íèõ äî ïîïå-

ðåäíüîãî âèïàäêó ìà¹ìî (α1 + 1)(α2 + 1)...(αk + 1)/2 ïàð (zj, zj) ÿêi çàäî-
âiëüíÿþòü óìîâàì.
Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê êîëè n = 2α0pα1

1 ...p
αk
k q

β1
1 ...q

βm
m . Âèùå

âæå áóëî äîâåäåíî, ùî ÿêùî iñíó¹ íåïàðíå ÷èñëî βj òî ïðåäñòàâëåííÿ n ÿê
ñóììè êâàäðàòiâ íå iñíó¹. Îòæå, ùîá çàäîâiëüíèòè óìîâi N(vj) = N(vj) êà-

íîíi÷íèé ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêèê vj ìà¹ ìiñòèòè (1± i)α0q
β1/2
1 ...q

βm/2
m ,

à ðîçêëàä vj ìà¹ ìiñòèòè (1 ± i)α0q
β1/2
1 ...q

βm/2
m , à îòæå êiëüêiñòü ïàð (zj, zj)

äîðiâíþ¹ 2(α1+1)(α2+1)...(αk+1). À îòæå ìè ìà¹ìî (α1+1)(α2+1)...(αk+1)
ïàð ÷èñåë (zj, vj), òàêèõ ùî n = zjvj = a2 + b2.
Íà îñòàíîê ùîá îòðèìàòè âèðàç äëÿ r(n) ïîòðiáíî âêëþ÷èòè âñi àñîöiéîâàíi
ñ vj, òà vj ÷èñëà, òîáòî r(n) = 4(α1 + 1)(α2 + 1)...(αk + 1).

×àñòêîâèì âèïàäêîì òåîðåìè 2.9 ¹ òâåðäæåííÿ,
ùî ðiâíÿííÿ x2 + y2 = 5k(k 6 0)

ìà¹ 4(k + 1) êîðåíiâ â öiëèõ ÷èñëàõ, iíøèìè ñëîâàìè êîëî ðàäióñîì 5
k
2 ç

öåíòðîì â òî÷öi ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðîõîäèòü â òî÷íîñòi ÷åðåç 4(k + 1)
âóçëiâ ðåøiòêè Z2.

Çà Òåîðåìîþ 2.9 ìîæëèâî äîâåñòè, íà ïåðøèé ïîãëÿä íiÿê íå ïîâ'ÿçàíó
Ôîðìóëó Ëåáíiöà.

Òåîðåìà 2.10. Ôîðìóëà Ëåéáíiöà

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ ... =

π

4

Äîâåäåííÿ.

Ëåìà 2.11.

R2∑
n=1

d1(n) =

[
R2

1

]
+

[
R2

5

]
+

[
R2

9

]
+ ...

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèðàç
[
R2

k

]
(k = 1, 5, 9, ..., 4n+ 1, ...) äîðiâíþ¹ êiëü-

êîñòi ÷èñåë ç ìíîæèíè {1, 2, 3, ..., R2}, ùî äiëÿòüñÿ íà k, iíøèìè ñëîâàìè

R2∑
n=1

bk(n), äå bk(n) =

{
1, n ≡ 0( mod k))

0 n 6= ( mod k)



13

òîäi î÷åâèäíî,

R2∑
n=1

b1(n) +
R2∑
n=1

b5(n) +
R2∑
n=1

b9(n) + ... =
R2∑
n=1

d1(n)

Àíàëîãi÷íî ìîæëèâî äîâåñòè ðiâíiñòü

R2∑
n=1

d3(n) =

[
R2

3

]
+

[
R2

7

]
+

[
R2

11

]
+ ...

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì à) Òåîðåìè 2.9,

N(R) = 1 + 4
R2∑
n=1

(d1(n)− d3(n)) .

Çà ëåìîþ 2.11

1

4
(N(R)− 1) =

[
R2

1

]
−
[
R2

3

]
+

[
R2

5

]
−
[
R2

7

]
+

[
R2

9

]
−
[
R2

11

]
+ ...

1

4
(N(R)− 1) =

[
R2

1

]
−
[
R2

3

]
+

[
R2

5

]
−
[
R2

7

]
+ σn(R). (2)

Ç îäíîãî áîêó σn(R) íåâiä'¹ìíå, îñêiëüêè([
R2

4n+ 5

]
−
[

R2

4n+ 7

])
> 0

([
R2

4n+ 9

]
−
[

R2

4n+ 11

])
> 0

σn(R) =

([
R2

4n+ 5

]
−
[

R2

4n+ 7

])
+

([
R2

4n+ 9

]
−
[

R2

4n+ 11

])
+ ... > 0

ç iíøíîãî

σn =

[
R2

4n+ 5

]
−
([

R2

4n+ 7

]
−
[

R2

4n+ 9

])
− ... 6

[
R2

4n+ 5

]
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Íåõàé R = 4n + 3. Òîäi î÷åâèäíî, 0 6 σn(R) 6 R. ßêùî â ôîðìóëi (2)
âiäêèíóòè âñi öiëi ÷àñòèíè, òî ¨¨ ïðàâà ñòîðîíà çìiíèòüñÿ(ïî ìîäóëþ) íå
áiëü íiæ íà R. Îòæå, ìà¹ìî

1

4
(N(R)− 1) = R2

(
1− 1

3
+ ...+

1

4n+ 1
− 1

4n+ 3

)
+ 2θR,

àáî æ
N(R)− 1

4R2
= 1− 1

3
+ ...+

1

R− 2
− 1

R
+

2θ

R
,

äå |θ| 6 1. Ïðè R→∞ çà òåîðåìîþ 2.1 îòðèìà¹ìî

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ ... =

π

4

2.5 Êîëà Øèíöåëÿ

Òåîðåìà 2.12. Äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíó¹ êðóã ç öåíòðîì â òî÷öi
(
√

2, 1/3), ÿêèé ìiñòèòü â ñîái n òî÷îê ðåøiòêè Z2.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äâi òî÷êè (x1; y1) òà (x2; y2) � äâà ðiçíèõ âóçëà
öiëî÷èñåëüíî¨ ðåøiòêè, ëåæàòü íà îäíàêîâié âiäñòàíi âiä òî÷êè (

√
2, 1/3).

Òîäi (
x1 −

√
2
)2

+

(
y1 −

1

3

)2

=
(
x2 −

√
2
)2

+

(
y2 −

1

3

)2

,(
x21 − x22 + y21 − y22 −

2

3
y1 +

2

3
y2 − 2

√
2(x1 − x2)

)
= 0.

çâiäñè âèïëèâà¹

x1 = x2 òà y
2
1 − y22 −

2

3
y1 +

2

3
y2 = 0.

ç äðóãî¨ ðiíâíîñòi ìà¹ìî(
y1 −

1

3

)2

=

(
y2 −

1

3

)2

, àáî 3y1 − 1 = ±(3y2 − 1)

îñêiëüêè y1 ∈ Z, y2 ∈ Z ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü

x1 = x2, òà y1 = y2
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Îòæå, ìîæëèâî îáðàòè çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ðàäióñiâ Rn òàêó, ùî
â êîëi

(
x−
√

2
)2

+
(
y − 1

3

)2
= R2

n áóäå çíàõîäèòèñü ðiâíî n òî÷îê. Áiëü
öiêàâèì i ñêëàäíèì ¹ ïèòàííÿ ïðî êiëüêiñòü òî÷îê ðåøiòêè Z2, ùî ìîæóòü
ïîòðàïèòè íà êîëî.

Äîñèòü ëåãêî çíàéòè êîëà ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç 1, 2, 3, 4 Ïðèêëàäè äëÿ
n = 8, n = 12 òà n = 6 çíàéòè íå ñêëàäíî. Àëå äëÿ çàãàëüíîãî n ∈ N
äîâåäåííÿ íå òðèâiàëüíå.

Òåîðåìà 2.13. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ êîëî, ùî
ïðîõîäèòü ðiâíî ÷åðåç n òî÷îê ðåøiòêè Z2

Äîâåäåííÿ. Çà Òåîðåìîþ 2.9, ìîæëèâî ïîáóäóâàòè êîëî íà ÿêîìó ëåæàòèìå
ðiâíî 4n òî÷îê. Äîñòàòíüî ïîñòàâèòè öåíòðîì êîëà â òî÷êó íà÷àëà êîîðäè-
íàò, à ðàäióñîì îáðàòè R = 5(n−1)/2 Ðèñóíîê 5 ç øiñòüìà òî÷êàìè íà êîëi
ïiäñêàçó¹ ùî âàðòî ðîçãëÿíóòè êîëà ñ öåíòðîì â òî÷öi (12 ; 0). ßêùî â ÿêîñòi

ðàäióñà âçÿòè R = 5
(k−1)

2

2 , òî ðiâíÿííÿ êîëà çàïèøåòüñÿ ÿê(
x− 1

2

)2

+ y2 =
5k−1

4
, (3)

aáî æ
(2x− 1)2 + (2y)2 = 5k−1. (4)

Çà Òåîðåìîþ 2.9 ðiâíÿííÿ
a2 + b2 = 5k−1 (5)

ìà¹ 4k êîðåíiâ. Â ðiâíÿííi (5) î÷åâèäíî, ùî îäíå ç ÷èñåë a, b ìà¹ áóòè
ïàðíèì, à iíøå � íåïàðíèì. Â ðiâíÿííi (4) ïàðíiñòü êîæíîãî äîäàíêó ôi-
êñîâàíà, îòæå ç äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5) (a, b), (b, a) ìà¹ìî 1 ðîçâ'ÿçîê
äëÿ ðiâíÿííÿ (4) (÷îðíi òà áiëi òî÷êè íà ðèñóíêó 6 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî
ïðÿìî¨ y = x − 1).Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ 2k êîðåíi, òîáòî âäâi÷i
ìåíüøå íiæ ðiâíÿííÿ (5).

ßêùî æ ìè õî÷åìî îáðàòè êîëî íà ÿêîìó íåïàðíà êiëüêiñòü òî÷îê ðå-
øiòêè Z2 òî öåíòðîì íå ìîæíà áðàòè (12 , 0), àäæå òî÷êè ñèìåòðè÷íi ïðÿìié
x = 1

2 . Òîìó ðîçãëÿíåìî êîëî ç öåíòðîì â (13 , 0)(
x− 1

3

)2

+ y2 =
52k

9
, (6)

(3x− 1)2 + 3y2 = 52k, (7)
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Çíîâó æ òàêè çà Òåîðåìîþ 2.9 ðiâíÿííÿ

a2 + b2 = 52k (8)

ìà¹ 4(2k + 1) ðiøåííü. ßêùî ðîçãëÿíóòè îñòà÷i âiä äiëåííÿ íà 3 òî ìîæå-
ìî ïîáà÷èòè ùî â ðiâíÿííi (8) îäíå i òiëüêè îäíå ç ÷èñåë (a, b) äiëèòüñÿ
íà 3(îñêiëüêè îñòàòà÷à ïðè äiëåííi íà òðè, ÷èñëà, ÿêå ¹ êâàäðàòîì, ìîæå
ïðèéìàòè ëèøå 2 çíà÷åííÿ 0 àáî 1). Ïðèïóñòèìî, a ≡ 0( mod 3), b ≡ ±1(
mod 3). Òîäi ç 4õ ïàð (a, b), (a,−b), (b, a), (−b, a) ëèøå îäíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (7). À îòæå ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (7) ðiâíî â 4 ðàçè ìàåíüøå íiæ
ðîçâ'ÿçêiâ (8) òîáòî 2k + 1.

Îòæå, ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè êîëî ç áóäü-ÿêîþ êiëüêiñòþ òî÷îê öiëî÷è-
ñåëüíî¨ ðåøiòêè ÿêi íà íüîìó ëåæàòü.

3 Çàäà÷i

Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ Òåîðåìè 2.9:
Çíàéäåìî r(929500) çà àëãîðèòìîì ïðåäñòàâëåíèì â äîâåäåííi. Ñïî÷àòêó
çíàéäåìî êàíîíi÷íèé ðîçêëàä

929500 = 22×53×11×132 = (1+ i)2(1− i)3(2+ i)3(2− i)311(3+2i)2(3−2i)2.

Òåïåð çíàéäåìî âñi ïàðè (vj, vj):

v1 = (1 + i)2(2 + i)311(3 + 2i)2 = −1738− 2684i

v1 = (1− i2)(2− i)311(3− 2i)2 = −1738 + 2684i

À òàêîæ âñi ¨õ àñîöiéîâàíi ÷èñëà, ÿêi ïðèâîäÿòü äî ïðåäñòàâëåííÿ: 929500 =
17382+26842 = (−1738)2+26842 = 17382+(−2684)2 = (−1738)2+(−2684)2.

v2 = (1 + i)2(2 + i)311(3 + 2i)(3− 2i) = −3146 + 572i

v2 = (1− i)2(2− i)311(3 + 2i)(3− 2i) = −3146− 572i

Âñi ïðåäñòàâëåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç öi¹þ ïàðîþ: 929500 = 31462+5722 = (−3146)2+
5722 = 31462 + (−572)2 = (−3146)2 + (−572)2.

v3 = (1 + i)2(2 + i)311(3− 2i)2 = −682 + 3124i

v3 = (1− i)2(2− i)311(3 + 2i)2 = −682− 3124i
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Çíîâó áà÷èìî: 929500 = 6822+31242 = (−682)2+31242 = 6822+(−3124)2 =
(−682)2 + (−3124)2.

v4 = (1 + i)2(2 + i)2(2− i)11(3 + 2i)2 = −3190− 220i

v4 = (1 + i)2(2 + i)2(2− i)11(3 + 2i)2 = −3190 + 220i

I çà òèì ñàìèì ïðèíöèïîì ìîæíà çíàéòè v5 = −1430 + 2860i, v6 = 2090 +
2420i, v7 = 2420 + 2090i, v8 = −2860 + 1430i, v9 = −2684 + 1738i, v10 =
−220 − 3190i, v11 = −3124 + 682i, v12 = −572 + 3146i. À îòæå ìà¹ìî
r(929500) = 4(4× 3) = 4(12) = 48.

Äëÿ íàñòóïíèõ äâîõ çàäà÷ íàïèøåìî äâi ôóíêöi¨:

Ôóíêöiÿ N(r) � êiëüêiñòü öiëî÷èñåëüíèõ òî÷îê ùî ëåæàòü â êîëi ðàäióñà
r. Âèêîðèñòà¹ìî ¨¨ äëÿ ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi ÿêó âðó÷íó ðàõóâàâ Ãàóñ ó
ñâié ÷àñ. Ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ÿêà íàæàëü äîñèòü ïîâiëüíî çáiãà¹òüñÿ äî π,

îñêiëüêè ñêëàäíiñòü îá÷èñëåííÿ N(R) = O(R2).
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Ôóíêöiÿ findPoints() ïîâåðòà¹ âñi òî÷êè, ùî ëåæàòü íà êîëi øèíöåëÿ
ç öåíòðîì â òî÷öi (x0, y0) òà ðàäióñîì r. Äîñèòü öiêàâî ïîäèâèòèñü íà äåÿêi
ïðèêëàäè ïðî ÿêi éøëîñÿ â Òåîðåìi 2.13. Êîëî ç öåíòðîì â òî÷êi (13 , 0) ç

ðàäióñîì ó ôîðìi r = 5k

3 , ìà¹ ëåæèòü íà 2k + 1 âóçëàõ ðåøiòêè Z2.

r = 125
3 r = 625

3
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