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Вступ

В роботi розглядається задача локального керування системами, поведiнка
яких еволюцiонує в часi та просторi вiдповiдно до певних стохастичних пра-
вил. Цей перехiдний механiзм визначений для кожної компоненти системи i
враховує стани лише поточної компоненти i сусiднiх їй. Одним з класiв мо-
делей, якими описують подiбнi явища, є Марковський процес з локальною i
синхронною взаємодiєю над графом, коротко – Марковське випадкове поле.
Це поняття детально вивчається в роботi [1], результати якої ми вiзьмемо за
основу нашого дослiдження, i розглянемо iнший клас моделей, а саме стоха-
стичнi клiтиннi автомати (Probabilistic Cellular Automata, скорочено – PCA).

PCA складається з однакових простих компонент – клiтин. Зазвичай вони
розташовуються на вершинах одно-, двох- чи трьохвимiрної дискретної ре-
шiтки клiтин, мають певний стан зi скiнченної множини дискретних станiв
системи та в кожний момент часу оновлюють його згiдно зi стохастичним
перехiдним правилом, що враховує стани лише сусiднiх клiтин. Виродженим
випадком PCA є клiтиннi автомати, правила переходу яких є детермiнiсти-
чними. Попри свою простоту, вони можуть мати доволi складну поведiнку.
Математик Стiвен Вольфрам описав 4 рiзнi поведiнковi класи, притаманнi
правилам клiтинних автоматiв, згiдно з якими вони еволюцiють [4]: вiд най-
простiшого випадку з однорiдним станом, де всi клiтини поступово набувають
одного кольору або значення, до утворення складних структур.

Актуальним прикладом застосування PCA є моделювання поширення епi-
демiї, де пiд клiтинами розумiємо людей,їх стани – здоровий, хворий, одужа-
ла, а перехiд в iнший стан диктується ймовiрностями, що позначають схиль-
нiсть захворiти та враховують стани iндивiдуумiв, з якими контактує поточна
людина. PCA можуть стати в нагодi в моделюваннi поширення пожежi в лi-
сах, дослiдження транспортного руху на дорогах i утворення заторiв та iн.
[2], [5].

Математично PCA можна описати як систему ланцюгiв Маркова, визна-
чених на кожнiй клiтинi вже згаданої решiтки. Всi вони синхронно перехо-
дять зi стану в стан таким чином, що розподiл майбутнiх станiв залежить вiд
поточних станiв сусiднiх клiтин – Марковська властивiсть в просторi. Для
локального керування такими системами ми введемо додаткову компоненту
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в перехiднi ймовiрностi PCA – локальну стратегiю – якою зможемо впливати
на їх еволюцiю, подiбно до того, як це описано в роботi [1].

Ввiвши додатково поняття однокрокових витрат, зможемо асоцiювати мо-
дель керованих PCA з Марковським процесом прийняття рiшення. Для пошу-
ку оптимальної за критерiєм очiкуваних витрат стратегiї як розв’язку задачi
керування PCA розглянемо застосування iтеративного методу покращення
стратегiї, запропонованим С. Дерманом в його роботi [3], присвяченiй дослi-
дженню Марковських процесiв прийняття рiшення зi скiнченним простором
станiв.

Об’єктом дослiдження є стохастичнi клiтиннi автомати як моделi стоха-
стичних розподiлених систем. Метароботи – дослiдити та описати локальне
керування PCA, базуючись на результатах робiт [1], [3] та розробити про-
грамну реалiзацiю алгоритму для вирiшення задачi керування.

Робота складається з 3 роздiлiв. В першому роздiлi описуються стохасти-
чнi клiтиннi автомати, їх структура та динамiка. Другий роздiл присвячений
поняттям рiшення та стратегiї, властивостi локальностi, Марковостi та ста-
цiонарностi для введення цих конструкцiй в динамiку PCA; розглядається
Марковський процес прийняття рiшення. В третьому роздiлi наводиться при-
клад моделi простих стохастичних клiтинних автоматiв, описується задача
локального керування ними та представлено її розв’язок за допомогою iтера-
тивного методу покращення стратегiї [3], реалiзованого мовою програмування
Python.
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Роздiл 1

Стохастичнi клiтиннi автомати

1.1 Структура

Основною структурою взаємодiї компонент PCA є дискретна решiтка
𝐿(𝑉,𝐸) := Z𝑑, 𝑑 > 1, в якiй множина вершин 𝑉 позначає розташування
клiтин, множина ребер 𝐸 – зв’язки взаємодiї мiж парами клiтин. Якщо клi-
тини 𝑘𝑖 i 𝑘𝑗 взаємодiють, то {𝑘𝑖, 𝑘𝑗} ∈ 𝐸. Зазвичай розглядають одно-, двох-
чи трьохвимiрнi решiтки (вiдповiдно Z,Z2,Z3). Надалi розглядатимемо лише
скiнченну кiлькiсть клiтин та ототожнюватимемо кожну з них з її координа-
тами на решiтцi. Наприклад, якщо решiтка 𝐿 є одновимiрною, то вважати-
мемо клiтини на нiй лiнiйно впорядкованими: 𝑘1 := 1, 𝑘2 := 2, ..., 𝑘𝑁 := 𝑁 , де
𝑁 – кiлькiсть клiтин.

Кожна клiтина 𝑘 перебуває в одному з дискретних станiв зi скiнченного
локального простору станiв 𝑆𝑘 = {𝑥1𝑘, 𝑥2𝑘, ..., 𝑥

𝑛𝑘

𝑘 }. Глобальний простiр станiв,
або простiр конфiгурацiй PCA, 𝑆𝑉 = ×𝑘∈𝑉 𝑆𝑘 описує сукупнiсть станiв всiєї
мережi клiтин. Конфiгурацiю позначатимемо 𝑥 = {𝑥𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 }, де 𝑥𝑘 ∈ 𝑆𝑘 –
стан клiтини 𝑘. Аналогiчно для деякої пiдмножини𝐾 ∈ 𝑉 𝑥𝐾 = {𝑥𝑘 : 𝑘 ∈ 𝐾}.

Околом клiтини 𝑘 називатимемо множину 𝑉𝑘 = {𝑘}∪ {𝑙 : {𝑘, 𝑙} ∈ 𝐸} ∈ 𝑉 .
Для одновимiрних PCA 𝑉𝑘 = {𝑘− 𝑟, ..., 𝑘−1, 𝑘, 𝑘+1, ..., 𝑘+ 𝑟}, 𝑟 ∈ {0, 1, 2...},
𝑟 – радiус; окiл з найближчими сусiдами, де 𝑟 = 1, 𝑉𝑘 = {𝑘 − 1, 𝑘, 𝑘 + 1}. У
двохвимiрних PCA популярними є окiл фон Неймана та окiл Мура (рис.1.1).

Зауваження 1.1.1. Важливою ознакою клiтин PCA є їх структурна одно-
рiднiсть, враховуючи й те, як для кожної з них визначенi околи. У випадку
їх скiнченної кiлькостi околи крайнiх клiтин решiтки не такi, як у внутрi-
шнiх, тому застосовують так званi перiодичнi межовi умови. Наприклад,
для одновимiрних решiток 𝑉1 = {𝑁, 1, 2}, 𝑉𝑁 = {𝑁 − 1, 𝑁, 1}.
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Ðèñ. 1.1: Îêîëè ç 𝑟 = 1

1.2 Динамiка

Клiтиннi автомати еволюцiонують в часi та просторi. В кожний (дискретний)
момент часу 𝑡 PCA має певну конфiгурацiю 𝑥𝑡 = (𝑥𝑡𝑘, 𝑘 ∈ 𝑉 ). Ця конфiгура-
цiя є реалiзацiєю векторного стохастичного процесу 𝜉𝑡 = (𝜉𝑡𝑘, 𝑘 ∈ 𝑉 ) з про-
стором станiв 𝑆𝑉 над решiткою 𝐿. Динамiку цього процесу можна описати
двома основними характеристиками: властивостi Маркова в часi i просторi
(локальнiсть) та синхроннiсть.

Означення 1.2.1. Перехiднi ймовiрностi 𝜉 = (𝜉𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 ) є локальними,
якщо розподiл 𝜉 клiтини 𝑘 в момент 𝑡+ 1 залежить тiльки вiд розподiлу
клiтин з його околу в момент 𝑡:

𝑃 (𝜉𝑡+1
𝑘 = 𝑥𝑡+1

𝑘 |𝜉0 = 𝑥0, 𝜉1 = 𝑥1, ..., 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡) = 𝑃 (𝜉𝑡+1
𝑘 = 𝑥𝑡+1

𝑘 |𝜉𝑡𝑉𝑘
= 𝑥𝑡𝑉𝑘

)

Перехiднi ймовiрностi 𝜉 = (𝜉𝑡𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 ) є синхронними, якщо

𝑃 (𝜉𝑡+1 = 𝑥𝑡+1|𝜉𝑡 = 𝑥𝑡) =
∏︁
𝑘∈𝑉

𝑃 (𝜉𝑡+1
𝑘 = 𝑥𝑡+1

𝑘 |𝜉𝑡 = 𝑥𝑡)

Позначимо
𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘

) = 𝑃 (𝜉𝑘 = 𝑥𝑘|𝜉𝑉𝑘
= 𝑦𝑉𝑘

)

𝑇 (𝑥|𝑦) =
∏︁
𝑘∈𝑉

𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘
)

Означення 1.2.2. 𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘
) для кожної клiтини 𝑘 ∈ 𝑉 називаються ло-

кальними ядрами переходу, а 𝑇 (𝑥|𝑦) – ядром переходу процесу 𝜉 = (𝜉𝑡𝑘 : 𝑘 ∈
𝑉 )



7

Перехiдний механiзм PCA описується ядром переходу 𝑇 (𝑥|𝑦). Це означає,
що всi клiтини на кожному кроцi еволюцiї синхронно переходять в новi ло-
кальнi стани за стохастичними правилами, якi залежать вiд локальних станiв
клiтин з їх околу. На глобальному рiвнi PCA переходить з однiєї конфiгурацiї
в iншу.

Зауваження 1.2.1. Вiдсутнiсть в 𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘
) iндексування параметром t

вказує на однорiднiсть в часi процесу 𝜉. Тобто ймовiрнiсть перейти в стан
𝑥 зi стану 𝑦 однакова для довiльного моменту 𝑡:

𝑃 (𝜉𝑡
′+1
𝑘 = 𝑥𝑘|𝜉𝑡

′

𝑉𝑘
= 𝑦𝑉𝑘

) = 𝑃 (𝜉𝑡
′′+1
𝑘 = 𝑥𝑘|𝜉𝑡

′′

𝑉𝑘
= 𝑦𝑉𝑘

)

У зв’язку з цими властивостями переходу та структурою можемо отото-
жнювати PCA з Марковським процесом з локальною i синхронною взаємодi-
єю над графом [1].

Якщо 𝜉 є незвiдним, то для нього iснує стацiонарний розподiл 𝜋 = (𝜋𝑘 :
𝑘 ∈ 𝑉 ), який можемо знайти iз системи рiвнянь [1]:∑︁

𝑥∈𝑆𝑉

𝑇 (𝑦|𝑥)𝜋(𝑥) = 𝜋(𝑦), 𝑦 ∈ 𝑆𝑉 (1.1)

На рис. 1.2 зображено просторово-часову дiаграму PCA з виродженим роз-
подiлом станiв – детермiнiстичних клiтинних автоматiв. Еволюцiя системи
зображена зверху вниз з початковою конфiгурацiєю, в якiй всi клiтини є свi-
тлими (стан 0), окрiм центральної темної (стан 1). Синхроннi переходи клiтин
зi стану в стан визначаються правилами пiд дiаграмою, що враховують лише
стани клiтин з околу в попереднiй момент часу.

Ðèñ. 1.2: Ïðàâèëî 30



8

Роздiл 2

Керованi стохастичнi клiтиннi автомати

В цьому роздiлi ми введемо конструкцiю керування [1] в ядро переходiв сто-
хастичних клiтинних автоматiв, щоб мати можливiсть впливати на поведiнку
PCA задля максимiзацiї прибутку або ж мiнiмiзацiї втрат.

Означення 2.0.1. Нехай 𝐷𝑘 – множина можливих рiшень в клiтинi 𝑘.
Тодi множиною всiх можливих рiшень над 𝐿 є 𝐷𝑉 = ×𝑘∈𝑉𝐷𝑘.

В кожнiй клiтинi в довiльний момент часу 𝑡 приймається рiшення з множи-
ни можливих рiшень 𝐷𝑘, яке залежить вiд iсторiї системи до 𝑡 – послiдовностi
станiв {𝑥0, ..., 𝑥𝑡}.

Означення 2.0.2. Залежним вiд iсторiї {𝑥0, ..., 𝑥𝑡} рiшенням в клiтинi 𝑘
в момент часу 𝑡 є

Δ𝑡
𝑘 = Δ𝑡

𝑘(𝑥
0, ..., 𝑥𝑡) ∈ 𝐷𝑘

Вiдповiдно загальне рiшення в момент 𝑡:

Δ𝑡 = {Δ𝑡
𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 } ∈ 𝐷𝑉

Стратегiєю в клiтинi 𝑘 називатимемо послiдовнiсть рiшень, прийня-
тих в нiй:

𝛿𝑘 = {Δ𝑡
𝑘, 𝑡 ∈ N}

Стратегiєю для всiєї системи клiтин є сукупнiстю поклiтинних стра-
тегiй:

𝛿 = (𝛿𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 )

Надалi ми розглядатимемо стацiонарнi локальнi Марковськi стратегiї.

Означення 2.0.3. (1) Стратегiя 𝛿 = (𝛿𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 ) називається локальною,
якщо рiшення в клiтинi приймається на основi iсторiї станiв її околу. Тоб-
то для довiльних станiв 𝑥0, ..., 𝑥𝑡 ∈ 𝑆 виконується рiвнiсть:

Δ𝑡
𝑘(𝑥

0, ..., 𝑥𝑡) = Δ𝑡
𝑘(𝑥

0
𝑉𝑘
, ..., 𝑥𝑡𝑉𝑘

)
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(2) Локальна стратегiя 𝛿 = (𝛿𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 ) називається локальною Мар-
ковською стратегiєю, якщо рiшення, яке приймається в клiтинi в момент
часу 𝑡, залежить тiльки вiд поточного стану її околу. Тобто для довiльних
станiв 𝑥0, ..., 𝑥𝑡 ∈ 𝑆:

Δ𝑡
𝑘(𝑥

0
𝑉𝑘
, ..., 𝑥𝑡𝑉𝑘

) = Δ𝑡
𝑘(𝑥

𝑡
𝑉𝑘
)

(3) Локальна Марковська стратегiя 𝛿 = (𝛿𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑉 ) є стацiонарною,
якщо рiшення в клiтинi обирається незалежно вiд часу:

Δ𝑡′

𝑘 (𝑥𝑉𝑘
) = Δ𝑡′′

𝑘 (𝑥𝑉𝑘
) = Δ𝑘(𝑥𝑉𝑘

) ∈ 𝐷𝑘

Тодi стацiонарна локальна Марковська стратегiя є вектором, 𝑘-та компо-
нента якого є рiшенням в клiтинi 𝑘 залежно вiд стану її околу 𝑥𝑉𝑘

:

𝛿 = (𝛿𝑘, 𝑘 ∈ 𝑉 ) = (Δ𝑘(𝑥𝑉𝑘
), 𝑘 ∈ 𝑉 )

Ввiвши структуру керування у виглядi рiшень, ми тепер маємо можливiсть
не тiльки спостерiгати за еволюцiєю системи, але й впливати на її поведiн-
ку, тому локальнi ядра переходу отримують загальнiше позначення, яке вже
враховує не тiльки поточний стан автоматiв, але й рiшення, прийнятi в них:

𝑃 (𝜉𝑡+1
𝑘 = 𝑥𝑘|𝜉𝑡𝑉𝑘

= 𝑦𝑉𝑘
) → 𝑃 (𝜉𝑡+1

𝑘 = 𝑥𝑘|𝜉𝑡𝑉𝑘
= 𝑦𝑉𝑘

,Δ𝑡
𝑘(𝑦𝑉𝑘

) = 𝑑𝑘)

𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘
) → 𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘

, 𝑑𝑘), 𝑑𝑘 ∈ 𝐷𝑘

Вiдповiдно ядро переходу набуває вигляду

𝑇 (𝑥|𝑦) → 𝑇 (𝑥|𝑦, 𝑑), 𝑑 ∈ 𝐷𝑉

𝑇 (𝑥|𝑦, 𝑑) =
∏︁
𝑘∈𝑉

𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘
, 𝑑𝑘)

Тепер PCA мають простори станiв, рiшень, перехiднi ймовiрностi з Мар-
ковською властивiстю. Якщо додатково ввести поняття однокрових нагород
або ж витрат, якi залежать вiд конфiгурацiї автоматiв та прийнятого рiшен-
ня, то PCA цiлком нагадуватимуть Марковський процес прийняття рiшення.
Далi розглянемо основнi поняття про цей процес.

2.1 Марковський процес прийняття рiшення

Особа має змогу впливати на поведiнку стохастичної системи, яка еволюцiо-
нує в часi, приймаючи рiшення або виконуючи дiї. Метою є вибiр такої послi-
довностi дiй (стратегiї), завдяки яким динамiка системи буде оптимальною
вiдповiдно до деякого наперед заданого критерiю оптимальностi.
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Означення 2.1.1. Марковським процесом прийняття рiшення (Markov deci-
sion process, скорочено – MDP) називається набiр (𝑆,𝐴, 𝑃 (.|., .), 𝑟(., .)), де

� 𝑆 – простiр станiв системи

� 𝐴 – множина можливих дiй або рiшень, простiр рiшень

� 𝑃 (𝑠′|𝑠, 𝑎) = 𝑃 (𝑠𝑡+1 = 𝑠′|𝑠𝑡 = 𝑠, 𝑎𝑡 = 𝑎) – ймовiрнiсть того, що в на-
ступний момент часу 𝑡 + 1 система перейде в стан 𝑠′, якщо нинi, в
момент часу 𝑡, вона в станi 𝑠 i особа приймає рiшення 𝑎

� 𝑟(𝑠, 𝑎) – однокрокова нагорода або витрата, яку отримує особа, при-
ймаючи рiшення 𝑎, коли система перебуває в станi 𝑠

Надалi вважатимемо 𝑟(., .) витратами.

Зауваження 2.1.1. Перехiднi ймовiрностi 𝑃 (𝑠′|𝑠, 𝑎) задовольняють вла-
стивостi Маркова; поточний стан мiстить усю необхiдну iнформацiю про
минуле i поточне системи для її майбутнього стану.

Важливим поняттям в MDP є стратегiя 𝛿, яке збiгається iз введеним
ранiше означенням (2.0.2).

Основною задачею є знаходження стратегiї 𝛿, яка задовольнятиме певному
критерiю оптимальностi. Одним з таких критерiїв є мiнiмiзацiя очiкуваних
дисконтовних нагород з нескiнченним горизонтом (𝑇 → ∞) [3]

𝐸𝛿
𝑇∑︁
𝑡=0

𝛾𝑡𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) → min
𝛿
,

де 𝐸𝛿 – математичне очiкування у випадку прийняття рiшень згiдно зi стра-
тегiєю 𝛿, 𝛾 – коефiцiєнт дисконтування, 𝛾 ∈ [0, 1].

Ще одним критерiєм є мiнiмiзацiя середнiх очiкуваних витрат в одиницю
часу [3].

Позначимо

𝐶𝛿
𝑇 := 𝐸𝛿

𝑇∑︁
𝑡=0

𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡),

тобто 𝐶𝛿
𝑇 – очiкуванi загальнi витрати роботи системи до часу 𝑡 = 𝑇 , якщо 𝛿

є стратегiєю, згiдно якої особа керує системою.
Тодi середнiми очiкуваними витратами в одиницю часу для 𝑇 → ∞:

𝑅𝛿 = lim
𝑇→∞

𝐶𝛿
𝑇

𝑇 + 1
,

а критерiй матиме вигляд
𝑅𝛿 → min

𝛿
(2.1)
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Роздiл 3

Задача локального керування

стохастичними клiтинними автоматами

3.1 Модель та постановка задачi

Наведемо приклад простого PCA з можливiстю контролювати його поведiн-
ку. Нехай маємо 5 скiнченних клiтинних автоматiв з дискретним часом, 𝑡 ∈ N.
Вони визначенi на вершинах решiтки 𝐿 = 𝐿(𝑉,𝐸) = Z, |𝑉 | = 5. Окiл для ко-
жної клiтини – найближчi сусiди, тобто для довiльної клiтини 𝑘 ∈ {1, ..., 5}
𝑉𝑘 = {𝑘 − 1, 𝑘, 𝑘 + 1}. Для крайнiх клiтин застосовано перiодичнi межовi
умови: 𝑉1 = {5, 1, 2}, 𝑉6 = {4, 5, 1}.

Еволюцiя системи описується керованим Марковським ланцюгом з локаль-
ною та синхронною взаємодiєю – парою (𝜉, 𝛿) – над решiткою 𝐿 [1]. Процес
𝜉 приймає значення з простору станiв 𝑆𝑉 = {(𝑥1, ..., 𝑥5) ∈ {0, 1}5}, а стате-
гiя 𝛿 покладемо стацiонарною локальною Марковською стратегiєю, тобто з
означення (2.0.3) в кожнiй клiтинi незалежно вiд часу приймається рiшення
𝑑𝑘 ∈ 𝐷𝑘 вiдповiдно до поточного стану сусiднiх клiтин, 𝑑𝑘 = Δ(𝑥𝑉𝑘

). Вва-
жатимемо множину 𝐷𝑘 фiксованою для всiх клiтин: 𝐷𝑘 = 𝐷 = {0, 1}. Тодi
глобально до системи застосовується керування (𝑑0, ..., 𝑑5) ∈ 𝐷𝑉 = ×𝑘∈𝑉𝐷.

Отже, маємо 25 = 32 стани системи – всi булевi вектори розмiрностi 5:

𝑥0 = (0, 0, 0, 0, 0) 𝑥1 = (0, 0, 0, 0, 1) 𝑥2 = (0, 0, 0, 1, 0)

𝑥3 = (0, 0, 0, 1, 1) 𝑥4 = (0, 0, 1, 0, 0) 𝑥5 = (0, 0, 1, 0, 1)...

Так само задаються рiшення:

𝑑0 = (0, 0, 0, 0, 0) 𝑑1 = (0, 0, 0, 0, 1) 𝑑2 = (0, 0, 0, 1, 0)

𝑑3 = (0, 0, 0, 1, 1) 𝑑4 = (0, 0, 1, 0, 0) 𝑑5 = (0, 0, 1, 0, 1)...
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Стан околу клiтини 𝑦𝑉𝑘
є вектором з 3 координатами, кожна з яких може

мати 2 значення. Вiдповiдно маємо 8 рiзних можливих околiв 𝑉𝑘:

𝑁 0 := (0, 0, 0) 𝑁 1 := (0, 0, 1) 𝑁 2 := (0, 1, 0) 𝑁 3 := (0, 1, 1)

𝑁 4 := (1, 0, 0) 𝑁 5 := (1, 0, 1) 𝑁 6 := (1, 1, 0) 𝑁 7 := (1, 1, 1)

Перехiд до нового стану клiтини здiйснюється згiдно зi стохастичними ло-
кальними ядрами переходу 𝑇𝑘(𝑥𝑘|𝑦𝑉𝑘

, 𝑑𝑘). Оскiльки стан клiтини 𝑥𝑘 приймає
лише два значення, то достатньо задати ймовiрностi 𝑝(𝑁𝑘, 𝑑𝑘) := 𝑇𝑘(1|., .), а
𝑞(𝑁𝑘, 𝑑𝑘) = 𝑇𝑘(0|., .) = 1− 𝑝(𝑁𝑘, 𝑑𝑘). Маємо наступнi ймовiрностi 𝑝(𝑁𝑘, 𝑑𝑘):

𝑉𝑘∖𝑑𝑘 0 1

𝑁0 1/2 1/3

𝑁1 3/4 1/3

𝑁2 1/4 2/3

𝑁3 2/3 3/4

𝑁4 3/4 1/2

𝑁5 1/2 1/4

𝑁6 1/4 1/3

𝑁7 5/6 2/3

Ядро переходу 𝑇 (𝑥|𝑦, 𝑑) має вигляд:

𝑦∖𝑥 𝑥0
... 𝑥31

𝑥0 𝑞(𝑁0, 𝑑1)𝑞(𝑁
0, 𝑑2)𝑞(𝑁

0, 𝑑3)𝑞(𝑁
0, 𝑑4)𝑞(𝑁

0, 𝑑5) ... 𝑝(𝑁0, 𝑑1)𝑝(𝑁
0, 𝑑2)𝑝(𝑁

0, 𝑑3)𝑝(𝑁
0, 𝑑4)𝑝(𝑁

0, 𝑑5)

𝑥1 𝑞(𝑁4, 𝑑1)𝑞(𝑁
0, 𝑑2)𝑞(𝑁

0, 𝑑3)𝑞(𝑁
1, 𝑑4)𝑞(𝑁

2, 𝑑5) ... 𝑝(𝑁4, 𝑑1)𝑝(𝑁
0, 𝑑2)𝑝(𝑁

0, 𝑑3)𝑝(𝑁
1, 𝑑4)𝑝(𝑁

2, 𝑑5)

𝑥2 𝑞(𝑁0, 𝑑1)𝑞(𝑁
0, 𝑑2)𝑞(𝑁

1, 𝑑3)𝑞(𝑁
2, 𝑑4)𝑞(𝑁

4, 𝑑5) ... 𝑝(𝑁0, 𝑑1)𝑝(𝑁
0, 𝑑2)𝑝(𝑁

1, 𝑑3)𝑝(𝑁
2, 𝑑4)𝑝(𝑁

4, 𝑑5)

𝑥3 𝑞(𝑁4, 𝑑1)𝑞(𝑁
0, 𝑑2)𝑞(𝑁

1, 𝑑3)𝑞(𝑁
3, 𝑑4)𝑞(𝑁

6, 𝑑5) ... 𝑝(𝑁4, 𝑑1)𝑝(𝑁
0, 𝑑2)𝑝(𝑁

1, 𝑑3)𝑝(𝑁
3, 𝑑4)𝑝(𝑁

6, 𝑑5)

𝑥4 𝑞(𝑁0, 𝑑1)𝑞(𝑁
1, 𝑑2)𝑞(𝑁

2, 𝑑3)𝑞(𝑁
4, 𝑑4)𝑞(𝑁

0, 𝑑5) ... 𝑝(𝑁0, 𝑑1)𝑝(𝑁
1, 𝑑2)𝑝(𝑁

2, 𝑑3)𝑝(𝑁
4, 𝑑4)𝑝(𝑁

0, 𝑑5)

... ... ... ...

𝑥30 𝑞(𝑁3, 𝑑1)𝑞(𝑁
7, 𝑑2)𝑞(𝑁

7, 𝑑3)𝑞(𝑁
6, 𝑑4)𝑞(𝑁

5, 𝑑5) ... 𝑝(𝑁3, 𝑑1)𝑝(𝑁
7, 𝑑2)𝑝(𝑁

7, 𝑑3)𝑝(𝑁
6, 𝑑4)𝑝(𝑁

5, 𝑑5)

𝑥31 𝑞(𝑁7, 𝑑1)𝑞(𝑁
7, 𝑑2)𝑞(𝑁

7, 𝑑3)𝑞(𝑁
7, 𝑑4)𝑞(𝑁

7, 𝑑5) ... 𝑝(𝑁7, 𝑑1)𝑝(𝑁
7, 𝑑2)𝑝(𝑁

7, 𝑑3)𝑝(𝑁
7, 𝑑4)𝑝(𝑁

7, 𝑑5)

В загальному випадку його можна представити у виглядi

𝑇 (𝑥|𝑦, 𝑑) =
∏︁
𝑘∈𝑉

(1− 𝑥𝑘)− (−1)𝑥𝑘𝑝(𝑦𝑉𝑘
, 𝑑𝑘)

Перебуваючи в момент часу 𝑡 в станi 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡 i будучи керованою рiшенням
𝑑𝑡, система зазнає однокрових втрат 𝑟(𝑥𝑡, 𝑑𝑡) >= 0, яку в нашiй задачi задамо
функцiєю:

𝑟(𝑥𝑡, 𝑑𝑡) =
∑︁
𝑘∈𝑉

[(𝑐𝑘 − 𝑢𝑘)𝑥𝑘 + 𝑢𝑘𝑏𝑘],
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де 𝑏 = (2, 4, 3, 3, 1) – додатковi витрати за прийнятi в клiтинi рiшення, 𝑐 =
(1, 2, 3, 4, 5) – додатковi витрати за перебування клiтини в станi 1.

Задача керування PCA полягає у вiдшуканнi такої стратегiї 𝛿, при якiй
середнi очiкуванi витрати в одиницю часу (2.1) будуть мiнiмальними:

𝑅𝛿 → min
𝛿

3.2 Iтеративний метод покращення стратегiї

Розглянемо iтеративний метод покращення стратегiї для розв’язку задачi
Марковського процесу прийняття рiшення, докладно описаний в [3]. Його
умовно можна подiлити на двi частини: пошук значень 𝑣 = (𝑣(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑆𝑉 )
та крок покращення стратегiї.

Пошук значень 𝑣:
Обрати деяку стратегiю 𝛿 та, попередньо визначивши для неї однокро-

ковi витрати 𝑟(𝑥, 𝛿(𝑥)) та ядро переходiв 𝑇 (𝑥|𝑦, 𝛿(𝑦)), знайти витрати 𝑅𝛿 та
значення 𝑣 iз системи рiвнянь:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑅𝛿 + 𝑣(𝑦) = 𝑟(𝑦, 𝛿(𝑦)) +
∑︀

𝑥∈𝑆𝑉 𝑇 (𝑥|𝑦, 𝛿(𝑦))𝑣(𝑥), 𝑦 ∈ 𝑆𝑉

∑︀
𝑥∈𝑆𝑉 𝜋𝛿(𝑥)𝑣(𝑥) = 0

(3.1)

Покращення стратегiї :
(1) Для кожного стану 𝑦 знайти кращi рiшення – визначити множини 𝐷𝑦,

елементами яких будуть рiшення 𝑑, що задовольняють однiй з умов:∑︁
𝑥∈𝑆𝑉

𝑇 (𝑥|𝑦, 𝑑)𝑅𝛿 < 𝑅𝛿 (3.2)

або ⎧⎪⎨⎪⎩
∑︀

𝑥∈𝑆𝑉 𝑇 (𝑥|𝑦, 𝑑)𝑅𝛿 = 𝑅𝛿

𝑟(𝑦, 𝑑) +
∑︀

𝑥∈𝑆𝑉 𝑇 (𝑥|𝑦, 𝑑)𝑣𝛿(𝑥) < 𝑅𝛿 + 𝑣𝛿(𝑦)

(3.3)

(2) Сформувати нову стратегiю 𝛿′, яка для кожного стану 𝑦 диктуватиме
рiшення 𝑑 ∈ 𝐷𝑦. Якщо є стани, для яких множина 𝐷𝑦 = ∅ , то для них
залишаємо рiшення з попередньої стратегiї 𝛿.

Цi два основнi кроки потрiбно повторювати, допоки хоча б одна з множин
𝐷𝑦 ̸= ∅. В цьому випадку нова стратегiя 𝛿′ буде вiдмiнною вiд попередньої
𝛿 хоча б в одному станi та 𝑅𝛿′ ≤ 𝑅𝛿. Iнакше 𝛿′ = 𝛿 i тодi 𝛿′ вважаємо опти-
мальною стратегiєю.
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3.3 Програмна реалiзацiя методу та розв’язок задачi

Метод покращення стратегiї було реалiзовано як набiр функцiй мовою Python.
Розглянемо їх застосування на прикладi розв’язку задачi з 3.1.
Обрахуємо всi можливi ядра переходу та однокроковi витрати для простору
станiв 𝑋 та простору рiшень 𝐷𝑉 за допомогою функцiй
transKernels(X, D, P) та rewards = stepRewards(X, D, b, c) вiдповiдно
де масив P := 𝑝(𝑁𝑘, 𝑑𝑘).

1 Ts = transKernels(X, D, P)

2 rewards = stepRewards(X, D, b, c)

Ts[d][y][x] - ймовiрнiсть переходу 𝑦 → 𝑥 при рiшеннi 𝑑
rewards[x][d] - нагорода за рiшення 𝑑 в станi 𝑥

Оберемо за початкову стратегiю 𝛿 = (0, ..., 0, ..., 0). Вона є масивом з iндекса-
ми рiшень 𝑑 ∈ 𝐷𝑉 .

1 strat = np.array ([0 for x in X])

Обчислимо для неї ядро переходу 𝑇 𝛿 = 𝑇 𝛿(𝑦, 𝑥), однокроковi витрати 𝑟𝛿 =
𝑟(𝑥, 𝛿(𝑥)).
В 𝑇 записуємо ймовiрностi 𝑇 [𝛿(𝑦)][𝑦][𝑥] = 𝑇 𝛿[𝑦][𝑥] для кожного стану 𝑦 та 𝑥

1 T = np.array ([[Ts[strat[y_idx ]][ y_idx][ x_idx] for x_idx in range(len(X))]

for y_idx in range(len(X))])

2

3 r = np.array ([ rewards[x_idx ][ strat[x_idx]] for x_idx in range(len(X))])

Отримаємо

𝑦∖𝑥 𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
... 𝑥27 𝑥28 𝑥29 𝑥30 𝑥31

𝑥0 0.031 0.031 0.031 0.031 0.031 ... 0.031 0.031 0.031 0.031 0.031

𝑥1 0.012 0.004 0.035 0.012 0.012 ... 0.035 0.035 0.012 0.105 0.035

𝑥2 0.012 0.035 0.004 0.012 0.035 ... 0.012 0.035 0.105 0.012 0.035

𝑥3 0.008 0.003 0.016 0.005 0.023 ... 0.016 0.07 0.023 0.141 0.047

𝑥4 0.012 0.012 0.035 0.035 0.004 ... 0.105 0.012 0.012 0.035 0.035

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

𝑥27 0.003 0.017 0.007 0.035 0.003 ... 0.058 0.006 0.029 0.012 0.058

𝑥28 0.003 0.008 0.008 0.023 0.001 ... 0.234 0.009 0.026 0.026 0.078

𝑥29 0.003 0.007 0.003 0.007 0.001 ... 0.174 0.029 0.058 0.029 0.058

𝑥30 0.003 0.003 0.001 0.001 0.017 ... 0.012 0.174 0.174 0.058 0.058

𝑥31 0 0.001 0.001 0.003 0.001 ... 0.08 0.016 0.08 0.08 0.402

i

𝑥 𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
... 𝑥27 𝑥28 𝑥29 𝑥30 𝑥31

𝑟(𝑥, 𝛿(𝑥)) 0 5 4 9 3 ... 12 6 11 10 15
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Знаючи 𝑇 𝛿, знайдемо стацiонарний розподiл 𝜋𝛿 = 𝜋𝛿(𝑥) за (1.1):
1 pi = stationaryDist(T)

𝑥 𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
... 𝑥27 𝑥28 𝑥29 𝑥30 𝑥31

𝜋(𝑥) 0.015 0.019 0.019 0.025 0.019 ... 0.046 0.032 0.046 0.046 0.066

Знайдемо розв’язок системи рiвнянь (3.1)
1 v = getValues(T, r, pi)

𝑥 𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
... 𝑥27 𝑥28 𝑥29 𝑥30 𝑥31

𝑣(𝑥) −10.165 −5.311 −5.436 −0.615 −6.525 ... 5.122 −1.052 2.913 1.313 13.171

i 𝑅𝛿 = v[0] = 8.642 Зробимо крок покращення стратегiї, сформувавши нову
стратегiю згiдно з умовами (3.2) i (3.3):

1 newStrat = np.array ([setDy(y_idx , D, rewards , Ts , v, strat) for y_idx in

range(len(X))])

Нова стратегiя 𝛿′ = 𝛿′(𝑥):

𝑥 𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6
... 𝑥25 𝑥26 𝑥27 𝑥28 𝑥29 𝑥30 𝑥31

𝛿′(𝑥) 0 0 1 0 1 0 1 ... 0 1 1 1 0 1 17

𝛿′ ̸= 𝛿 i, до того ж, 𝑅𝛿′ = 8.229 < 𝑅𝛿. Продовжуючи цi кроки, в результатi
отримаємо оптимальну стратегiю 𝛿* = 𝛿*(𝑥) :

𝑥 𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6
... 𝑥25 𝑥26 𝑥27 𝑥28 𝑥29 𝑥30 𝑥31

𝛿*(𝑥) 0 0 1 0 1 0 1 ... 0 1 1 1 0 1 1

зi значенням критерiю 𝑅𝛿* = 8.166 за 5 iтерацiй.

Всi кроки вище зiбранi в однiй функцiї stratIter(X, D, P, b, c, strat),
яка повертає оптимальну стратегiю, витрати 𝑅, початкову стратегiю strat i
кiлькiсть iтерацiй, необхiдну для знаходження оптимальної стратегiї. Якщо
початкова стратегiя strat не задана, то вона обирається випадковим чином.

1 optStrat , R, initStrat , iterCnt = stratIter(X, D, P, b, c)

Вивiд програми вказує на знаходження тiєї самої оптимальної стратегiї:
Optimal strategy

[0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1]

with the expected average cost per unit time of 8.166

from the initial strategy

[10 3 10 17 19 6 1 11 24 7 11 27 12 30 11 19 29 13 30 21 23 29 15 7

29 19 11 8 28 27 30 0]

within 2 iterations
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Висновки

У цiй роботi було дослiджено стохастичнi клiтиннi автомати як моделi сто-
хастичних розподiлених систем. Було описано їх структуру та поведiнку в
просторi та часi. Введено поняття локальних рiшень i стратегiй для можли-
востi керування PCA подiбно до керування марковським випадковим полем.
Розглянуто приклад простої моделi та задачу локального керування для неї.
Ототожнили постановку задачi з Марковським процесом прийняття рiшення,
що дало змогу застосувати iтеративний метод покращення стратегiї, попере-
дньо запрограмувавши його.
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Додатки

A

1 def genStatesActions(num , el, array , idx):

2 if idx == num:

3 for j in el:

4 array.append(j)

5 return

6

7 el[idx] = 0

8 genStatesActions(num , el, array , idx + 1)

9

10 el[idx] = 1

11 genStatesActions(num , el, array , idx + 1)

Ëiñòèíã 1: Ãåíåðóâàííÿ áóëåâèõ âåêòîðiâ

1 def neighbours(x, k):

2 N = [x[(k-1) % len(x)], x[k], x[(k+1) % len(x)]]

3 return int("".join(str(i) for i in N) ,2)

4

5 def stepRewards(X, D, b, c):

6 n = len(b)

7 allRewards = []

8 for x in X:

9 reward = []

10 for d in D:

11 reward = np.append(reward , sum([(c[k] - d[k])*x[k] + d[k]*b[k] for k

in range(n)]))

12 allRewards.append(reward)

13 return np.array(allRewards)

14

15 def transKernels(X, D, P):

16 Ts = []

17 for d in D:

18 T = [0 for x in X]

19 for y_idx , y in enumerate(X):

20 T[y_idx] = [np.prod ([(1 - x[k]) - (-1)**(x[k])*P[neighbours(y, k)][d

[k]] for k in range(len(y))]) for x in X]

21 Ts.append(T)

22 return np.array(Ts)

23

24 def stationaryDist(T):

25 A=np.append(np.transpose(T)-np.identity(len(T)) ,[np.ones(len(T))],axis =0)

26 b = np.transpose(np.append(np.zeros(len(T)), 1))

27 pi = np.linalg.solve(np.transpose(A).dot(A), np.transpose(A).dot(b))

28 return np.array(pi)

29

30 def getValues(T, r, pi):
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31 n = len(pi)+1

32 r = np.append(r, 0)

33 A = np.subtract(np.identity(n-1), T)

34 A = np.insert(A, 0, 1, axis =1)

35 A = np.append(A, np.insert(pi, 0, 0))

36 A = A.reshape(n, n)

37 v=np.linalg.solve(A, r)

38 return np.array(v)

39

40 def setDy(y_idx , D, rewards , Ts , v, strat):

41 c2 = []

42 R = v[0]

43 for d_idx in range(len(D)):

44 cond1_left = (Ts[d_idx ][y_idx]*R).sum()

45 cond2_left = rewards[y_idx][ d_idx] + Ts[d_idx][ y_idx].dot(v[1:])

46 cond2_right = R + v[y_idx +1]

47 if cond1_left == R and cond2_left < cond2_right:

48 c2.append ((d_idx , cond2_left))

49 if len(c2) >0:

50 Dy = (min(c2, key = lambda t: (t[1])))[0]

51 else:

52 Dy = strat[y_idx]

53 return Dy

Ëiñòèíã 2: Áàçîâi ôóíêöi¨

1 def betterStrat(X, D, rewards , Ts, v, strat):

2 newStrat = [setDy(y_idx , D, rewards , Ts , v, strat) for y_idx in range(len(

X))]

3 return np.array(newStrat)

4

5 def stratIter(X, D, P, b, c, strat = None):

6 Ts = transKernels(X, D, P)

7 rewards = stepRewards(X, D, b, c)

8

9 if strat is None:

10 strat = np.random.randint(0, high=len(D), size=len(X))

11

12 initStrat = strat

13 iterCnt =0

14

15 T = [[Ts[strat[y_idx ]][ y_idx][ x_idx] for x_idx in range(len(X))] for y_idx

in range(len(X))]

16 r = [rewards[x_idx ][strat[x_idx]] for x_idx in range(len(X))]

17 pi = stationaryDist(T)

18 v = getValues(T, r, pi)

19 newStrat = betterStrat(X, D, rewards , Ts , v, strat)

20

21 while not np.array_equal(newStrat , strat):

22 iterCnt += 1

23 strat = np.copy(newStrat)

24 T = [[Ts[strat[y_idx ]][ y_idx][ x_idx] for x_idx in range(len(X))] for

y_idx in range(len(X))]

25 r = [rewards[x_idx ][strat[x_idx]] for x_idx in range(len(X))]

26 pi = stationaryDist(T)

27 v = getValues(T, r, pi)

28

29 newStrat = betterStrat(X, D, rewards , Ts , v, strat)

30
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31 return np.array(strat), v[0], initStrat , iterCnt

Ëiñòèíã 3: Îñíîâíi ôóíêöi¨

.


