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ГРАФ СУСIДСТВА ВIНЦЕВОГО ДОБУТКУ
МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРIВ

Розглянуто деякi властивостi графа сусiдства метричного простору. Знайдено умови, за яких граф
сусiдства вiнцевого добутку метричних просторiв iзоморфний вiнцевому добутку графiв сусiдства цих
просторiв.
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Вступ

Одним з об’єктiв, що характеризує метричний
простiр, є його граф сусiдства або основний граф
[1]. Графом сусiдства метричного простору (X, d)
називатимемо простий граф, заданий на множинi
X , двi вершини x, y ∈ X якого з’єднанi ребром
тодi i тiльки тодi, коли не iснує жодної вiдмiнної
вiд x i y точки z ∈ X , яка лежить мiж ними, тобто
такої, для якої виконується рiвнiсть

d(x, y) = d(x, z) + d(z, y). (1)

Основний граф метричного простору (X, d) позна-
чатимемо GX .

У 1959 роцi Ф. Харарi у працi [2] ввiв констру-
кцiю вiнцевого добутку графiв.

Означення 1. Вiнцевим добутком двох простих
графiв G1 i G2 називається граф G1 oG2, визначе-
ний на множинi всiх впорядкованих пар (v, w), де
v — вершина графу G1, w — вершина графу G2. Двi
пари (v, w) i (v1, w1) з’єднанi ребром в одному з
таких двох випадкiв:
• v = v1 та iснує ребро мiж w i w1 в графi G2

• iснує ребро мiж v i v1 в графi G1.

Цю конструкцiю було названо вiнцевим добут-
ком графiв, оскiльки при певних обмеженнях на
графи G1 i G2 група автоморфiзмiв вiнцевого до-
бутку графiв iзоморфна вiнцевому добутку груп їх
автоморфiзмiв. Самим Ф. Харарi група автомор-
фiзмiв вiнцевого добутку графiв дослiджувалась у
випадку скiнченних графiв. Згодом, у працях Г. Са-
бiдусi [3], [4] дослiджувалась група автоморфiзмiв
конструкцiї вiнцевого добутку графiв у випадках,
коли G1 — локально скiнченний, G2 — скiнченний,
та G1 — довiльний, G2 — локально скiнченний, вiд-
повiдно. Цей результат був узагальнений Е. Томсо-
ном i Д. Моррiс [5], якi сформулювали необхiднi
й достатнi умови для довiльних графiв G1 i G2, за
яких група автоморфiзмiв вiнцевого добутку гра-
фiв G1 i G2 iзоморфна вiнцевому добутку їх груп
автоморфiзмiв.

У дослiдженнi [6] нами було запропоновано но-
ву конструкцiю добуткiв рiвномiрно дискретних
метричних просторiв обмеженого дiаметра. Група
iзометрiй такого простору iзоморфна вiнцевому до-
бутку груп iзометрiй початкових просторiв. За ана-
логiєю з конструкцiєю Ф. Харарi, цей добуток було
названо вiнцевим добутком метричних просторiв.

Конструкцiї вiнцевого добутку графiв i вiнце-
вого добутку метричних просторiв рiзнi. Якщо ми
два простих зв’язних графи G1 i G2 розглянемо як
метричнi простори (G1, dG1) i (G2, dG2) (з приро-
дною метрикою), то вiнцевий добуток метричних
просторiв (G1, dG1) i (G2, dG2) та простiр, який ви-
значається графом G1 oG2, завжди не iзометричнi, а
у випадку скiнченних графiв, завжди не iзоморфнi.

У цiй замiтцi ми встановлюємо зв’язок мiж ци-
ми конструкцiями. А саме, знайдемо умови, за яких
граф сусiдства вiнцевого добутку метричних про-
сторiв (X, dX) i (Y, dY ) iзоморфний вiнцевому до-
бутку графiв сусiдства цих просторiв.

Властивостi графа сусiдства
метричного простору

Метричний простiр (X, dX) назвемо ланцюго-
вим, якщо для довiльних точок x, y цього просто-
ру iснує скiнченна кiлькiсть точок, що лежить мiж
ними, тобто для довiльних точок x, y ∈ X , або не
iснує такої точки z, що справедлива рiвнiсть (1),
або рiвнiсть (1) справедлива для скiнченної мно-
жини точок.

Твердження 1. Граф сусiдства GX довiльного
ланцюгового простору (X, dX) є зв’язним.

Доведення. Нехай x, y — двi довiльнi точки про-
стору X . Покажемо, що в графi GX iснує ланцюг,
який з’єднує цi точки. Якщо для точок x, y не iснує
такої точки z, що справедлива рiвнiсть (1), то то-
чки x i y з’єднанi ребром в GX . Якщо така точка
iснує, то, можливо, точки x i z, z i y з’єднанi ре-
брами в GX . Тобто в цьому випадку iснує ланцюг
x → z → y. Якщо нi, то iснує або точка u, або
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точка v, або обидвi цi точки такi, що справедливi
рiвностi:

d(x, z) = d(x, u) + d(u, z),

d(z, y) = d(z, v) + d(v, y),

i т. д. Оскiльки X — ланцюговий, то процес скiн-
ченний, отже ми отримаємо ланцюг, що з’єднує
точки x i y.

Оскiльки довiльний скiнченний метричний про-
стiр ланцюговий, то безпосередньо з твердження 1
отримуємо.

Наслiдок 1. Якщо метричний простiр (X, dX) —
скiнченний, то його граф сусiдства GX зв’язний.

Якщо (X, dX) нескiнченний метричний простiр
i для довiльних точок x i y цього простору iснує
така точка z, що виконується рiвнiсть (1), то граф
сусiдства (X, dX) є цiлком незв’язним. З iншого
боку, можна видiлити певнi класи метричних про-
сторiв, графи сусiдства яких є повними графами.
Оскiльки в ультраметричних просторах всi трику-
тники невиродженi, то в довiльному неархiмедово-
му просторi не iснує таких трьох точок x, y i z, для
яких виконується рiвнiсть (1). Отже, справедливим
є таке твердження

Твердження 2. Якщо простiр (X, dX) є ультраме-
тричним, то його граф сусiдства GX iзоморфний
повному графу, заданому на множинi X .

Серед iнших властивостей груп автоморфiзмiв
графiв сусiдства видiлимо такi.

Твердження 3. Група автоморфiзмiв графа сусiд-
ства Aut(GX) метричного простору (X, d) мi-
стить пiдгрупу IsomX — групу iзометрiй цього
простору:

Aut(GX) ≥ IsomX. (2)

Доведення. Нехай ϕ — деяка iзометрiя простору
(X, d), x, y — довiльнi точки множини X , що з’єд-
нанi ребром в GX . Оскiльки ϕ — бiєкцiя, то дос-
татньо показати, що iснує ребро в GX , яке з’єднує
ϕ(x) i ϕ(y).

Якщо точки x i y з’єднано ребром в GX , то
для довiльної точки z ∈ X , вiдмiнної вiд x i y,
справедлива нерiвнiсть

d(x, y) 6= d(x, z) + d(z, y).

Оскiльки ϕ — зберiгає вiдстанi, то це означає, що
для довiльної точки z ∈ X , вiдмiнної вiд x i y,
виконується

d(ϕ(x), ϕ(y)) 6= d(ϕ(x), ϕ(z)) + d(ϕ(z), ϕ(y)).

Тобто ϕ(x) i ϕ(y) з’єднано ребром в GX .

Включення (2) може бути строгим, а може до-
сягатись рiвнiсть. Якщо (X, d) — n-точковий ме-
тричний простiр, у якого всi ненульовi вiдстанi
попарно рiзнi, то група iзометрiй такого просто-
ру тривiальна. Якщо при цьому для жодних трьох
точок простору не виконується рiвнiсть (1), то
граф сусiдства простору (X, d) є повним графом,
заданим на множинi X . Отже, в цьому випадку
Aut(GX) = S(X) > IsomX = Id. Якщо (X, d) —
еквiдiстантний метричний простiр, то граф сусiд-
ства цього простору є повним графом, заданим
на множинi X . Отже, для такого простору маємо:
Aut(GX) = IsomX = S(X).

Твердження 4. Якщо для метрик d1 i d2, заданих
на множинi X iснує додатне число λ, таке, що для
довiльних x, y ∈ X справедлива рiвнiсть

λd1(x, y) = d2(x, y), (3)

то графи сусiдства метричних просторiв (X, d1)
i (X, d2) iзоморфнi.

Доведення. Припустимо, що для точок x, y ∈ X не
iснує такої точки z, z 6= x, z 6= y, що справедлива
рiвнiсть

d1(x, y) = d1(x, z) + d1(z, y).

Ця рiвнiсть не виконується тодi i тiльки тодi, коли
не виконується рiвнiсть

λd1(x, y) = λd1(x, z) + λd1(z, y),

що рiвносильно

d2(x, y) 6= d2(x, z) + d2(z, y).

Метричнi простори (X, d1) i (X, d2) називати-
мемо iзоморфними в сенсi перетворення шкали [7],
якщо iснує монотонно зростаюча неперервна функ-
цiя (шкала) s : R+ → R+, s(0) = 0, така, що
d1 = s(d2). При цьому простiр (X, d1) позначає-
ться s(X) i називається перетворенням простору
(X, d2) за допомогою шкали s.

В загальному випадку з iзоморфiзму метричних
просторiв не випливає iзоморфнiсть їх графiв су-
сiдства. Але в окремих випадках така iмплiкацiя
має мiсце, тобто простори iзоморфнi i їх графи су-
сiдства також. Так, якщо для просторiв (X, d1) i
(X, d2) виконується рiвнiсть (3), то вони є iзомор-
фними i, що випливає з твердження 4, їхнi графи
сусiдства також iзоморфнi.

Зауважимо, що у неiзоморфних просторiв мо-
жуть бути iзоморфнi основнi графи. Зрозумiло, що
iзоморфними еквiдiстантним метричним просто-
рам є еквiдiстантнi метричнi простори. А тому з
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твердження 2 випливає, що граф сусiдства довiль-
ного ультраметричного простiру (X, dX), який не
є еквiдiстантним (вiдповiдно, не iзоморфний еквi-
дiстантному), i граф сусiдства еквiдiстантного ме-
тричного простору, визначений на множинi поту-
жностi |X|, iзоморфнi.

Вiнцевi добутки i графи сусiдства
метричних просторiв

Нагадаємо означення вiнцевого добутку мет-
ричних просторiв (див. [6]). Нехай X i Y метричнi
простори, причому простiр (Y, dY ) — обмежений,
а простiр (X, dX) — рiвномiрно дискретний, тобто
iснує таке додатне число r, що для довiльних то-
чок x1 i x2 простору X , x1 6= x2, справджується
нерiвнiсть dX(x1, x2) ≥ r.

Зафiксуємо деяку функцiю-шкалу s(t), для якої
справджується нерiвнiсть

diam(s(Y )) < r. (4)

На множинi X × Y розглянемо метрику ds, яку
задано таким чином:

ds((x1, y1), (x2, y2)) =

=

{
dX(x1, x2), якщо x1 6= x2

s(dY (y1, y2)), якщо x1 = x2

.

Означення 2 ([6]). Метричний простiр (X×Y, ds)
називається вiнцевим добутком метричних про-
сторiв X i Y , визначеним за допомогою шкали s, i
позначається XwrsY .

Теорема 1. Нехай (X, dX) — рiвномiрно дискре-
тний, а (Y, dY ) — обмежений метричнi простори.
Тодi iснує континуум багато шкал s таких, що
граф сусiдства G(XwrsY ) вiнцевого добутку ме-
тричних просторiв X i Y iзоморфний вiнцевому
добутку GX oGY графiв сусiдства цих просторiв.

Доведення. Множиною вершин графiв G(XwrsY )
i GX oGY є X × Y . Покажемо, що iснує контину-
ум багато шкал s таких, що тотожне вiдображення
Id : X × Y → X × Y , Id(x, y) = (x, y), для всiх
(x, y) ∈ X × Y , є iзоморфiзмом графiв G(XwrsY )
i GX oGY .

Нехай α — деяке дiйсне число, α ≥ 1. Розгляне-
мо родину лiнiйних функцiй

Ω = { r

diam(s(Y )) + α
x | α ∈ [1, 2]}.

Кожна функцiя s ∈ Ω є монотонно зростаючою
неперервною функцiєю, s : R+ → R+, причому
s(0) = 0. Тому цю родину функцiй можна роз-
глядати як множину шкал. Крiм того, для кожної

функцiї s з множини Ω справедлива нерiвнiсть (4).
Отже, для кожної такої шкали можна побудувати
вiнцевий добуток XwrsY .

Зафiксуємо деяку функцiю ŝ ∈ Ω. Покажемо,
що граф G(Xwr

ŝ
Y ) iзоморфний графу GX o GY .

Нехай двi вершини u = (x1, y1) i v = (x2, y2) графа
G(Xwr

ŝ
Y ) з’єднано ребром. Тобто не iснує такої

вершини z = (x3, y3), для якої справедлива рiв-
нiсть

ds(u, v) = ds(u, z) + ds(z, u).

За визначенням метрики ds, це означає: або x1 6=
x2 i не iснує такої точки x3 ∈ X , що виконується
рiвнiсть

dX(x1, x2) = dX(x1, x3) + dX(x3, x2),

або x1 = x2 i не iснує такої точки y3 ∈ Y , що
виконується рiвнiсть

ŝ(dY )(y1, y2) = ŝ(dY )(y1, y3) + ŝ(dY )(y3, y2).

Останнє рiвносильно такому твердженню: або
x1 6= x2 i вершини x1 i x2 з’єднанно ребром в
GX — графi сусiдства простору X , або x1 = x2 i
вершини y1 i y2 з’єднанно ребром в Gŝ(Y ) — гра-
фi сусiдства простору ŝ(Y ). А це, за визначенням
вiнцевого добутку графiв, означає, що вершини u i
v з’єднанно ребром в графi GX oGŝ(Y ). Оскiльки,
за твердженням 4, графи Gŝ(Y ) i GY iзоморфнi, то
останнє речення рiвносильно такому: вершини u i
v з’єднанно ребром в графi GX oGY .

Таким чином, графи G(XwrsY ) i GX oGY iзо-
морфнi. Для доведення теореми залишилось заува-
жити, що Ω — континуальна множина.

Приклад 1. Нагадаємо, що кореневим деревом
(T, v0) називається дерево T з видiленою верши-
ною v0, яка називається коренем. Вершина v нази-
вається вершиною l-го рiвня (l — невiд’ємне цiле
число), якщо довжина ланцюга мiж вершинами v i
v0 в T дорiвнює l. Однорiдним (k1, k2, . . . , kn, . . .)–
деревом називається кореневе дерево, у якого ко-
жна вершина (i−1)-го рiвня зв’язана ребром рiвно
з ki вершинами i-го рiвня, i ≥ 1. Шляхом в деревi
(T, v0) називатимемо таку послiдовнiсть вершин
v0, v1, v2, . . ., що {vi, vi+1} ∈ E(T ) для кожного
i ≥ 1. На множинi всiх шляхiв ∂T кореневого дере-
ва (T, v0) природнiм чином визначається метрика,
а саме

ρ(γ1, γ2) = 1/(n + 1),

де n — довжина найбiльшої спiльної частини шля-
хiв γ1 i γ2. Метрику ρ ще називають деревною
метрикою, або метрикою шляхiв в кореневому де-
ревi.
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Нехай (T1, v0) i (T2, w0) — два однорiдних ко-
реневих дерева, причому |T1| < ∞. Добре вiдомо,
що простори ∂T1 i ∂T2 — ультраметричнi, то-
му графи сусiдства просторiв ∂T1 i ∂T2 є повни-
ми графами. Оскiльки простiр ∂T1 — скiнченний,
то вiн рiвномiрно дискретний. Зауважимо також,
що простiр ∂T2 є простором обмеженого дiаме-
тра, а тому можна розглянути вiнцевий добуток
∂T1wrs∂T2, s ∈ Ω. Вiнцевий добуток ультраме-
тричних просторiв також ультраметричний (див.
[6]). А тому граф сусiдства простору ∂T1wrs∂T2 є
повним графом, заданим на множинi |∂T1|× |∂T2|.

Приклад 2. Нагадаємо, що простором Хемiн-
га Hm називається метричний простiр, заданий
на множинi булевих векторiв довжини m; вiд-
стань мiж векторами x̄ = (x1, . . . , xm) i ȳ =

(y1, . . . , ym) визначається за правилом:

dH(x̄, ȳ) =
m∑

i=1

|xi − yi|.

Простiр Хемiнга Hm можна також визначати,
як метричний простiр, заданий на множинi вер-
шин графа гiперкуба розмiрностi m з природною
графовою метрикою.

Нехай Hm i Hk — простори Хемiнга. Оскiль-
ки простори Hm i Hk є просторами, що визна-
чаються на графах, то граф сусiдства кожного
простору iзоморфний графу, що визначає цей про-
стiр. Тобто граф сусiдства Hm iзоморфний графу
гiперкуба розмiрностi m, а Hk — розмiрностi k.
Отже, з теореми 1 випливає, що граф сусiдства
HmwrsHk, s ∈ Ω, iзоморфний вiнцевому добутку
гiперкубiв розмiрностi m i k.
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B. Oliynyk

PROXIMITY GRAPH OF WREATH PRODUCT OF METRIC SPACES

Some properties of the proximity graph of wreath product of metric spaces are considered. We establish
conditions under which the proximity graph of wreath product of metric spaces is isomorphic to the wreath
product of proximity graphs of these spaces.
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