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Анотацiя

Функцiю f на зв’язному графi G називають безпiковою, якщо для всiх
впорядкованих трiйок рiзних вершин x, y, z кожного найкоротшого шля-
ху графа буде виконуватись умова безпiковостi: f(y) ≤ max(f(x), f(y)) за
рiвностi лише у випадку f(x) = f(y) = f(z).

Цiллю даної роботи є детальне дослiдження властивостей безпiкових
функцiй та розробка алгоритмiв для їх аналiзу. Також розглядається ком-
бiнаторна задача пiдрахунку кiлькостi безпiкових функцiй на графах.

Ключовi слова: безпiкова функцiя, граф блокiв, опукла множина, цiл-
ком опукла множина, множина рiвня функцiї, геодезичний вiдрiзок, Числа
Белла.
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Вступ

Безпiковiсть – властивiсть дiйснозначних функцiй, визначених на ме-
тричних просторах. Кожну безпiкову функцiю f позбавлено пiкiв у тому
сенсi, що для всiх впорядкованих трiйок рiзних точок x, y, z кожного ме-
тричного вiдрiзку даного простору значення функцiї у центральнiй точцi
f(y) не буде перевищувати вiдповiдних значень у крайнiх точках – f(x) та
f(z). Якщо ж значення в центрi збiгається з max(f(x), f(z)), то значення
функцiї в усiх трьох точках мають спiвпадати.

Безпiковi функцiї були дослiдженi з рiзних точок зору у математичних
статтях, зокрема безпiковiсть на G-просторах дослiджено Буземаном [5].
Частинний випадок безпiкових функцiй на графах як на метричних був роз-
глянутий у статтi Чепого [2], де було показано зв’язок безпiкових функцiй
з цiлком опуклими множинами, дослiджено клас ”peakless-prime” графiв,
симплецiальну декомпозицiю графiв.

Дана робота має напрямок дослiдження безпiкових функцiй, спираю-
чись на властивостi їх множин рiвня. Зокрема iснує певна закономiрнiсть
формування множин рiвня таких функцiй на графах блокiв, уведених Ха-
рарi [3]. Було знайдено її застосування у комбiнаторицi для пiдрахунку
кiлькостi нееквiвалентних безпiкових функцiй. Також доведено, що графи
блокiв можна описати в термiнах опуклих або цiлком опуклих множин. До
того ж, було розроблено та реалiзовано алгоритми аналiзу властивостей без-
пiкових функцiй, зокрема перевiрка функцiї на безпiковiсть, знаходження
множин рiвня безпiкових функцiй, побудова безпiкової функцiї за заданим
графом блокiв та множиною фiльтрацiй. Винайдено алгоритм пiдрахунку
безпiкових функцiй на довiльних деревах.

Основнi результати даної роботи були представленi на XI Всеукраїнськiй
науковiй конференцiї молодих математикiв [1].
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1 Основнi означення

1.1 Означення

Означення 1.1. Неорiєнтований граф – пара G = (V,E), де

V = V (G) – множина вершин,
E = E(G) ⊂ V (2) = {{a, b}| a, b ∈ V } – множина ребер.

Надалi ребра неорiєнтованого графа G позначатимемо ab = {a, b} ∈ E(G),
де a, b ∈ V (G).

Означення 1.2. Зв’язний граф – граф, мiж кожною парою вершин яко-
го iснує шлях, що їх сполучає.

Означення 1.3. Пiдграф H графа G (H ⊂ G) – граф H, у якому
V (H) ⊂ V (G), E(H) ⊂ E(G).

Означення 1.4. Компонента зв’язностi графа G – максимальний зв’язний
пiдграф графа G.

Означення 1.5. Скiнченний граф – граф, множини вершин i ребер якого
скiнченнi.

Надалi в роботi усi графи вважаються неорiєнтованими, зв’язними та
скiнченними, якщо явно не вказано протилежне.

Означення 1.6. Шлях (маршрут) мiж парою вершин x, y ∈ V (G) –
послiдовнiсть вершин v0, v1, . . . , vn, де x = v0 – початок шляху, y = vn –
кiнець шляху, ∀i = 0, n− 1 : vivi+1 ∈ E(G).

Означення 1.7. Ланцюг – шлях, у якому всi вершини попарно рiзнi.

Означення 1.8. Цикл – шлях, у якому початок i кiнець збiгаються.

Означення 1.9. Простий цикл – ланцюг, у якому початок i кiнець збi-
гаються.

Означення 1.10. Дерево – зв’язний граф без циклiв.

Означення 1.11. Повний граф Kn – граф, у якому кожнi двi вершини
з’єднанi ребром, тобто E = V (2).
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Означення 1.12. Нехай S ⊂ V (G). Породжений пiдграф G[S] – пiдграф
графа G, у якому кожнi двi вершини u, v ∈ S, сумiжнi в G, сумiжнi i в S.
Тобто E(G[S]) = {uv| u, v ∈ S, uv ∈ E(G)}.

Означення 1.13. Метричний простiр – пара (X, d), де
X – довiльна множина,
d : X ×X → R+ – вiдображення, що задовольняє властивостям:

1. d(x, y) = 0⇔ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Означення 1.14. Нехай G – зв’язний граф. Вiдстань d(u, v) мiж вер-
шинами u, v ∈ V (G) – кiлькiсть ребер на найкоротшому шляху мiж ними.

Зауваження 1.15. Функцiя d є метрикою на множинi вершин графа G.
Отже, зв’язний граф природнiм чином породжує метричний простiр.

Означення 1.16. Метричний вiдрiзок мiж парою u, v ∈ V (G) вершин
зв’язного графа G – множина

[u, v] := {x ∈ V (G)| d(u, x) + d(x, v) = d(u, v)}.

Означення 1.17. Окiл вершини u графа G – множина N(u) сумiжних
з нею вершин, тобто

N(u) := {x ∈ V (G)| xu ∈ E(G)}.

Означення 1.18. Нехай G = (V,E) – граф. Околом множини вершин
A ⊂ V назвемо наступну множину:

N(V ) :=
⋃
u∈A

N(u) \ A.

Зауваження 1.19. Iнодi для уточнення, що розглядається окiл (верши-
ни чи множини вершин) саме у графi G, використовуємо позначення NG.

Означення 1.20. Клiкою графа G назвемо повний пiдграф графа G.
Зокрема, повний граф з n вершин називатимемо графом-клiкою, та позна-
чатимемо Kn.
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Означення 1.21. Кластер-граф – граф, у якого кожна компонента зв’язностi
є клiкою.

Означення 1.22. Двозв’язний граф – це зв’язний граф, у якому вида-
лення однiєї довiльної вершини не призведе до збiльшення кiлькостi ком-
понент зв’язностi.

Означення 1.23. Двозв’язна компонента графа G – максимальний
двозв’язний пiдграф графа G.

Означення 1.24. Граф блокiв – граф, у якого кожна двозв’язна компо-
нента (блок) є клiкою.

Означення 1.25. Нехай G = (V,E) – граф блокiв. Тодi BG – множина
його блокiв. Уведемо вiдображення :

B : G→ 2BG

B(v) := {B ∈ BG : v ∈ B}

Означення 1.26. Нехай f : A→ R. Тодi для довiльного β ∈ R :

[f ≤ β] := {α ∈ A : f(α) ≤ β}

Причому [f ≤ β] – множина рiвня β функцiї f . Сiмейство усiх множин
рiвня позначимо:

LS(f) := {[f ≤ β] : β ∈ R}
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2 Основнi результати

2.1 Основнi означення

Означення 2.1. Нехай (X, d) – метричний простiр. Функцiя f : X → R
називається безпiковою, якщо одночасно виконуються наступнi умови:

(i) ∀u, v ∈ X ∀w ∈ [u, v] \ {u, v} : f(w) ≤ max{f(u), f(v)};

(ii) ∀u, v ∈ X ∀w ∈ [u, v]\{u, v} : f(w) = max{f(u), f(v)} ⇒ f(u) = f(v).

Означення 2.2. Нехай G – граф, W = (w0, w1, ..., wn) – деякий його
маршрут. W є геодезичним, якщо вiн є локально найкоротшим, а саме:

∀i ∈ {1, ..., n− 1} : d(wi−1, wi+1) = 2.

Означення 2.3. Геодезичний вiдрiзок графу G мiж вершинами u, v – це
об’єднання множин вершин геодезичних маршрутiв мiж u, v. Позначення :
[u, v].

Означення 2.4. Нехай G = (V,E) - граф. S ⊆ V - опукла, якщо :

∀u, v ∈ S : [u, v] ⊆ S.

Означення 2.5. Нехай G = (V,E) - граф. S ⊆ V - цiлком опукла, якщо

∀u, v ∈ S : [u, v] ⊆ S.

Зауваження 2.6. Кожна цiлком опукла множина є опуклою, бо кожен
найкоротший вiдрiзок є геодезичним.

Приклад 2.7. G = (V,E) – граф, зображений на рисунку.

0

1 2

3

V ⊇ S := {0, 1} – опукла, проте не цiлком опукла, оскiльки W := (1, 2, 3, 0)
є геодезичним маршрутом, а також W ⊈ S.
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Означення 2.8. Нехай W = (w0, w1, ..., wn) – маршрут графу G. Дiйсно-
значна функцiя f , визначена на W , називається безпiковою на маршрутi
W , якщо одночасно виконуються наступнi умови:

(i) ∀i, j, k ∈ Z+ : 0 ≤ j < i < k ≤ n =⇒ f(wi) ≤ max{f(wj), f(wk)};

(ii) Рiвнiсть у попереднiй нерiвностi досягається лише за умови:

f(wj) = f(wk).

Означення 2.9. Нехай G = (V,E) – граф. Функцiя f : V → R називає-
ться безпiковою на графi G, якщо звуження f на будь-якому найкоротшому
ланцюгу графа G є безпiковим.

Означення 2.10. Нехай G – граф. Тодi P(G) – множина усiх безпiкових
функцiй на G.

Означення 2.11. Функцiя f називається локально безпiковою на графi,
якщо вона безпiкова на кожному породженому ланцюгу довжини 2.

Означення 2.12. Нехай G = (V,E) – граф. Тодi ≺ – передпорядок на
P(G), такий що:

∀f, g ∈P(G) : f ≺ g ⇐⇒ LS(f) ⊂ LS(g)

Рефлексивнiсть та транзитивнiсть ≺ випливають з рефлексивностi та тран-
зитивностi вiдношення ⊂ на 2V .

Означення 2.13. Нехай G = (V,E) – граф. Тодi ∼ – вiдношення еквi-
валентностi на P(G), таке що:

∀f, g ∈P(G) : f ∼ g ⇐⇒ f ≺ g ∧ g ≺ f ⇐⇒ LS(f) = LS(g).

2.2 Властивостi безпiкових функцiй
Лема 2.14. Нехай функцiя f визначена на графi G. Тодi наступнi умо-

ви еквiвалентнi:

(i) f – безпiкова на графi G;

(ii) f – локально безпiкова на графi G;
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(iii) звуження f на будь-який геодезичний маршрут графа G безпiкове.

Доведення. (i) ⇒ (ii) : f - безпiкова на кожному найкоротшому ланцюгу
графа G ⇒ f , зокрема, безпiкова на кожному породженому ланцюгу дов-
жини 2;

(ii) ⇒ (iii) : Припустимо вiд супротивного, що iснує геодезичний мар-
шрут W = (w0, w1, ..., wn) такий, що f |W не безпiкове. А саме, ∃i, j, k ∈ Z+ :
0 ≤ i < j < k ≤ n, для яких має мiсце одна з умов :

1. f(wj) > max{f(wi), f(wk)};

2. f(wj) = max{f(wi), f(wk)} ∧ f(wi) ̸= f(wk).

Уведемо позначення: ft := f(wt). Нехай M := max{ft : i < t < k}, а
також m := min{t : ft = M, i < t < k}.

За методом Мат. Iндукцiї доведемо :

∀δ1 ∈ [0,m− i) ∩ Z+ : fm−δ1−1 = fm−δ1 = fm−δ1+1 = M

∀δ2 ∈ [0, k −m) ∩ Z+ : fm+δ2−1 = fm+δ2 = fm+δ2+1 = M

Ведемо iндукцiю за δ1 та δ2.
База iндукцiї : δ1 = δ2 = 0. fm = M ≥ max{fm−1, fm+1}. Далi за

першою умовою локальної безпiковостi f : fm ≤ max{fm−1, fm+1}. Отже,
fm = max{fm−1, fm+1}. За другою умовою локальної безпiковостi :

fm−1 = fm = fm+1 = M

Крок iндукцiї : Нехай доведено для δ1 < m− i− 1 i δ2 < k −m− 1 :

fm−δ1−1 = fm−δ1 = fm−δ1+1 = M

fm+δ2−1 = fm+δ2 = fm+δ2+1 = M

Розглянемо трiйки : (wm−δ1−2, wm−δ1−1, wm−δ1), (wm+δ2, wm+δ2+1, wm+δ2+2) –
породженi ланцюги довжини 2, а отже:

fm−δ1−1 ≤ max{fm−δ1−2, fm−δ1}

fm+δ2+1 ≤ max{fm+δ2+2, fm+δ2}
Але fm−δ1−1 = fm+δ2+1 = M , тож :

fm−δ1−1 ≥ max{fm−δ1−2, fm−δ1}
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fm+δ2+1 ≥ max{fm+δ2+2, fm+δ2}
А отже, доведено необхiднi рiвностi. З них випливає:

∀t : i < t < k =⇒ ft = M

Припустимо, виконується умова 1. Доведено, що fi+1 = fj = M . За
умовою 1:

fi+1 = fk−1 = fj > max{fi, fk} =⇒ fi+1 > fi ∧ fk−1 > fk

Однак fi+1 = M = max{fi, fi+2}, проте fi ̸= fi+1 – суперечнiсть з другою
умовою локальної безпiковостi.

Тепер припустимо, виконується умова 2:

fj = max{fi, fk} ∧ fi ̸= fk

Без втрати загальностi fk = fj = M . Тодi fi ̸= M .

∗ Якщо fi < M , то fi+1 = M = max{fi, fi+2}, проте fi ̸= fi+1 – супере-
чнiсть з другою умовою локальної безпiковостi;

∗ Якщо fi > M , то M = fj = max{fi, fk} = fi – суперечнiсть.

(iii) ⇒ (i) : Очевидно, бо кожен найкоротший ланцюг є геодезичним
маршрутом.

Лема 2.15. Якщо f безпiкова на графi G, тодi кожна множина рiвня
[f ≤ α] є цiлком опуклою.

Доведення. Зафiксуємо α ∈ R, а також W = (w0, w1, ..., wn) – геодезичну
лiнiю, таку що f({w0, wn}) ⊆ [f ≤ α]. Отже, max{f(w0), f(wn)} ≤ α. Також
f – безпiкова на графi G =⇒ f – безпiкова на кожнiй геодезичнiй лiнiї G,
зокрема на W (див. Лему 2.14). А отже, має мiсце наступне:

∀i ∈ {1, ..., n− 1} : f(wi) ≤ max{f(w0), f(wn)} ≤ α =⇒ wi ∈ [f ≤ α]

Значить, W ⊆ [f ≤ α] =⇒ [f ≤ α] – цiлком опуклий.

Лема 2.16. Якщо f безпiкова на графi G, H - зв’язний породжений
пiдграф G, тодi f |H - безпiкова на H.

Доведення. f безпiкова на графi G =⇒ f – локально безпiкова на графi
G (див. Лему 2.14). Тож f – безпiкова на кожному породженому ланцюгу
графа G. Нехай W = (w0, w1, w2) – породжений ланцюг графа H =⇒ W –
породжений ланцюг графа G =⇒ f – безпiкова на W =⇒ f |H – безпiкова
на W . А отже, f |H – безпiкова на H.
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2.3 Алгоритми аналiзу безпiкових функцiй

Algorithm 1 Перевiрка функцiї на безпiковiсть
1: function is_peakless(f : Function, v1: Vertex, v2: Vertex, v3: Vertex)
2: graph← f.domain()
3: if not graph.has_induced_path(v1, v2, v3) then
4: raise NoInducedPathException
5: end if
6: max← max(f(v1), f(v3))
7: return f(v2) < max or (f(v2) = max and f(v1) = f(v3))
8: end function

9: function is_peakless(f : Function): boolean
10: graph← f.domain()
11: visited← [false]
12: for i← 0 to graph.vertex_count() do
13: visited[i]← true
14: for u in graph[i] do
15: for v in graph[u] do
16: if not visited[v] and not is_peakless(f, i, u, v) then
17: return false
18: end if
19: end for
20: end for
21: end for
22: return true
23: end function
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Algorithm 2 Знаходження множин рiвня функцiї
1: function level_sets_of_function(f : GraphFunction)
2: domain← f.domain()
3: image← f.image()
4: image_pq ← empty priority queue with elements sorted in ascending order
5: filler ← empty set of image_point_type elements
6: for image_point in image do
7: if image_point /∈ filler then
8: image_pq.push(image_point)
9: filler.insert(image_point)

10: end if
11: end for
12: res← empty list of sets of vertex_type elements
13: while not image_pq.empty() do
14: current_layer ← empty set of vertex_type elements
15: top← image_pq.top()
16: for i← 0 to domain.size()− 1 do
17: if f(i) ≤ top then
18: current_layer.insert(i)
19: end if
20: end for
21: image_pq.pop()
22: res.append(current_layer)
23: end while
24: return res
25: end function
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Algorithm 3 Побудова безпiкової функцiї за заданим графом блокiв та
множиною фiльтрацiй

1: function build_peakless_function_on(graph_of_blocks: Graph,
filtrations: List of Sets)

2: default_val← −1
3: if not a_filtration_set_of(filtrations, graph_of_blocks) then
4: raise NotAFiltrationSetOfGraphException
5: end if
6: if not is_graph_of_blocks(graph_of_blocks) then
7: raise GraphTypeError
8: end if
9: f ← GraphFunction(graph_of_blocks, default_val)

10: curr_value← 0
11: for level_set in filtrations do
12: for vertex in level_set do
13: if f [vertex] = default_val then
14: f [vertex]← curr_value
15: end if
16: end for
17: curr_value← curr_value+ 1
18: end for
19: return f
20: end function
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2.4 Теорема 1
Лема 2.17. Нехай G – зв’язний граф блокiв, а H ⊂ G - зв’язний. Тодi

H – теж граф блокiв.

Доведення. Припустимо, що iснує двозв’язна компонента C графа H, така
що C не є клiкою графа H. Тодi, оскiльки C ⊆ H, то C ⊆ G. Маємо
C – двозв’язний пiдграф графа G, а отже iснує двозв’язна компонента B′G
графа G, така що C ⊂ BG. BG – клiка, бо G – граф блокiв, тому C – повний,
а значить, C – клiка графу H, що є суперечнiстю з припущенням. Отже,
усi двозв’язнi компоненти графа H є клiками =⇒ H – граф блокiв.

Лема 2.18. Нехай G – граф блокiв, а B1, B2 ∈ BG, такi що B1 ̸= B2 та
B1 ∩B2 ̸= ∅. Тодi

|B1 ∩B2| = 1.

Доведення. Оскiльки B1∩B2 ̸= ∅, то |B1∩B2| ≥ 1. Припустимо, що iснують
x, y ∈ B1 ∩ B2 та x ̸= y. Тодi B1 ∪ B2 – двозв’язний пiдграф графа блокiв
G. До того ж, B1∪B2 не клiка, що суперечить з блоковiстю графа G. Отже
не iснує таких x, y ∈ B1 ∩B2, що x ̸= y. Тож x = y i |B1 ∩B2| = 1.

Теорема 2.19. Для зв’язного графа G = (V,E) наступнi умови еквiва-
лентнi:

(i) G – граф блокiв;

(ii) ∀S ⊂ V : S – зв’язна =⇒ S – опукла;

(iii) ∀S ⊂ V : S – зв’язна =⇒ S – цiлком опукла.

Доведення. Доведення проведемо у наступному порядку.
(iii) ⇒ (ii) : Нехай V ⊃ S – зв’язна та цiлком опукла. Тодi, за Зауваже-

нням 2.6, S – опукла.
(ii) ⇒ (i) : Припустимо, що G – не граф блокiв. Тодi iснує двозв’язна

компонента B графа G, така що B не є клiкою. Отже, iснують такi a, b ∈ B,
що a, b не сумiжнi. Зафiксуємо W – найкоротший шлях мiж a i b. Тодi з
несумiжностi маємо: |W | ≥ 2. Тому, iснує така c ∈ w, така що a ̸= c ̸= b.
Покладемо A := V (B) \ {c}. A – зв’язна, адже A ⊂ B – двозв’язний граф.
Але A не опукла, бо W її найкоротший шлях, проте W ̸⊂ A. Знайдено
суперечнiсть з опуклiстю довiльної зв’язної пiдмножини V .

(i) ⇒ (iii) : Припустимо, що iснує S – зв’язна та не цiлком опукла.
Зафiксуємо не обов’язково рiзнi a, b ∈ S. S не цiлком опукла, отже iснує
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геодезичний маршрут Wg = (a, ..., b), який не мiститься в S. Зi зв’язностi
S маємо шлях W мiж a i b, який лежить у S. Маємо цикл: C := a −
Wg − b −W . Оскiльки G – граф блокiв, то iснує блок B ∈ BG, такий що
C ⊂ B. B – клiка, тому G[C] – теж клiка. А отже, довiльнi x, y ∈ C ⊃ Wg –
сумiжнi. Таким чином, для x, y ∈ Wg виконується рiвнiсть: d(x, y) = 1, що
суперечить геодезичностi Wg.

2.5 Теорема 2

Означення 2.20. Нехай (X,≤) – частково-впорядкована множина. Еле-
мент b ∈ X називається наступником елемента a ∈ X, якщо a < b та не
iснує c ∈ X iз a < c < b.

Лема 2.21. Нехай G = (V,E) – зв’язний граф блокiв, a, b ∈ V . C - цикл,
такий що a, b ∈ C. Тодi a, b належать спiльному блоку.

Доведення. C – цикл, тому вiн є двозв’язним пiдграфом графа G. Отже
iснує C̃ ⊃ C, така що C̃ – компонента двозв’язностi графа G, яка мiстить
цикл C. Оскiльки G – граф блокiв, то C̃ – його блок. a, b ∈ C ⊂ C̃.

Лема 2.22. Нехай G – граф. f : G → R. Тодi f ̸∈ P(G) тодi i тiльки
тодi, коли iснує W = (x, y, z) - породжений ланцюг графа G, для якого
виконується хоча б одна з наступних умов:

1. f(x) < f(y) = f(z);

2. f(z) < f(y) = f(x);

3. f(y) > f(x) та f(y) > f(z).

Доведення. За Лемою 2.14, f ̸∈ P(G) тодi i тiльки тодi, коли f не є ло-
кально безпiковою на графi G. За Означенням 2.11, f не локально безпiкова
тодi i тiльки тодi, коли iснує породжений ланцюг W = (x, y, z), такий що
f ̸∈P(W ). За Означенням 2.8, це можливо тодi i лише тодi, коли викону-
ється хоча б одна з умов:

(i) f(y) > max{f(x), f(z)};

(ii) f(y) = max{f(x), f(z)} ∧ f(x) ̸= f(z)
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Нехай виконується перша умова:

f(y) > max{f(x), f(z)} ⇐⇒ f(y) > f(x) ∧ f(y) > f(z)

Нехай виконується (ii) умова: Спочатку вiдмiтимо, що f(x) ̸= f(z) за дру-
гою умовою.

Нехай f(x) > f(z). Тодi, за (ii) умовою, f(y) = max{f(x), f(z)} = f(x).
Тобто f(z) < f(y) = f(x).

Нехай тепер f(z) > f(x). Тодi, враховуючи симетрiю x↔ z, за попере-
днiм кроком, маємо: f(x) < f(y) = f(z).

В результатi, розглянувши усi можливi варiанти, маємо:
f(x) > f(z) =⇒ f(z) < f(y) = f(x) та
f(z) > f(x) =⇒ f(x) < f(y) = f(z) та
f(x) ̸= f(z)
Тому з (ii) умови випливає диз’юнкцiя:

f(z) < f(y) = f(x) ∨ f(x) < f(y) = f(y) (1)

Тепер нехай виконується диз’юнкцiя (1).
Тодi еквiвалентно:

f(y) = max{f(x), f(z)} ∧ f(x) ̸= f(z)

Зiбравши докупи усi умови та пiдсумувавши, маємо:

1. f(y) > f(x) та f(y) > f(z).

2. f(z) < f(y) = f(x) ∨ f(x) < f(y) = f(y);

Що й еквiвалентно тому, що треба було довести.

Теорема 2.23. Нехай G – зв’язний граф блокiв. LG – деяка множина
його непорожнiх зв’язних пiдграфiв, така що G ∈ LG. Тодi iснує така
f ∈ P(G) : LS(f) = LG тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi
умови:

1. ⊂ – лiнiйний порядок на LG

2. ∀H1, H2 ∈ LG : H2 – наступник H1 =⇒ V (H2 \ H1) = NH2
(V (H1))

та H2 \H1 – кластер-граф.
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Доведення. Необхiднiсть :
Зафiксуємо H1, H2 ∈ LG. Оскiльки LG = LS(f), то iснують β1, β2 ∈ R

що V (H1) = [f ≤ β1], V (H2) = [f ≤ β2].
Для довiльної пiдмножини V ⊂ H2 позначимо N(V ) := NH2

(V ).
1. Без втрати загальностi: β1 ≤ β2. Отже V (H1) = [f ≤ β1] ⊂ [f ≤ β2] =

V (H2) =⇒ H1 ⊂ H2. Тому, ⊂ – лiнiйний порядок на LG.
2. Нехай H2 – наступник H1 =⇒ H1 ⊂ H2, а також множини:

Cl = V (H1) ⊔N(V (H1));

Ext = V (H2) \ Cl.

Припустимо, що Ext ̸= ∅. Тодi iснує v ∈ Ext, а також вершина u ∈ H1 та
шлях P = (u, ..., v) (оскiльки H2 – зв’язний). Оскiльки v ̸∈ N(V (H1)) (за
будовою Ext), то довжина P – щонайменше 2. Отже можемо зафiксувати
три першi вершини шляху P : u,w1, w2. Маємо: u ∈ V (H1) =⇒ f(u) =
β1;w1, w2 ∈ H2 =⇒ f(w1) = f(w2) = β2. Оскiльки H1 ⊊ H2, то β1 < β2
Отже маємо породжений ланцюг довжини 2: (u,w1, w2), такий, що f(w1) =
max{f(u), f(w2)} = f(w2). Проте також f(u) ̸= f(w2), що суперечить без-
пiковостi f . Тому Ext = ∅ =⇒ V (H2) = Cl = V (H1) ⊔ N(V (H1)) =⇒
V (H2 \H1) = V (H2) \ V (H1) = N(V (H1)).

u

w1 w2

v

H2

H1

Також, нехай a, b не сумiжнi, але належать спiльнiй компонентi зв’язностi
графа H2 \H1. Тому iснує P1 – шлях у графi H2 \H1 мiж вершинами a та
b довжини щонайменше 2. До того ж, оскiльки V (H2 \H1) = N(V (H1)), то
iснують такi a′, b′ ∈ H1, що a сумiжна з a′ та b сумiжна з b′. H1 – зв’язний за
вибором множини LG (з умови), тож iснує шлях P2 у графi H1 мiж верши-
нами a′ та b′. Маємо цикл: a−a′−P2− b−P1. За Лемою 2.21, a, b належать
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спiльному блоку графа G, а отже a сумiжна з b, що є суперечнiстю з припу-
щенням. Тож усi компоненти зв’язностi графа H2 \H1 – повнi =⇒ H2 \H1

– кластер-граф.

a′

b′

a

b

H2

H1

Достатнiсть : Оскiльки G – скiнченний, то множина його пiдграфiв
теж скiнченна. Тому, оскiльки завжди G ∈ LG, то ∃n ∈ N : |LG| = n.

LG – лiнiйно впорядкована вiдносно ⊂, отже iснує наступне впорядку-
вання LG: H1 ⊂ H2 ⊂ ... ⊂ Hn = G, де Hi ∈ LG. Тодi розглянемо фун-
кцiю: f : G → R, така що f(x) := min{i ∈ N : Hi ∋ x}. Вiдповiдно,
∀i ∈ I : Hi = [f ≤ i].

Зафiксуємо породжений ланцюг довжини 2: w = (x, y, z).
Перевiримо виконуванiсть наступних “поганих“ випадкiв:

1. Припустимо, що f(x) < f(y) = f(z). Тодi Hf(x) ⊊ Hf(y) = Hf(z) =: H.
x ∈ Hf(x); y, z ∈ H. Нехай Hp – попередник H. Тодi, за умовою 2,
iснують y′, z′ ∈ Hp, що y сумiжна з y′, а z – з z′. Оскiльки Hf(x) ⊂ Hp

– зв’язний, то iснують шляхи P1 та P2 у Hp, що з’єднують x з y′ та
x з z′ вiдповiдно. Отже маємо цикл: x − y − z − z′ − P2. За Лемою
2.21, x, y, z належать спiльному блоку, а отже x сумiжна з z. Тож w
не породжений – суперечнiсть.

2. f(z) < f(y) = f(x) – неможливо, враховуючи симетрiю x ↔ z та
посилаючись на доведення неможливостi “поганого“ випадку №1.

3. Припустимо, що f(y) > f(x) та f(y) > f(z). x ∈ Hf(x), y ∈ Hf(y), z ∈
Hf(z). Нехай Hp - попередник Hf(y), тодi, за умовою 2, iснує y′ ∈ Hp,
таке що y сумiжне з y′. Оскiльки Hf(x), Hf(z) ⊂ Hp, то iснують шляхи
P1 та P2 у Hp, що з’єднують x з y′ та y′ з z. Маємо цикл: x− y − z −
P2 − P1. За Лемою 2.21, x, y, z належать спiльному блоку, а отже x
сумiжна з z. Тож w не породжений – суперечнiсть.
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За Лемою 2.22, f – безпiкова.

Наслiдок 2.24. Нехай T – дерево. LT – деяка множина його пiддерев,
така що T ∈ LT . Тодi iснує така f ∈ P(T ) : LS(f) = LT тодi i тiльки
тодi, коли виконуються наступнi умови:

1. ⊂ – лiнiйний порядок на LT

2. ∀T1, T2 ∈ LT : T2 – наступник T1 =⇒ V (T2 \ T1) = NT2
(V (T1)) –

незалежна множина.

3 Пiдрахунок кiлькостей безпiкових функцiй

Означення 3.1. Кiлькiстю безпiкових функцiй на графi G називається
потужнiсть фактор-множини: P(G)/ ∼, де∼ – вiдношення еквiвалентностi
на множинi P(G) (за Означенням 2.13)

Зауваження 3.2. Кожна функцiя на Kn є безпiковою, оскiльки вiн не
має породжених ланцюгiв довжини 2.

Твердження 3.3. Кiлькiсть безпiкових функцiй на Kn дорiвнює числу
Белла Bn.

Доведення. Уведемо декiлька позначень. Нехай Epi(A,B) – множина усiх
сюр’єкцiй з множини A на множину B. Також для натурального числа n :
⌊n⌋ := {1, 2, ..., n}.

Визначимо множину Y :

Y :=
n⊔

m=0

Epi(Kn, ⌊m⌋)

та уведемо вiдображення ϕ : P(Kn)/ ∼ → Y , таке що для f ∈ P(Kn)
з LS(f) = {L1, ..., Lm} – впорядкованою за включенням: ϕ([f ]∼) = g, де
g ∈ Epi(Kn, ⌊m⌋) таке, що g(v) = min{i : Li ∋ v}. За визначенням g маємо:
LS(g) = LS(f).

Доведемо, що ϕ – бiєкцiя. Iн’єктивнiсть: Нехай g1 = ϕ([f1]∼), g2 =
ϕ([f2]∼) та g1 = g2. Тодi має мiсце рiвнiсть:

LS(f1) = LS(g1) = LS(g2) = LS(f2)
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Отже, f1 ∼ f2 =⇒ [f1]∼ = [f2]∼. Тобто ϕ – iн’єкцiя.
Сюр’єктивнiсть: Зафiксуємо g ∈ Y . За Зауваженням 3.2, довiльна f :

Kn → R є безпiковою. Отже, g – безпiкова на Kn. Тодi покладемо x = [g]∼.
Маємо: ϕ(x) = g, тож ϕ – сюр’єкцiя.

Маємо: ϕ – бiєкцiя. Тому, |P(Kn)/ ∼ | = |Y | – кiлькiсть безпiкових
функцiй на Kn.

|Y | =
n∑

m=0

|Epi(Kn, ⌊m⌋)| =
n∑

m=0

|Epi(⌊n⌋, ⌊m⌋)| =

=
n∑

m=0

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
(m− k)n = Bn

Твердження 3.4. Теорему 2.23 можна застосувати для пiдрахунку
безпiкових функцiй на довiльному деревi.

Algorithm 4 Пiдрахунок безпiкових функцiй на довiльному деревi
1: function count_all_peakless_on_tree(graph)
2: if size(graph) ≤ 1 then
3: return 1
4: end if
5: leaves ← all_leaves(graph)
6: res ← size(leaves) ̸= size(graph) ? 1 : 0
7: for each subset in leaves do
8: if size(subset) = 0 then
9: continue

10: end if
11: graph_minus_subset ← graph − subset
12: res← res + count_all_peakless_on_tree(graph_minus_subset)
13: end for
14: return res
15: end function
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Висновки

У Роздiлi 1 сформульовано основнi означення, позначення та зауваже-
ння.

У Роздiлi 2 розглянуто базовi означення, необхiднi для розвитку теми
безпiкових функцiй. Зокрема у Пiдроздiлi 2.1 розглянуто загальне озна-
чення безпiкової функцiї у метричному просторi, а також часткове для фун-
кцiй на маршрутах та графах. Надано означення геодезичних маршрутiв
та вiдрiзкiв, опуклих та цiлком опуклих множин. Уведено необхiднi вiдно-
шення передпорядку та еквiвалентностi на множинi безпiкових функцiй.

У Пiдроздiлi 2.2 висвiтлено властивостi безпiкових функцiй та їх зв’язок
з цiлком опуклими множинами. Зокрема, описано безпiковi функцiї у термi-
нах локальної безпiковостi. Доведено еквiвалентнiсть безпiковостi, локаль-
ної безпiковостi та безпiковостi звуження функцiї на кожному геодезичному
маршрутi.

У Пiдроздiлi 2.3 наведено псевдокоди алгоритмiв аналiзу безпiкових
функцiй: перевiрка функцiй на безпiковiсть, знаходження множин рiвня
функцiй, побудова безпiкової функцiї за заданим графом блокiв та множи-
ною фiльтрацiй.

У Пiдроздiлах 2.4, 2.5 описано та наведено доведення двох головних
теорем роботи, а саме Теореми 2.19 та Теореми 2.23, а також лем, необхiдних
для їх доведення. Теорема 2.19 дає два еквiвалентнi переформулювання
властивостi графо-блоковостi, у той час як Теорема 2.23 описує взаємне
розмiщення множин рiвня безпiкових функцiй на графах блокiв. Також
наведено Наслiдок 2.24 з Теореми 2.23, який описує безпiковi функцiї на
деревах.

У Роздiлi 3 формально визначено поняття кiлькостi безпiкових фун-
кцiй на графi. Сформульовано та доведено твердження про кiлькiсть без-
пiкових функцiй на повних графах. Також наведено псевдокод алгоритму
пiдрахунку безпiкових функцiй на довiльних деревах, який є прямим за-
стосуванням Наслiдку 2.24.
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