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Анотація 

 

В роботі розглядається дробова метрична розмірність графів. Зроблено 

огляд відомих результатів щодо знаходження дробової розмірності графів, 

оцінки дробової розмірності графів для вершинно-транзитивних графів, графів 

прямого добутку, графів Хемінга, Томпсона тощо. В результаті роботи 

запропонована ілюстрація знаходження дробової метричної розмірності для 

конкретного типу графів. 

Ключові слова: дробова метрична розмірність, метрична розмірність, 

графи 
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   Вступ 

 

    Актуальність 

 

Поняття метричної розмірностї було введено Блюменталем [5] у 1953 році 

для метричних просторів. Пізніше Слатер [6] ввів концепцію роздільної 

множини для зв'язного графа G під терміном локаційної множини, яка 

насправді була метричною розмірністю для графа. Незалежно від нього, 

Хараррі та Мелтер [4] також досліджували цю концепціюм для графів, але 

використали термін метрична розмірність. Проблема мінімальної метричної 

розмірності полягає в тому, щоб знайти метричний базис графа G. Метричний 

базис є мінімальною розділяючою множиною для графа G. Гарі та Джонсон 

показали, що проблема є NP-повною для графів в загальному випадку. 

 

Застосування розділяючих множин зустрічається у різних сферах, 

включаючи проблему зважування монети, винаходження ліків, навігація 

роботами, виявлення та перевірка мережі, зв’язані з’єднання в графах та 

стратегії для “mastermind game”. 

 

Існує багато різних узагальнень метричної розмірності для графів: 

1.Реберна метрична розмірність 

2.Змішана метрична розмірність 

3. Дробова метрична розмірність 

 

Огляду відомих результатів і дослідження дробової метричної розмірності 

для деяких типів графів присвячено цю роботу. 

 

 

 

    Об’єкт дослідження 

 

Дробова метрична розмірність графів 

 

 

 

 

   Предмет дослідження 

 

Моделювання та ілюстрація певного типу графів дробової розмірності які 

описуються. 
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  Мета, завдання дослідження 

 

Огляд відомих результатів щодо знаходження дробової метричної 

розмірності графів. Знаходження дробової метричної розмірності для певного 

типу графів. 

 

 

 

 

    Методи дослідження 

 

Комбінаторні методи що використовуються в теорії графів 

 

 

 

 

   Опис роботи 

 

Робота складається з розділів 1, 2. В розділі 1 описуються теоретичні 

аспекти теорії графів, робиться огляд відомих результатів щодо обчислення 

дробової метричної розмірності графів для вершинно-транзитивних графів, 

графів Хемінга, прямого добутку графів, графів Томпсона. А також описано 

ряд відомих результатів щодо характеризації графів, дробова метрична 

розмірність яких дорівнює кількість вершин навпіл. Розділ 2 є практичною 

частиною роботи. В ньому аналізуються побудовані графи і обчислюється їх 

дробова розмірність. 
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3     Дробова метрична розмірність графів 

 

3.1 Загальні відомості про дробову метричну розмірність 

 

 

Нехай G скінченний, простий і зв’язний граф. Позначимо V(G) і E(G) як 

множини вершин та ребер відповідно. Для будь-яких двох вершин x і y з G, 

Нехай 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) позначатиме відстань між x та у, 𝑅𝐺{𝑥, 𝑦} позначатиме множину 

вершин z таку, що 𝑑𝐺(𝑥, 𝑧) ≠ 𝑑𝐺(𝑦, 𝑧). Якщо зрозуміло про який граф йде мова, 

𝑑𝐺(𝑥, 𝑦)і𝑅𝐺{𝑥, 𝑦} записуватимемо як d(x,y) і R{x,y} відповідно. Розділяюча 

множина графа G є підмножиною W з V(G) такою, що 𝑊⋂𝑅𝐺 {𝑥, 𝑦} ≠ 0 для 

будь-яких двох різних вершин x і y з G.  

 

Метрична розмірність графа G, позначається як dim (G), є найменшою 

потужністю усіх розділяючих множин з G. 

 

Нехай 𝑓 ∶ 𝑉(𝐺) → [0,1] дійснозначна функція. Для 𝑊 ⊆ 𝑉(𝐺) позначимо 

𝑓(𝑊) = ∑ 𝑓(𝑣)𝑣∈𝑊 . Назвемо f розділяючою функцією графа G, якщо 

𝑓(𝑅𝐺{𝑥, 𝑦}) ≥ 1 для будь-яких двох різних вершин x і y з G. Дробова метрична 

розмірність, позначається як 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺), визначається як: 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) = min{|𝑔| ∶ 𝑔 − розділяючафункціяграфа𝐺}, 

де |g| = g(V(G)). 

 

Декартів добуток графів G і H, позначається як 𝐺 × 𝐻, це граф з множиною 

вершин 𝑉(𝐺) × 𝑉(𝐻) = {(𝑢, 𝑣)|𝑢 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑣 ∈ (𝐻)}, де (𝑢1, 𝑣1) прилягає до 

(𝑢2, 𝑣2) коли (𝑢1 = 𝑢2) і {𝑣1, 𝑣2} ∈ 𝐸(𝐻), або𝑣1 = 𝑣2і{𝑢1, 𝑢2} ∈ 𝐸(𝐺). 

 

Зробимо огляд вершинно-транзитивних графів. 
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3.2 Вершинно-транзитивні графи 

 

Для графа G нехай 𝑟(𝐺) = min{|𝑅{𝑥, 𝑦}||𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑥 ≠ 𝑦}.               (1) 

 

 

Лема 1 [1] 

Нехай G – граф для якого справджується r(G) (1). Тоді 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) ≤
|𝑉(𝐺)|

𝑟(𝐺)
. 

 

 

Теорема 1 [1] (2) 

Нехай граф G – вершинно-транзитивний, для якого справджується r(G) (1). Тоді 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
|𝑉(𝐺)|

𝑟(𝐺)
.  

 

 

Теорема 2 [1] (3) 

Якщо n – непарне ціле число і n≥ 3, тоді 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐾2 × 𝐶𝑛) =
2𝑛

𝑛+1
. 

 

Доведення 

Для будь-яких двох різних вершин  𝑢1𝑣1і𝑢2𝑣2з𝐾2 × 𝐶𝑛, маємо 

|𝑅{𝑢1𝑣1, 𝑢2𝑣2}| =

{
 

 
2𝑛 − 2,якщо𝑢1 = 𝑢2, 𝑣1 ≠ 𝑣2
2𝑛,якщо𝑢1 ≠ 𝑢2, 𝑣1 = 𝑣2

𝑛 + 1,якщо𝑢1 ≠ 𝑢2, 𝑑𝐶𝑛(𝑣1, 𝑣2) = 1

2𝑛 − 2,якщо𝑢1 ≠ 𝑢2, 𝑑𝐶𝑛(𝑣1, 𝑣2) ≥ 2

 

Оскільки 𝐾2 × 𝐶𝑛 − вершиннотранзитивнийграф, то𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐾2 × 𝐶𝑛) =
2𝑛

𝑛+1
 за 

теоремою 1 (2). □ 

 

 

Граф G з діаметром d називається дистанційно-регулярним, якщо для усіх цілих 

чисел 0 ≤ ℎ, 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑 і будь-яких двох вершин x, y на дистанції h, число 𝑝𝑖,𝑗
ℎ =

|{𝑧 ∈ 𝑉(𝐺)|𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑖, 𝑑(𝑦, 𝑧) = 𝑗}| є константою. Числа𝑝𝑖,𝑗
ℎ  називаються 

перехресними числами графа G. 
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Теорема 3 [1] 

Нехай G вершинно-транзитивний, дистанційно-регулярний граф з діаметром d. 

Тоді 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
|𝑉(𝐺)|

|𝑉(𝐺)| − max{∑
ℎ
𝑝
𝑖,𝑖

𝑑
𝑖=1 |ℎ = 1,… , 𝑑}

 

 

 

Граф Хемінга, позначається як 𝐻𝑛,𝑘, має множину вершин {(𝑥1, … , 𝑥𝑛)|1 ≤ 𝑥𝑖 ≤

𝑘, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, при цьому дві вершини є суміжними, якщо вони відрізняються 

рівно однією координатою. 

 

 

Теорема 4 [1] 

Нехай 𝐻𝑛,𝑘 – граф Хемінга, де k ≥ 3. Тоді 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐻𝑛,𝑘) =
𝑘

2
  

 

 

Нехай Х – множина розмірності n, і (𝑋
𝑘
) позначає множину всіх k-підмножин X. 

Граф Джонсона, позначається як J(n,k), має (𝑋
𝑘
) як множину вершин, де дві k-

підмножини є суміжними, якщо їх перетин має розмір k-1. 

 

 

Лема 2 [1] 

Нехай m додатнє ціле число і n довільне ціле число. Тоді 

(
𝑚

𝑛 + 1
) + (

𝑚

𝑛 − 1
) ≥ (

𝑚

𝑛
) 

 

 

Теорема 5 [1] 

Нехай J(n,k) – граф Томпсона, в якому 4 ≤ 2𝑘 ≤ 𝑛. Тоді 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐽(𝑛, 𝑘)) =

{
 
 

 
 

3,якщо(𝑛, 𝑘) = (4, 2),
35

17
,якщо(𝑛, 𝑘) = (8,4),

𝑛2 − 𝑛

2𝑘𝑛 − 2𝑘2
,віншихвипадках

 

 

Зробимо огляд відомих результатів щодо характеризації графів, дробова 

метричність яких дорівнює кількості вершин навпіл. 
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3.3 Графи з 𝒅𝒊𝒎𝒇(𝑮) =
|𝑽(𝑮)|

𝟐
 

 

Теорема 6 [2] 

Нехай G зв’язний граф порядку n. Тоді 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) ≤
𝑛

2
. Далі 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =

𝑛

2
 тоді і 

тільки тоді, якщо існує бієкція 𝛼: 𝑉(𝐺) → 𝑉(𝐺)така,що𝛼(𝑣) ≠ і|𝑅{𝑣, 𝛼(𝑣)}| =

2длявсіх𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). 

 

 

Наслідок 1 [2] 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
|𝑉(𝐺)|

2
длякожногознаступнихграфів: 

1. 𝐺 = 𝐾𝑛 , 𝑛 ≥ 2. 

2. 𝐺 = 𝐾𝑛 − 𝑒, 𝑛 ≥ 4. 

3. 𝐺 = 𝐾2𝑡 −𝑀, 𝑡 ≥ 2і𝑀ідеальнозбігаєтьсяв𝐾2𝑡. 

4. 𝐺єповним𝑘 − дольовимграфом𝐾𝑛1,𝑛2,…,𝑛𝑘, де𝑘 ≥ 2і𝑛𝑖 ≥ 2. 

 

 

Наслідок 2 [2] 

Нехай℘позначаєсукупністьусіхзв′язнихграфів𝐺з𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
|𝑉(𝐺)|

2
. Якщо𝐺1, 𝐺2 ∈ ℘, тоді𝐺1 + 𝐺2 ∈ ℘, де𝐺1 +

𝐺2цеграф, отриманийз𝐺1і𝐺2шляхомз
′єднаннякожної 

вершини𝐺1зкожноювершиною𝐺2. 

 

 

Наслідок 3 [2] 

Якщо 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
𝑛

2
, тоді𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺 + 𝐾𝑘̅̅̅̅ ) =

𝑛+𝑘

2
 

 

 

Теорема 7 [2] 

Будь-який зв’язний граф H може бути вкладений як індукований підграф 

зв’язного графа G з 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
|𝑉(𝐺)|

2
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3.4 Дробова метрична розмірність деяких стандартних графів 

 

Теорема 8 [2] 

Для графа Петерсона(P), 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝑃) =
5

3
 

 

 

Теорема 9 [2] 

Для циклу 𝐶𝑛 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐶𝑛) = {

𝑛

𝑛 − 1
,якщо𝑛непарне

𝑛

𝑛 − 2
,якщо𝑛парне

 

 

 

Теорема 10 [2] 

Для гіперкубу 𝐺 = 𝑄𝑛 , 𝑛 ≥ 2, 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝑄𝑛) = 2 

 

 

Теорема 11 [2] 

Нехай G = (V,E) зв’язний граф порядку n. Нехай існує підмножина S із V яка 

задовольняє наступні умови: 

1. Існуєбієкція𝛼: 𝑉 − 𝑆 → 𝑉 − 𝑆така,що𝛼(𝑣) ≠ 𝑣і|𝑅{𝑣, 𝛼(𝑣)}|

= 2длявсіх𝑣 ∈ 𝑉 − 𝑆 

2. Длякожного{𝑥, 𝑦} ∈ 𝑉𝑝існує𝑣 ∈ 𝑉 − 𝑆таке, що𝑅{𝑣, 𝛼(𝑣)} ⊆ 𝑅{𝑥, 𝑦}, 

Тоді 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
𝑛−|𝑆|

2
 

 

 

Теорема 12 [2] 

Для колеса 𝑊𝑛 , 𝑛 ≥ 5 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝑊𝑛) =

{
 
 

 
 

2,якщо𝑛 = 5
3

2
,якщо𝑛 = 6

𝑛 − 1

4
,якщо𝑛 ≥ 7
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3.5 Графи, для яких 𝒅𝒊𝒎𝒇(𝑮) = 𝐝𝐢𝐦(𝑮) 

 

Теорема 13 [2] 

 

Нехай G – граф дружби, який складається з k частин, де k≥ 2. Тоді 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =

𝑘 = dim(𝐺). 

 

 

Теорема 14 [2] 

 

Для графа-сітки 𝐺 = 𝑃𝑚 × 𝑃𝑛 , 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) = 2 = dim(𝐺) 
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3.6 Дробова метрична розмірність дерева 

 

Лема 3 [3] 

 

Нехай G узагальнений зірчастий граф, а w – вузол у G. Нехай 𝑢 ∈

𝑉(𝐺)дестепінь𝑢дорівнює1. Якщо дві різні вершини 𝑥, 𝑦 ∈

𝑉(𝐺)задовольняють𝑤 ∈ 𝑅{𝑥, 𝑦}, тоді𝑢 ∈ 𝑅{𝑥, 𝑦}. 

 

 

Лема 4 [4] 

 

Для n ≥ 3, нехай G узагальнений зірчатий граф 

𝑆𝑛(𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑛). Тоді𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
𝑛

2
 

 

 

Теорема 15 [4] 

 

Нехай G граф-дерево з k вузлами 𝑤1, 𝑤2, … ,𝑤𝑘 . Нехай𝐿(𝑤) кількість листків 

вузла w графа G. Тоді 

𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =
1

2
∑𝐿(𝑤𝑖)

𝑘

𝑖=1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



15 

3.7 Дробова метрична розмірність уніциклічного графа 

 

Нехай G – уніциклічний граф. Нехай R – індукований підграф графа G, який є 

ізоморфним циклу. Вершина v∈ 𝑉(𝑅) називається корнем, якщо степінь v 

більше ніж 2. Якщо корінь v має степінь більше ніж 3 і G – v має компонент 

шляху, то v називається травяним коренем. Розглянемо також множину вершин 

𝑄 ⊆ 𝑉(𝑅)якаємножиноюусіхвершинзістепенемпринаймні3в𝑅 і 

множину вершин 𝐴 ⊆ 𝑄 яка є максимальною підмножиною Q так, що для 

кожного 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴, 𝑑(𝑢, 𝑣) ≠ [
|𝑉(𝑅)|

2
]. 

Нехай A, B, C, D, E набори уніциклічних графів G, де: 

1. A – множина з G, яка є ізоморфна до циклічного графа. 

2. B – множина з G, якій належать тільки травяні корені. 

Розіб’ємо B на 5 частин 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵5, де: 

a) 𝐺 ∈ 𝐵1якщо𝐺 ∈ 𝐵 і R з G ізоморфне до 𝐶4 

b) 𝐺 ∈ 𝐵2якщо𝐺 ∈ 𝐵 і R з G є парним циклом порядку принаймні 6 і |A|≤ 3 

c) 𝐺 ∈ 𝐵3якщо𝐺 ∈ 𝐵 і R з G є парним циклом порядку принаймні 6 і |A|≥ 4 

d) 𝐺 ∈ 𝐵4якщо𝐺 ∈ 𝐵 і R ізоморфне до 𝐶3 

e) 𝐺 ∈ 𝐵5якщо𝐺 ∈ 𝐵 і R з G є непарним циклом порядку принаймні 5 

3. C – множина з G, яка має один корінь, який не є травяним коренем. 

4. D – множина з G, яка має 2 корені, які не є травяними коренями. 

Розіб’ємо D на 2 частини 𝐷1і𝐷2, де: 

a) 𝐺 ∈ 𝐷1якщо𝐺 ∈

𝐷, 𝑅ізоморфнедопаногоцикла, ідлядвохрізнихкоренів𝑢, 𝑣 ∈

𝑉(𝐺), 𝑑(𝑢, 𝑣) =
|𝑉(𝑅)|

2
 

b) 𝐺 ∈ 𝐷2якщо𝐺 ∈ 𝐷але𝐺 ∉ 𝐷1 

5. E – множина з G яка не належить A, B, C або D 

 

 

Теорема 16 [3] 

 

Нехай G уніциклічний граф порядку n≥ 3, який має k вузлів 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑘 . 

Нехай L(w) кількість листків вузла w графа G. Нехай R індукований підграф 

G, який ізоморфний циклу. Нехай 𝑄 ⊆ 𝑉(𝑅) 

якаємножиноюусіхвершинзістепенемпринаймні3в𝑅 і множину 

вершин 𝐴 ⊆ 𝑄 яка є максимальною підмножиною Q так, що для кожного 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴, 𝑑(𝑢, 𝑣) ≠ [
|𝑉(𝑅)|

2
]. Якщо 𝐺 ∉ 𝐵5, тоді 
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𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐺) =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

|𝑉(𝑅)|

|𝑉(𝑅)| − 1
,якщо𝐺 ∈ 𝐴і𝑅парнийцикл

|𝑉(𝑅)|

|𝑉(𝑅)| − 2
,якщо𝐺 ∈ 𝐴і𝑅непарнийцикл

2,якщо𝐺 ∈ 𝐵1
3

2
,якщо𝐺 ∈ 𝐵2⋃𝐵4

2|𝐴|

|𝐴| + 1
,якщо𝐺 ∈ 𝐵3

1 +
1

2
∑ 𝐿(𝑤𝑖),

𝑘

𝑖=1
якщо𝐺 ∈ 𝐶⋃𝐷1

1

2
∑ 𝐿(𝑤𝑖)

𝑘

𝑖=1
,якщо𝐺 ∈ 𝐷2⋃𝐸

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



17 

4. Ілюстрація та знаходження дробової метричної розмірності 

 

Для знаходження дробової метричної розмірності скористаймося теоремою (3).  

Візьмемо повний граф з двума вершинами і цикл довжиною n≥ 3, n – непарне. 

 

Приклад 1 

 

 
 

У даному прикладі розглянемо цикл довжиною 5. При декартовому добудку 

двох початкових графів (зліва) отримаємо граф, що знаходиться справа на 

малюнку. Відповідно для обчислення дробової метричної розмірності 

скористаймося формулою з теореми (3). 

 

 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐾2 × 𝐶𝑛) =
2𝑛

𝑛+1
=

2∗3

3+1
=

6

4
=

3

2
. 

 

Відповідь: Дробова метрична розмірність для даного декартового добутку 

дорівнюватиме 
3

2
. 
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Приклад 2 

 

 
 

У даному прикладі розглянемо цикл довжиною 5. При декартовому добутку 

двох початкових графів (зліва) отримаємо граф, що знаходиться справа на 

малюнку. Відповідно для обчислення дробової метричної розмірності 

скористаймося формулою з теореми (3). 

 

 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐾2 × 𝐶𝑛) =
2𝑛

𝑛+1
=

2∗5

5+1
=

10

6
=

5

3
. 

 

Відповідь: Дробова метрична розмірність для даного декартового добутку 

дорівнюватиме 
5

3
. 
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Приклад 3 

 

 
 

У даному прикладі розглянемо цикл довжиною 7. При декартовому добутку 

двох початкових графів (зліва) отримаємо граф, що знаходиться справа на 

малюнку. Відповідно для обчислення дробової метричної розмірності 

скористаймося формулою з теореми (3). 

 

 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐾2 × 𝐶𝑛) =
2𝑛

𝑛+1
=

2∗7

7+1
=

14

8
=

7

4
. 

 

Відповідь: Дробова метрична розмірність для даного декартового добутку 

дорівнюватиме 
7

4
. 
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Приклад 4 

 

 
 

У даному прикладі розглянемо цикл довжиною 9. При декартовому добутку 

двох початкових графів (зліва) отримаємо граф, що знаходиться справа на 

малюнку. Відповідно для обчислення дробової метричної розмірності 

скористаймося формулою з теореми (3). 

 

 𝑑𝑖𝑚𝑓(𝐾2 × 𝐶𝑛) =
2𝑛

𝑛+1
=

2∗9

9+1
=

18

10
=

9

5
. 

 

Відповідь: Дробова метрична розмірність для даного декартового добутку 

дорівнюватиме 
9

5
. 
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5     Висновки 

 

В роботі розглянуто поняття дробової метричної розмірності графів. 

Зроблено огляд відомих результатів щодо обчислення дробової метричної 

розмірності графів для вершинно-транзитивних графів, графів Хемінга, 

прямого добутку графів, графів Томпсона. А також розглянуто ряд відомих 

результатів щодо характеризації графів, дробова метрична розмірність 

яких дорівнює кількість вершин навпіл. Знайдено і графічно 

проілюстровано знаходження дробової метричної розмірності прямих 

добутів графів 𝐾2 × 𝐶3, 𝐾2 × 𝐶5, 𝐾2 × 𝐶7, 𝐾2 × 𝐶9. 
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