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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ФУНКЦІОНУВАННЯ 
СИСТЕМИ КРОВОТВОРЕННЯ

Анотація: Авторами статті було зроблено спробу проаналізувати кровотворення як 
стаціонарний процес проліферації і диференціювання кровотворних клітин і, використо-
вуючи закономірності тих чи тих його етапів, перетворити їх на математичні формули. 
Отримані результати, підтверджені експериментально, можуть у подальшому слугува-
ти основою для розрахунків числових показників популяцій клітин, необхідних для віднов-
лення гемопоезу. 
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Вступ

Механізм підтримування кровотворення в 
організмі забезпечує продукування 300 млн клі-
тин крові на хвилину, принаймні за п’ятьма 
напрямами диференціювання. При стабільному 
кровотворенні співвідношення між ними пропор-
ційно приблизно однакове. Водночас при збу-
рювальних впливах продукція тих чи тих клітин 
різко змінюється.

Обсяг клітинної продукції у кровотвірній сис-
темі наштовхує на думку про існування клітин-
попередників кровотвірних клітин, здатних у 
результаті поділу утворювати «дочірні» клітини, 
повністю ідентичні материнській клітині, та клі-
тин, які диференціюються за всіма напрямами 
кровотворення. Ці попередники були названі 
стовбуровими кровотвірними клітинами (СКК).

Нині можна вважати доведеним те, що СКК 
вирізняються високим, але не безмежним пролі-
феративним потенціалом, тобто СКК здатні мати 
скінченне число поколінь нащадків, вони не без-
смертні, не можуть «самопідтримуватися» не-
скінченно довго. СКК закладаються лише в емб-
ріогенезі й витрачаються послідовно, утворюю-
чи, як правило, короткоіснуючі локально 
розташовані клітинні клони, які замінюють один 
одного [6, с. 7], аналогічно до того як це відбува-
ється у яєчнику. Разом із тим останні досліджен-
ня дають підстави припускати, що самооновлен-
ня і диференціювання стовбурових клітин під-
тримується асиметричним поділом, за допомогою 
якого стовбурова клітина дає початок двом не-
однаковим дочірнім клітинам: одна займає ту 

саму нішу, що й батьківська стовбурова клітина, 
друга починає диференціювання [10]. СКК прин-
ципово не відрізняються від більш зрілих членів 
кровотвірної ієрархії і всі без винятку крово-
твірні клітини являють собою транзитні популя-
ції, які безперервно або з перервами просува-
ються до кінцевих стадій дозрівання. Саме тому 
всі відділи попередників гетерогенні та містять 
численні клітинні форми, які поступово перехо-
дять одна в одну. 

Першою ознакою ранніх стадій дозрівання 
СКК є поступове зниження проліферативного 
потенціалу. При подальшому дозріванні клітини 
залишають стовбуровий відділ і переходять у 
відділ комітованих попередників. Поступово 
комітовані клітини втрачають поліпотентність і 
переходять у відділ уніпотентних клітин. Існує 
думка, що той чи той напрямок диференціюван-
ня спричиняє внутрішні стохастичні зміни 
клітин-попередників, які індукують дозрівання і 
комітування. Останнє може бути визначено як 
шлях майбутнього клітинного продукування на-
щадків певної лінії. 

Стовбурові кровотвірні клітини морфологіч-
но неможливо відрізнити від клітин-поперед-
ників, однак їх можна кількісно визначити при 
клонуванні у напівтвердих середовищах (агар, 
метилцелюлоза, згусток плазми крові, колагено-
вий гель). Водночас популяція СКК неоднорід-
на. Наприклад, клітини, що утворюють колонії 
в селезінці, перебувають у кінці ієрархії СКК; 
у різних експериментальних системах може бу-
ти виявлено популяції значно примітивніших 
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стовбурових клітин. За допомогою різних мето-
дів (морфологічних, цитохімічних, із викорис-
танням моноклональних антитіл, цитогенетич-
них, біохімічних та ін.), можна відокремити СКК 
від кровотвірних клітин-попередників [23]. 

Комітовані СКК являють собою поступове 
стохастичне обмеження диференціювальних по-
тенцій, складний багатостадійний процес пере-
творення поліпотентної стовбурової клітини на 
монопотентний попередник. Комітовані клітини 
набувають чутливості до гуморальних регулято-
рів кровотворення. Культивування їх у напіврід-
кому середовищі (агар, метилцелюлоза) за наяв-
ності цих факторів дає змогу отримувати колонії 
термінально диференційованих клітин [8]. 

Останніми роками традиційне уявлення про 
необмежене самопідтримання СКК змінюється. 
Свідченням тому є дані, що у більшості, якщо не 
у всіх, СКК відбувається скорочення теломераз-
ної ДНК, утім, відповідно до дорослішання ор-
ганізму чи їхньої проліферації у культурі. Це 
вказує на обмеженість їхнього проліферативного 
потенціалу і зменшення його з віком [14]. 

Слід зазначити, що іще у 60-х рр. ХХ ст. було 
висловлено гіпотезу щодо клональної сукцесії, 
згідно з якою наявні в організмі СКК почергово 
беруть участь у гемопоезі, даючи клони, що по-
чинають диференціюватися [12]. Й. Л. Чертков і 
Н. І. Дрідзе підтвердили цю гіпотезу, використо-
вуючи розроблений ними метод вивчення дина-
міки індивідуальних клонів СКК протягом жит-
тя миші [5]. За їхніми даними, в опромінених 
мишей, яким ввели генетично марковані донор-
ські стовбурові клітини, кровотворення забезпе-
чується значною кількістю невеликих локаль-
них одночасно нетривало існуючих клонів. Кло-
ни змінюють один одного і ніколи не з’яв ляються 
знову після зникнення. На думку цих авторів, 
СКК не самопідтримуються, а являють собою 
закладену в ембріогенезі популяцію клітин із 
обмеженою здатністю до проліферації, що ви-
трачаються поступово і змінюють одна одну 
відповідно до виснаження проліферативного 
потенціалу.

Кровотвірна тканина є самооновним клітин-
ним комплексом, в якому смерть клітин збалан-
сована продукцією нових клітин. Рівновага між 
системою крові, цілісним організмом і навко-
лишнім середовищем регулюється нейрогумо-
ральною системою через спеціальний апарат, що 
складається із внутрішньоклітинних сигнальних 
молекул і ферментів (інгібіторів та індукторів 
процесів диференціювання і проліферації), гор-
монів, мікроелементів і т. д. На різних етапах 
онтогенетичного розвитку, як у пренатальний 
період, так і в постнатальному житті, механізм 
цієї регуляції, очевидно, різний. Однак принци-
пова його суть полягає у репресії чи дерепресії 

ділянок молекули ДНК відповідних геному кро-
вотвірних клітин. Загальні схеми ембріонально-
го і постембріонального кровотворення не рів-
ноцінні. Ця обставина підтверджує положення 
про специфіку регуляції кровотворення на різ-
них стадіях розвитку організму [6].

У науковій літературі немає сьогодні розу-
міння того, як регулюється складний процес 
вступання стовбурової клітини у циклі і як вона 
вибирає напрям диференціювання, хоча припус-
кається стохастичність цих процесів.

Відповідно до просування вздовж дерева кро-
вотвірних диференціювань, стохастична пролі-
ферація СКК, не чутлива до запиту, змінюється 
на регульовану сироватковим рівнем ростових 
факторів, що і зумовлює можливість кількісної 
регуляції кровотворення. 

Наявність двох фаз регуляції кровотворення: 
незалежної від запитів на рівні СКК і чутливої 
до запиту на рівні всіх більш зрілих попередни-
ків, разом із тими, які морфологічно розпізна-
ються, – забезпечуються дві основні властивості 
процесу кровотворення. По-перше, його неви-
черпність незалежно від інтенсивності запиту за 
рахунок збереження СКК, які є цитокінонеза-
лежними, виходять зі стану спокою стохастично 
і здатні відновлювати всю кровотвірну систему 
після її загибелі чи втрати зрілих клітин. По-
друге, можливість швидкої відповіді на запит, 
що здійснюється зрілішими, ніж СКК, попе-
редниками і забезпечується відповідною продук-
цією зрілих клітин певного типу. При стабільно-
му стані у кровотвірній системі у кожний момент 
часу наявні численні кровотвірні попередники, 
які ще не вичерпали свій проліферативний по-
тенціал і здатні до негайної й інтенсивної відпо-
віді на запит.

Дж. Спанґруде (G. J. Spangrude) зі співавт. за-
пропонували такий можливий механізм регуля-
ції кровотворення. Більш зрілі кровотвірні по-
передники потребують менше стимулів для про-
ліферації, ніж менш зрілі. За умов незначного 
ослаблення кровотворення вивільнюються один 
або й кілька факторів, які активують достатньо 
зрілих попередників, що веде до швидкого від-
новлення відповідних клітинних типів. При 
вищому запиті на кровотворенні проявляються 
додаткові фактори, що запускають проліфера-
цію і диференціювання стовбурових клітин. 
Кількість активованих СКК визначається різно-
манітністю, і, можливо, кількістю вивільнюва-
них факторів [22]. 

Відомо, що молоді (менш зрілі) СКК нечут-
ливі до факторів росту. Е. Ґолдвассер (E. Gold-
wasser) зі співавт. [9] висунули гіпотезу щодо 
регуляції СКК шляхом аутокринної продукції 
цитокінів. Вчені припускають наявність мульти-
потентних гемопоетичних клітин внутрішньо-



Києво-Могилянський науковий вісник; Біологія, 2010, Т. 1, С. 1–10 3

клітинних рецепторів цитокінів, стимуляція яких 
веде до їхньої проліферації. Комітування пов’я-
зане із припиненням функціонування внутріш-
нього аутокринного механізму, а також з експре-
сією специфічних мембранних рецепторів для 
тих чи тих факторів, у результаті чого клітина 
стає залежною від зовнішнього сигналу за поді-
бного шляху диференціювання. На підтверджен-
ня цієї гіпотези можна навести дані про ауто-
кринну продукцію факторів росту трансфор-
мованими кровотвірними клітинами, що дає їм 
змогу проліферувати в культурі за відсутності 
строми і незалежно від додавання екзогенних 
цитокінів [15, с. 21]. Однак стосовно стовбуро-
вих клітин ця модель ще слабо розроблена і пот-
ребує перевірки й уточнення.

Перша стохастична модель кровотворення та 
відповідна математична модель були запропоно-
вані у 1964 р. на основі вивчення вмісту стовбу-
рових кровотвірних клітин в окремих селезінко-
вих колоніях [24]. Описана стохастична модель 
проліферації стовбурових клітин полягає, по-
перше, у тому, що кожна колонієтвірна клітина 
може ділитися й утворювати дві нові клітини зі 
здатністю формувати колонії.

Водночас клітина може диференціюватися, 
відповідно втративши можливість до формуван-
ня колоній, але зберігаючи можливість продуку-
вати кілька поколінь клітин, здатних до дифе-
ренціювання. Друга риса моделі характерна тим, 
що ці два процеси відбуваються випадково у по-
пуляції колонієтвірних клітин.

Таким чином, за цією стохастичною моделлю 
припускається, що колонієтвірна клітина (стов-
бурова клітина) після завершення періоду розвит-
ку з імовірністю P2 ділиться на дві колонієтвірні 
клітини і з імовірністю P0 втрачає можливість 
формувати колонії, причому P2 + P0 = 1. Відпо-
відна математична модель, що описує запропо-
новану стохастичну модель проліферації стовбу-
рових клітин, називається процесом «народжен-
ня» і «смерті», у якому акт самопідтримування 
стовбурової клітини з імовірністю P2 трактуєть-
ся як «народження», а акт її диференціювання 
сприймається як «смерть».

Отже, наведена стохастична модель та відпо-
відна математична модель описують процес кро-
вотворення лише стосовно відділу стовбурових 
клітин. 

Ця модель набула подальшого розвитку у до-
слідженнях А. Корна (Korn) зі співавт. [13]. Була 
запропонована стохастична модель кровотво-
рення, яка описує процес кровотворення у селе-
зінці летально опромінених мишей після вве-
дення їм донорських стовбурових клітин. За ці-
єю стохастичною моделлю було припущено, що 
плюрипотентна стовбурова клітина може само-
відновитися чи диференціюватися у клітини-

попередники еритроїдної або гранулоцитарної 
гілок; усі ці події є випадковими. Тому щоразу, 
коли стовбурова клітина завершує один цикл 
розвитку за певний проміжок часу і ділиться, до-
чірні клітини випадково обирають один із трьох 
наведених вище шляхів розвитку з відповідними 
ймовірностями. У процесі комітування нащадки 
стовбурової клітини при диференціюванні в 
еритроїдну чи гранулоцитарну гілки втрачають 
плюрипотентність та можливість самовіднов-
лення. Кожна дочірня клітина після певної кіль-
кості поділів через визначені проміжки часу по-
роджує зрілі еритроцити чи гранулоцити, які 
мігрують із колоній. Автори зазначають, що іс-
нують інші гілки кровотворення, але для спро-
щення у схему введено лише дві названі.

Таким чином, у стохастичній моделі Корна 
припускається, що кожна стовбурова клітина 
після завершення періоду свого розвитку з імо-
вірністю PS ділиться на дві такі ж стовбурові клі-
тини, з імовірністю PE ділиться на дві клітини 
типу E1 (клітина типу E1 – перше покоління ери-
троїдної гілки, найбільш ранній попередник 
еритроїдної гілки), чи з імовірністю PG ділиться 
на дві клітини типу G1 (клітина типу G1 – перше 
покоління гранулоцитарної гілки, найбільш ран-
ній попередник гранулоцитарної гілки). У цій 
ситуації PS + PE + PG = 1. 

Кожна клітина типу E1 після завершення пе-
ріоду свого розвитку не може самовідновлюва-
тись і, диференціюючись із ймовірністю 1, ді-
литься на дві клітини типу E2. Клітина типу E2 – 
клітина другого покоління еритроїдної гілки. 
Тільки клітини еритроїдної гілки із номером по-
коління NE дають початок дозріваючим еритро-
їдним клітинам, які мігрують із колонії.

Гранулоцитарна гілка утворюється з клітин 
типу G, що мають аналогічний процес розвитку, 
а клітини з номером покоління NG дають початок 
гранулоцитам.

З викладеного випливає, що стохастична мо-
дель, запропонована Тіллем (Till) та ін., є модел-
лю першого етапу кровотворення у стохастичній 
моделі Корна.

Перевірка адекватності запропонованих сто-
хастичних моделей реальним процесам крово-
творення проводилась авторами при порівнянні 
результатів моделювання та експериментальних 
даних спостереження процесів відтворення кро-
вотворення в умовах гемопоетичного стресу, 
тобто після летального опромінення.

Недоліки обох запропонованих стохастичних 
моделей виявляються у спробі їх використання 
для моделювання стабільного процесу кровотво-
рення, коли середнє число всіх типів клітин не 
змінюється у часі.

Із досліджень стохастичних процесів «наро-
дження» і «смерті» відомо [3], що запропонована 
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стохастична модель Tiлля може описувати про-
цес стабільного кровотворення, лише якщо ймо-
вірність самовідновлення стовбурової клітини 
при проліферації PS дорівнюватиме 0,5. За умови 
PS > 0,5, середнє число стовбурових клітин у мо-
делі, що описується процесом «народження» 
і «смерті», експоненціально зростатиме, а при 
PS < 0,5 експоненціально спадатиме зі збільшен-
ням часу функціонування системи кровотворен-
ня. З іншого боку [3], незважаючи на стабільність 
середнього числа стовбурових клітин, значна час-
тина траєкторії процесу «народження» та «смер-
ті» при PS = 0,5, які описують кількість стовбуро-
вих клітин у системі кровотворення, обривається 
в певні моменти часу. Це означає «смерть» усіх 
стовбурових клітин у системі у ці моменти часу 
та припинення функціонування кровотвірної си-
стеми, що не відповідає дійсності. 

Цей недолік стохастичної моделі міг би бути 
усунутий, якби у моделі Tiлля було враховано 
припущення про можливість асиметричного по-
ділу стовбурової клітини, але це припущення 
теоретично не може бути враховано у цій мате-
матичній моделі.

До наведених вище аргументів слід додати, що 
припущення у стохастичній моделі Кoрна сто-
совно втрати можливості самовідновлення клі-
тин гранулоцитарної та еритроїдної гілок крово-
творення при моделюванні процесів відновлення 
кровотворення після летального опромінення не 
може бути прийнятним при моделюванні стабіль-
ного процесу кровотворення з певних причин. 

Припущення, що при стабільному кровотво-
ренні клітини еритроїдної чи гранулоцитарної 
гілок кровотворення не можуть з певною ймовір-
ністю поділитися на дві клітини, ідентичні ма-
теринській, а лише з імовірністю «одиниця» 
діляться на дві клітини наступного, більш дифе-
ренційованого покоління, означає, що при ста-
більному кровотворенні у показниках мієлограми 
клітинного складу кісткового мозку в нормі про-
нормоцитів має бути вдвічі менше від нормоцитів 
базофільних, а нормоцитів базофільних удвічі 
менше від нормоцитів поліхроматофільних, що 
суперечить експериментальним даним [6]. 

Роедер (Roeder I.) зі співавт. запропонували і 
дослідили іншу стохастичну модель організації 
гемопоетичних стовбурових клітин [18–20]. Бу-
ло припущено, що властивості клітин можуть 
змінюватися у певних діапазонах можливих ва-
ріантів. Напрям розвитку клітин і вибір кліти-
ною певної властивості залежить від внутріш-
нього стану клітини і від сигналів з її ростового 
середовища. Так, наприклад, кожна клітина на-
лежить до одного з двох середовищ А чи Р і ха-
рактеризується параметром a, який визначає її 
можливість належати до середовища А. У сере-
довищі Р клітини втрачають можливість нале-

жати середовищу А, а у середовищі А поступово 
її відновлюють. Клітини в середовищі А не про-
ліферують, натомість у середовищі Р проліфе-
рують.

Перехід клітин з одного середовища в інше 
моделюється як стохастичний процес. Інтенсив-
ності відповідного переходу клітин залежать від 
величин параметру а клітин та від числа стовбу-
рових клітин, що перебувають відповідно у се-
редовищах N та Р. Якщо параметр а окремої клі-
тини став нижчим певного рівня, така клітина 
залишає відділ стовбурових клітин і починає 
формування клону диференційованих клітин. 

Слід зазначити, що така стохастична модель 
організації стовбурових клітин не може бути мате-
матично проаналізована. Її властивості можуть бу-
ти визначені лише за допомогою комп’ютерно го 
моделювання, а модельні параметри можуть бути 
підібрані на основі аналізу результатів ком п’ю-
терної імітації описаної стохастичної моделі. 

Запропонована Корном (1973) модель є най-
ближчою до стохастичної моделі функціонування 
кровотвірної системи, що пропонується нами. 

Методика

Основу нашої стохастичної моделі стано-
витиме схема кровотворення, запропонована 
І. Л. Чертковим та ін. (1976, 2002), з урахуван-
ням того, що відділення мегакаріоцитопоезу й 
еритропоезу від СКК відбувається, імовірно, че-
рез стадію біпотентних еритроїдно-тромбоци-
тарних попередників [1, 16, 17, 25].

Враховуючи викладене вище і зауваження до 
раніше розглянутих моделей, пропонується сто-
хастична модель кровотворення, що базується 
на твердженні про те, що кровотворення в орга-
нізмі підтримують СКК, закладені в ембріогене-
зі у m0 джерелах і витрачаються із цих джерел 
послідовно.

Для спрощення моделі обмежимося розгля-
дом кровотворення як процесу утворення лім-
фоцитів, гранулоцитів, моноцитів, тромбоцитів і 
еритроцитів. З кожного джерела, незалежно один 
від одного, через випадкові проміжки часу з по-
казниковим розподілом до кровотвірної системи 
надходять СКК (називатимемо їх клітинами типу 
С1), готові до виконання функцій кровотворення.

Цікаво, що сформульована раніше стохастич-
на модель надходження клітин типу С1 (стов-
бурових кровотвірних клітин, СКК) до крово-
твірної системи еквівалентна, з точки зору мате-
матичного моделювання, схемі підтримування 
самооновлення та диференціювання стовбуро-
вих клітин асиметричним поділом [10], внаслі-
док якого стовбурова клітина дає початок двом 
неоднаковим клітинам: одна займає ту саму ні-
шу, що й батьківська стовбурова клітина, друга 
починає диференціювання. Відповідна стохас-
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тична модель надходження СКК до кровотвірної 
системи має такий вигляд.

Середню тривалість інтервалів, через які 
СКК надходять у систему кровотворення з кож-
ного джерела, позначатимемо через τ0. Одини-
цею виміру τ0 вважатиметься доба. Джерела над-
ходжень СКК до кровотвірної системи будемо 
ототожнювати із клітинами типу С0. Клітину ти-
пу С0 назвемо ембріональною стовбуровою клі-
тиною (ЕСК). Кожна з m0 клітин типу С0, неза-
лежно від інших клітин у кінці свого генерацій-
ного циклу, тривалість якого є випадковою 
величиною з показниковим розподілом, здій-
снює асиметричний поділ на дві клітини. Одна з 
клітин є клітиною типу С0, друга клітина – клі-
тиною типу С1. При цьому середня тривалість 
генераційного циклу клітини типу С0 дорівнює 
τ0. Як далі буде показано, така схема надходжен-
ня клітин типу С1 до кровотвірної системи забез-
печує існування стаціонарного режиму крово-
творення у математичній моделі кровотворення 
без припущення рівності ймовірностей самовід-
новлення та диференціювання у стохастичній 
моделі кровотворення. До речі, така можливість 
асиметричного поділу стовбурової клітини при 
побудові стохастичної моделі кровотворення у 
роботі Корна (1973) не була врахована.

Кожна з клітин типу С1 у кінці свого генера-
ційного циклу, незалежно від інших клітин, з 
імовірністю p самовідновлюється, ділячись на 
дві клітини типу С1, а з імовірністю d = 1 – p ди-
ференціюється, ділячись на дві клітини типу С2, 
які вже зробили перший крок комітування.

Виходячи з того, що далі припускатимемо іс-
нування імовірнісного механізму вибору кліти-
нами-попередниками різних гілок кровотворен-
ня, природно говорити про існування кількох 
стадій диференціювання клітин-попередників. 
Будемо виходити з того, що є r стадій диферен-
ціювання. Завдяки самовідновленню на кожній 
стадії чисельність клітин-попередників зростає, 
а при великій їх кількості ймовірнісний меха-
нізм диференціювання клітин у різні гілки кро-
вотворення забезпечуватиме з певною точністю 
практично детермінований їх розподіл. Тому да-
лі вважатимемо, що кожна клітина типу Сi, 
i = 2, 3, ..., r – 1 у кінці свого генераційного 
циклу, незалежно від інших клітин, з імовірніс-
тю р самовідновлюється, ділячись на дві клітини 
того ж типу Сi, а з ймовірністю d = 1 – p дифе-
ренціюється, ділячись на дві клітини типу Сi + 1 
(див. рис. 1). 

Також припускатимемо, що подія диференці-
ювання клітини і подія вибору клітиною певної 
гілки кровотворення при диференціюванні є сто-
хастично незалежними подіями, тому, за визна-
ченням, ймовірність одночасного здійснення по-
дій диференціювання і вибору певної гілки кро-

вотворення дорівнює добутку ймовірностей 
відповідних подій [4].

Виходячи з цього, клітина типу Сr, незалежно 
від інших клітин, у кінці свого генераційного ци-
клу з ймовірністю p самовідновлюється, діля-
чись на дві клітини типу Сr, і з імовірністю 
d = 1 – p диференціюється, ділячись на дві кліти-
ни, вибираючи лімфоїдну гілку кровотворення з 
імовірністю α або з імовірністю 1 – α, вибираю-
чи мієлоїдну гілку кровотворення. Тобто, кліти-
на типу Сr з імовірністю d(1 – α) ділиться на дві 
клітини типу N (клітина типу N є клітиною-
попередником мієлопоезу) або з імовірністю dα 
ділиться на дві клітини типу L1 (клітина типу L1 
є клітиною-попередником лімфопоезу).

Таким чином, у нашій схемі кровотворення 
клітини типу Сr є клітинами-попередниками ге-
мопоезу.

Надалі для спрощення моделі вважатимемо, 
що тривалість генераційного циклу усіх типів 
клітин, які розглядаються, є випадковою величи-
ною з показниковим розподілом. Також вважати-
мемо, що середня тривалість генераційних 
циклів усіх типів клітин, які розглядатимуться у 
схемі, є однаковою і дорівнює τ1. Одиницею ви-
мірювання τ1 є доба. Відхилення від цього при-
пущення зазначатимемо окремо. 

Вважатимемо, що стохастична модель функ-
ціонування мієлоїдної гілки кровотворення має 
такий вигляд (див. рис. 1).

Стохастична модель еритропоезу така: кожна 
клітина типу Ei, де i = 1, 2, .., m – 1 у кінці свого 
генераційного циклу, незалежно від інших клі-
тин, з імовірністю p самовідновлюється, діля-
чись на дві клітини типу Ei, а з імовірністю 
d = 1 – p диференціюється, ділячись на дві кліти-
ни типу Ei + 1. Клітини типу 

4mE , які за нашою 
моделлю є еритроцитами, живуть випадковий 
період часу з показниковим розподілом, середня 
тривалість якого дорівнює τE = 120 діб. 

Зазначимо, що припущення у схемі кровотво-
рення про рівність середніх тривалостей генера-
ційних циклів кровотвірних клітин є не принци-
повим і прийняте для спрощення стохастичної 
моделі функціонування кровотвірної системи.

Принциповими у запропонованій моделі ста-
ціонарного кровотворення є припущення про 
незмінність у часі середніх тривалостей генера-
ційних циклів усіх типів клітин, ймовірностей 
диференціювання d і самовідновлення p = 1 – d, 
а також ймовірностей α, β, γ, δ вибору клітинами 
гілок кровотворення при диференціюванні. Такі 
припущення визначають модель кровотворення 
на тих проміжках часу функціонування системи 
кровотворення, на яких регуляторні механізми 
забезпечують незмінність згаданих параметрів. 
Припущення про рівність ймовірностей само-
відновлення p і диференціювання клітин d = 1 – p 
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Рис. 1. Стохастична модель функціонування системи кровотворення: m0 – число ембріональних стовбурових клітин 
(ЕСК), що беруть участь у системі кровотворення; τ0 – середня тривалість генераційного циклу ЕСК; τL – середня 
тривалість життя лімфоцита; τG – середня тривалість життя гранулоцита; τM – середня тривалість життя моноцита; 
τT – середня тривалість життя тромбоцита; τE – середня тривалість життя еритроцита; τ1 – середня тривалість життя 
усіх проміжних типів клітин; p – ймовірність самовідновлення клітини; d = 1 – p – ймовірність диференціювання 
клітини; α – ймовірність вибору клітиною лімфоїдної гілки кровотворення; 1 – α – ймовірність вибору клітиною міє-
лоїдної гілки кровотворення; β – ймовірність вибору клітиною гранулоцитарно-моноцитарної гілки кровотворення; 
1 – β – ймовірність вибору клітиною еритроїдно-мегакаріоцитарної гілки кровотворення; γ – ймовірність вибору 
клітиною мегакаріоцитарної гілки кровотворення; 1 – γ – ймовірність вибору клітиною еритроїдної гілки кровотво-
рення; b – середня чисельність тромбоцитів, що утворюються з одного мегакаріоцита; δ – ймовірність вибору кліти-
ною моноцитарної гілки кровотворення; 1 – δ – ймовірність вибору клітиною гранулоцитарної гілки кровотворення; 
αd – ймовірність диференціювання клітин-попередників кровотворення з вибором лімфоїдної гілки кровотворення; 
(1 – α)d – ймовірність диференціювання клітин-попередників кровотворення з вибором мієлоїдної гілки кровотво-
рення; βd – ймовірність диференціювання клітин-попередників мієлопоезу з вибором гранулоцитарно-моноцитарної 
гілки кровотворення; (1 – β)d – ймовірність диференціювання клітин-попередників мієлопоезу з вибором еритроїдно-
мегакаріоцитраної гілки кровотворення; γd – ймовірність диференціювання клітин-попередників еритроїдно-
мегакаріоцитарної гілки кровотворення з вибором мегакаріоцитарної гілки кровотворення; (1 – γ)d – ймовірність 
диференціювання клітин-попередників еритроїдно-мегакаріоцитарної гілки кровотворення з вибором еритроїдної 
гілки кровотворення; δd – ймовірність диференціювання клітин-попередників гранулоцитарно-моноцитарної гілки 
кровотворення з вибором моноцитарної гілки кровотворення; (1 – δ)d – ймовірність диференціювання клітин-
попередників гранулоцитарної-моноцитарної гілки кровотворення з вибором гранулоцитарної гілки кровотворення.

на всіх стадіях є теж певним спрощенням моделі 
кровотворення, а їх значення можна розглядати 
як усереднені за усіма рівнями системи крово-
творення значень реальних величин ймовірнос-
тей самовідтворення і диференціювання.

Результати та їх обговорення
1. Система кровотворення у світлі теорії 

гіллястих процесів

Загальний вигляд запропонованої нами сто-
хастичної моделі функціонування системи кро-
вотворення наведено на рис. 1. 

Зауважимо, що у нашій стохастичній моделі 
кровотворення імовірнісні механізми вибору 
нап рямку диференціювання та величини імовір-
ностей виходу клітин з відділу стовбурових клі-
тин певною мірою відповідають механізмам са-
моорганізації відділу стовбурових клітин, його 
якісного та кількісного складу в стохастичних 
моделях організації стовбурових клітин, які за-
пропонували І. Роедер зі співавт. [18–20].

Випадковий процес, що визначає у кожний 
момент часу кількість клітин усіх типів, які са-
мопідтримуються і диференціюються за описа-
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ною вище стохастичною моделлю функціону-
вання системи кровотворення, є випадковим 
марківським гіллястим процесом [3] із r + m1 + 
+ m2 + m3 + m4 + m5 + 4 типами клітин, тобто цей 
процес описує чисельність усіх гілок гемопоезу: 
стовбурових клітин (клітин типів C1, C2, ..., Cr), 
мультипотентних клітин (клітин типу N), біпо-
тентних клітин (клітин типів GE і ET) та клітин 
гранулоцитарної (клітин типів 

1
,...,, 21 mGGG ), мо-

ноцитарної (клітин типів 
2

,...,, 21 mMMM ), тром-
боцитарної (клітин типів 

3
,...,, 21 mTTT ), еритроїд-

ної (клітин типів 
4

,...,, 21 mEEE ) та лімфоїдної 
(клітин типів 

5
,...,, 21 mLLL ) гілок кровотворення 

(див. рис. 1).
Користуючись теорією випадкових марків-

ських гіллястих процесів зі скінченним числом 
типів клітин [3] при аналізі випадкового проце-
су, що описує запропоновану стохастичну мо-
дель функціонування системи кровотворення, 
доходимо висновку, що стаціонарний (стабіль-
ний) режим кровотворення, який характеризу-
ється незмінністю у часі середньої чисельності 
клітин усіх типів, можливий при сформульова-
них вище припущеннях за умови, коли ймовір-
ність диференціювання клітини більша за ймо-
вірність її самовідновлення, тобто коли викону-
ється умова

d > p, d + p = 1.                          (1)

У випадку, коли не виконується умова (1) і 
p = d = 1/2 середня чисельність клітин кожного 
типу з часом зростає зі степеневою швидкістю, а 
при p > d середня чисельність кожного типу клі-
тин зростає із показниковою швидкістю і ця 
швидкість буде максимальною при p = 1, d = 0. 
Такі режими функціонування кровотвірної сис-
теми можуть реалізовуватися при відновленні її 
нормальної роботи після опромінювання орга-
нізму з наступним переходом до стаціонарного 
(стабільного) режиму.

Запровадимо такі позначення: MCi, i = 1, 2, ..., r – 
середнє число клітин типу Ci, MN – середнє чис-
ло клітин типу N, MTE – середнє число клітин 
типу TE, MLi – середнє число клітин типу Li, 
i = 1, 2, ..., m5, MGM – середнє число клітин типу 
GM, MGi – середнє число клітин типу Gi, 
i = 1, 2, ..., m1, MMi – середнє число клітин типу 
Mi, i = 1, 2, ..., m2, MTi – середнє число клітин 
типу Ti, i = 1, 2, ..., m3, MEi – середнє число клітин 
типу Ei, i = 1, 2, ..., m4.

При виконанні умови (1) на основі розвину-
тої теорії гіллястих випадкових процесів [3] от-
римаємо співвідношення між середніми числа-
ми клітин найближчих типів і відповідні форму-
ли для їх обчислення через модельні параметри 
стохастичної моделі системи кровотворення.

Спочатку, відповідно до описаної вище сто-
хастичної моделі функціонування системи кро-

вотворення, виписується система диференцій-
них рівнянь для середніх чисел кожного типу 
клітин у системі кровотворення. Із отриманої 
системи диференційних рівнянь за умови рівно-
сті нулеві похідних від середнього числа кожно-
го типу клітин отримуємо систему алгебраїчних 
рівнянь для середнього числа кожного з типів 
клітин при стаціонарному режимі кровотворен-
ня, коли d > p. Отримані рівняння визначають 
кількісні залежності між середніми чисельнос-
тями клітин найближчих типів. Розв’язуючи 
отриману систему алгебраїчних рівнянь, отри-
муємо формули для обчислення середнього чис-
ла клітин усіх типів через модельні параметри 
стохастичної моделі системи кровотворення.

Зупинимось на формулах для середніх вели-
чин, що описують еритроїдну гілку кровотво-
рення. Для середнього числа клітин-попередни-
ків кровотворення MCi, i = 1, 2,…r, отримаємо 
такі формули:

01
1

0

m
MC

d p
τ

=
τ −

,                      (1)

MCi = 2d
d p−

 MCi-1 = 01

0

m
d p

τ
τ −

1
2

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

i

pd
d ,  

i = 2, 3, …,r.                            (2)

Середнє число клітин-попередників мієлопо-
езу MN обчислюється такою формулою: 

MN = (1 – α) 2d
d p−

MCr = (1 – α) 01

0

2
r

m d
d p d p

⎛ ⎞τ
⎜ ⎟τ − −⎝ ⎠

. (3)

Середнє число клітин-попередників еритро-
цитів і тромбоцитів MTE обчислюється за фор-
мулою:

MТЕ = (1 – β) 2d
d p−

 MN = 

= (1 – α) (1 – β) 
1

01

0

2
r

m d
d p d p

+
⎛ ⎞τ
⎜ ⎟τ − −⎝ ⎠

.       (4)

Середнє число клітин еритропоезу MEi, 
i = 1, 2…m, визначимо з таких формул:

MЕ1 = (1 – γ)
2d

d p−
MTE =

= (1 – α)(1 – β)(1 – γ)
2

01

0

2
r

m d
d p d p

+
⎛ ⎞τ
⎜ ⎟τ − −⎝ ⎠

,     (5)

MЕi = 2d
d p−

MЕi–1 = (1 – α)(1 – β)(1 – γ) ×

× 
1

01

0

2
r i

m d
d p d p

+ +
⎛ ⎞τ
⎜ ⎟τ − −⎝ ⎠

, i = 2,…, m4 – 1,       (6)
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4 4 1
1

2 N
m m

d
ME ME −

τ
= =

τ

= (1 – α)(1 – β)(1 – γ)
4 1

0
0

2
r m

E dm
d p

+ +
⎛ ⎞τ
⎜ ⎟τ −⎝ ⎠

.     (7)

Формули (2)–(8) ілюструють кількісні вза-
ємозв’язки різних гілок кровотворення та їхніх 
стадій диференціювання. Кількісні показники 
еритроїдної гілки кровотворення виражені через 
параметри стохастичної моделі кровотворення, 
які мають конкретне біологічне трактування. 
Формули для середніх величин інших гілок кро-
вотворення отримуються аналогічно.

2. Аналіз еритроїдної гілки 
кровотворення в межах понять запропонованої 

стохастичної моделі

Система еритрону має велике значення для 
системи кровотворення. Вона характерна най-
більшим проліферативним потенціалом. Стадії 
розвитку клітин, їх проліферації і диференцію-
вання описані достатньо детально [13, 17].

Теоретично процес еритропоезу визначаєть-
ся ймовірністю вибору гілок кровотворення, се-
редньою тривалістю життя еритроцитів (τ0) та 
співвідношенням між імовірністю самовіднов-
лення та диференціювання клітин p і d, що ви-
пливає із формул (3), (5)–(8). На середню кіль-
кість клітин різних гілок периферійної крові і 
клітин проміжних стадій найсуттєвіше вплива-
ють співвідношення ймовірностей самопідтри-
мання і диференціювання.

Експериментальні дані дають можливість 
приблизно визначити параметри d, p та m4 + r 
стохастичної моделі кровотворення при стабіль-
ному режимі кровотворення (в нормі). Як відо-
мо, у кістковому мозку при кровотворенні у нор-
мі базофільні еритробласти типу 24−mE  станов-
лять приблизно 25 % від поліхроматофільних 
еритробластів типу 14−mE  [6]. Враховуючи це, із 
формули (7) отримаємо, що

4

4

2

1

1
2 4

m

m

ME d p
ME d

−

−

−
= = .                    (8)

Із співвідношення (9) випливає, що p = 1/3, 
d = 2/3. Тому формулу (8) можна записати так:

4mME
 
= (1 – α)(1 – β)(1 – γ) 4 1

0
0

4r mE m + +τ
τ

.   (9)

Виходячи з того, що кровотворення було ви-
явлено у 206 кістках дорослої людини [2], можна 
припустити, що число ЕСК в організмі людини 
не менше ніж 200, тому для визначеності вважа-
тимемо, що m0 = 200.

Будемо вважати, що тривалість генераційно-
го циклу ЕСК τ0 = 1 (доба), а τE = 120 (діб). 
Оскільки в організмі дорослої людини в серед-
ньому нараховується 25∙1012 еритроцитів, тоді, 
враховуючи наведені вище припущення, з фор-
мули (10) отримаємо таку приблизну рівність:

(1 – α)(1 – β)(1 – γ)200∙120∙ 4 14r m+ + ≈ 25∙1012.   (10)

Виходячи з пріоритетності еритроїдної гілки 
кровотворення, припускаємо, що імовірність ви-
бору попередників еритропоезу на порядок ви-
ща, ніж імовірність вибору інших гілок. Тому 
будемо вважати, що імовірності α, β, γ дорівню-
ють 0,1. Тоді з формули (11) випливає така рів-
ність:

4 1 2 2 24 2r m m r+ + + += ≈ 109 ≈ 230.

З останнього співвідношення зрозуміло, що 
r + m4 + 1 = 15. Це означає, що у межах зробле-
них припущень число стадій процесу кровотво-
рення у нашій моделі дорівнює r + m4 + 2 = 16.

Зазначимо, що отримане число стадій проце-
су кровотворення майже збігається із загальною 
кількістю поколінь еритроїдного відгалуження 
до настання зрілості і міграції з колоній та із за-
гальною кількістю поколінь гранулоцитарного 
відгалуження до настання зрілості і міграції з 
колонії, отриманих Корном та ін.

Аналіз стохастичної моделі функціонування 
еритроїдної гілки кровотворення в нормі із ви-
значеними параметрами дає підстави стверджу-
вати, що двадцяте покоління першого нащадка 
ЕСК у середньому є клітиною типу 

4mE  (еритро-
цитом).

Принагідно зазначимо, що Д. Вільямс (D. Wil-
liams) (1993) дає широкий огляд досліджень, у 
яких вивчається роль гемопоетичного оточення 
у самовідновленні, проліферації та диференцію-
ванні стовбурових клітин і плюрипотентних ге-
мопоетичних попередників [26]. За термінологі-
єю запропонованої стохастичної моделі функці-
онування системи кровотворення, можна сказати, 
що Вільямс аналізує дослідження, у яких вивча-
ється вплив гемопоетичного мікрооточення, 
факторів росту на ймовірності самопідтримання 
p та диференціювання q = 1 – p клітин типу Ci, 
i = 1, 2…r; типу N і типів TE й GM.

Із формул (6)–(8) випливає, що у випадку 
певного запиту збільшення ймовірності самовід-
новлення та середньої тривалості життя клітин 
відповідної гілки кровотворення забезпечує пе-
рехід системи кровотворення в інший режим 
кровотворення, де забезпечується збільшення 
продукції клітин зазначеного типу.

Із формул (6)–(8) також випливає, що при 
стабільному кровотворенні у кровотвірній сис-
темі у кожний момент часу наявні численні кро-
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вотвірні попередники, які не вичерпали свій 
проліферативний потенціал і здатні до негайної 
та інтенсивної реакції на відповідний запит.

3. Тлумачення явища неефективного 
гемопоезу з позиції стохастичної моделі

Користуючись моделлю, можна зробити ана-
ліз явищ, які відбуваються у процесі кровотво-
рення. Наприклад, запропонована нами стохас-
тична модель процесу кровотворення дає змогу 
сформулювати гіпотезу щодо явища «неефек-
тивного гемопоезу».

У кровотвірній системі поширене явище за-
гибелі до досягнення стадії остаточної зрілості 
клітин різних гілок кровотворення. Таке явище 
трактується як загибель надлишкової продукції 
системи кровотворення і назване «неефектив-
ним гемопоезом».

З позиції запропонованої стохастичної моде-
лі функціонування системи кровотворення мож-
на припустити, що «неефективний гемопоез» – 
процес передчасної загибелі клітин різних гілок 
кровотворення, що не досягли стадії остаточної 
зрілості через втрату ними (за принципом Хейф-
ліка [11]) проліферативного потенціалу у зв’яз ку 
з його виснаженням.

Відповідно до запропонованої стохастичної 
моделі функціонування системи кровотворення, 
явище «неефективного гемопоезу» спостеріга-
тиметься переважно за умов стабільного режиму 
кровотворення у тій гілці кровотворення, у якій 
зросла ймовірність самовідновлення клітин p. 
Наприклад, при збільшенні імовірності самовід-
новлення клітин і відповідному зменшенні ймо-
вірності диференціювання в еритроїдній гілці 
кровотворення кожна клітина типу 

4 2mE −  імовір-
ніше поділиться на дві клітини типу 

4 2mE − , які не 
наблизились до стадії дозрівання, причому їхній 
проліферативний потенціал зменшиться на оди-
ницю. За таких умов зросте частота випадків, 
коли клітини типу 

4 2mE −  характеризуватимуться 
нульовим проліферативним потенціалом.

За формулами (6)–(8), при збільшенні ймо-
вірності самовідновлення клітин зростає серед-
ня чисельність еритроїдної гілки кровотворення. 
Разом з тим у науковій літературі зауважується 

[2], що при розширенні еритроїдного відгалу-
ження кровотворення у кістковому мозку у пе-
риферичній крові можна з упевненістю конста-
тувати виражений «неефективний еритропоез». 
Отже, отримані за допомогою запропонованої 
стохастичної моделі функціонування системи 
кровотворення висновки щодо збільшення час-
тоти спостереження неефективного еритропоезу 
з одночасним розширенням еритроїдної гілки 
кровотворення мають експериментальне під-
твердження. Виходячи з викладеного, можна 
припустити, що явище «неефективного гемопо-
езу» слід розглядати швидше як плату за стохас-
тичність системи кровотворення.

Нами запропоновано математичну модель 
функціонування кровотвірної системи, яка базу-
ється на сучасних позиціях клітинних основ 
кровотворення та на відповідній стохастичній 
моделі гемопоезу. Запропонована стохастична 
модель та її математична інтерпретація стала 
черговим кроком до створення детальної та ре-
альної схеми і моделі кровотворення. Вона ілю-
струє закономірності співвідношення процесів 
проліферації і диференціювання на кожному 
етапі кровотворення і може стати підґрунтям для 
прогнозування змін щодо кількості клітин при 
стаціонарному режимі та при певних впливах на 
систему гемопоезу.

Дослідження такої моделі сприятиме глиб-
шому розумінню процесів проліферації та дифе-
ренціювання у кровотвірній тканині і тих про-
грам, що забезпечують збалансовану проліфера-
цію та диференціювання кровотвірних клітин 
при стабільному стані та під час регенерації піс-
ля збурюючих впливів. 

Описана математична модель деталізує уяв-
лення про роботу системи крові та може ініцію-
вати нові напрями досліджень в експеримен-
тальній гематології.

Дослідження підтримане грантом 25.5/109 
«Розробка методу культурального аналізу та 
контролю якості трансплантаційного матеріа-
лу в онкогематології» (Державний фонд фунда-
ментальних досліджень).
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R. V. Boyko, N. M. Bilko, D. I. Bilko

MATHEMATICAL MODEL 
OF THE HEMOPOIETIC SYSTEM FUNCTION

Abstract: Current research investigated a novel mathematical model of the hemopoietic system 
function that is based on the modern understanding of the cell-based hemopoiesis and respective 
stochastic mathematical model. Suggested model is another step towards determination of the 
true and detailed scheme and model of hemopoiesis. 
Current model will improve understanding of the proliferation and differentiation processes in the 
hemopoietic tissue and regulatory mechanisms that sustain balanced proliferation and differen-
tiation of the hemopoietic cells in the steady-state and during regeneration. Suggested mathemat-
ical model can detalize understanding about hemopoietic system function and can initiate new 
trends in modern experimental hematology.

Keywords: hematopoiesis, mathematical models, stem cell.
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