
Вступ

Навантаження цивільних та промислових 
споруд змінюють напружено-деформівний стан 
ґрунтового пористого середовища. Якщо ґрунт є 
насиченим якоюсь рідиною, то відповідні напру-
ження спричиняють появу надлишкових тисків у 
поровій рідині ґрунту, що негативно впливають 
як на самі ґрунтові основи, так і на зведені спо-
руди. Сам процес розсіювання надлишкових 
напорів у ґрунті призводить до зближення части-
нок ґрунту і, як наслідок, до ущільнення ґрунто-
вої основи під впливом прикладеного наванта-
ження. У науковій літературі цей процес відомий 
як фільтраційна консолідація повністю насиче-
ного ґрунту. Такі процеси математично досить 
вичерпно описано у праці [7, с. 299–326]. Крім 
того, у дослідженнях [2; 4, с. 11–73] класичні ма-
тематичні моделі фільтраційної консолідації до-
повнено та вдосконалено завдяки урахуванню 
впливу тепло-солепереносу. 

Однак у цих працях як порова рідина розгля-
дався однокомпонентний сольовий розчин. На-
справді ж, у природних умовах, поровий розчин 
є багатокомпонентним. Прикладом може бути 
загіпсований ґрунт, у пори якого починає надхо-
дити інший сольовий розчин через, наприклад, 
аварії на хімічному підприємстві або як резуль-
тат неконтрольованого витоку. Загіпсовані ґрун-
ти досить часто використовуються як основа для 
будівництва. Моделювання поведінки таких 
ґрунтів має свої особливості. Основна – це необ-
хідність урахування розчинення гіпсу (хімічної 
суфозії) під час будівництва та експлуатації спо-
руд на цих ґрунтах [11].

Мета і наукова новизна цієї статті полягає у 
побудові математичної моделі консолідації за-
гіпсованих ґрунтів з урахуванням залежності 

концентрації граничного насичення гіпсу від 
концентрації сольового розчину й температури, 
а також чисельне розв’язання відповідної крайо-
вої задачі. Елементи таких досліджень наведено 
у працях [9; 10]. Також з окресленого напряму 
досліджень потрібно виокремити розвідку [1].

Математична модель процесу 
фільтраційної консолідації

Математична модель одновимірної задачі 
консолідації загіпсованого ґрунту товщиною l, 
який під впливом миттєво прикладеного незмін-
ного у часі зовнішнього навантаження (наприк-
лад, фундамент цеху певного хімічного вироб-
ництва, з якого у ґрунт надходить концентрова-
ний розчин кам’яної солі), зважаючи на праці 
[4; 5], може бути описана наступною крайовою 
задачею: 
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(6)

(7)

(8)

де x  (0; l),  t  (0; t0]; H0(x), C0(x), NC
(0)(x), S0(x), 

NS
(0)(x), T0(x), H1(t), H2(t), C1(t), C2(t), S1(t), S2(t), 

T1(t), T2(t) – задані функції. Тут використано на-
ступні позначення: e – коефіцієнт пористості; γ – 
питома вага сольового розчину; а – коефіцієнт 
стисливості ґрунту; K(c, s, NC, NS, T) – коефіцієнт 
фільтрації, що залежить від концентрації гіпсу, 
солі й температури; υC, υS, υT – коефіцієнти хіміч-
ного і термічного осмосів; NC, NS– концентрація 
гіпсу та солі у твердій фазі; ρC, ρS– густина гіпсу 
та солі в твердій фазі; n – пористість ґрунту; DC, 
DS – коефіцієнти дифузії; γC, γS – коефіцієнти 
швидкості масообміну; α, β – показники степе-
нів, які визначаються експериментальним шля-
хом і залежать від характеру засоленості породи 
[3]; DT

(c), DT
(s) – коефіцієнти термічної дифузії; 

Cmax, Smax– концентрації граничного насичення; λ 
– коефіцієнт теплопровідності вологого ґрунту; 
ρ – густина порового сольового розчину; Cρ – пи-
тома теплоємність порового сольового розчину; 
CT – об’ємна темлоємніть ґрунту; u – швидкість 
фільтрації; v – швидкість руху твердих частинок 
ґрунту.

Під час консолідації тверді частинки ґрунту 
зближаються. Як наслідок, верхня межа ґрунту 
просідає і область консолідації змінюється з ча-
сом. Тому крайова задача (1)–(8) має бути допо-
внена кінематичною граничною умовою на ру-
хомій верхній межі. Цю умову виведемо у три-
вимірному випадку, припустивши, що ґрунт 
може просідати лише завдяки вертикальним змі-
щенням. Нехай верхню межу ґрунту описано 
рівнянням x = l(y, z, t), де x – вертикальна коорди-
ната. Якщо зафіксувати деяку точку X = (x, y, z), 
то за нашими припущеннями під час консоліда-
ції з часом змінюватиметься лише її координата 
x. Тому для скорочення запису рівняння верхньої 
межі ґрунту записуватимемо у формі x = l(t). Не-
хай у момент часу t висота ґрунту становила l(t), 
а в момент часу (t + Δt) висота ґрунту стала 
l(t + Δt). Тоді Δl = l(t + Δt) – l(t) (рис. 1).

Виділимо в ґрунті елементарний паралелепі-
пед зі сторонами dxi, dyi, dzi. Просідання можли-
ве лише через зміни об’єму пор. Припустимо, 
що за час Δt виділений фрагмент просів до вели-
чини dx'i (у вертикальному напрямку). Тоді вели-

чина просідань Δli = dxi – dx'i . Нехай таких виді-

лених фрагментів є k. Тоді .

Рис. 1. Просідання верхньої межі ґрунту

У наших припущеннях відносна об’ємна 
деформація ґрунту εi визначається як 

. Звідси .

Тверді частинки у виділеному фрагменті 
ґрунту є двох типів: 1) тверді частинки самого 
ґрунту; 2) кристалики солей (або гіпсу). Об’єм 
твердих частинок у виділеному фрагменті ґрун-
ту до і після деформації залишається незмінним, 
а об’єм кристаликів солей змінюється через про-
цеси масообміну. Нехай V (g) – об’єм твердих час-
тинок ґрунту у виділеному фрагменті; V (c), V (s) – 
об’єми твердих гіпсових і сольових частинок 
відповідно до виділеного фрагменту; V (tv) – об’єм 
усіх твердих частинок, V (tv) = V (g) + V (s) + V (c); 
V (n) – об’єм пор у виділеному фрагменті.

Враховуючи, що об’єм твердих частинок у 
виділеному фрагменті Vi середовища залишаєть-
ся незмінним, отримаємо

Перейшовши до границі за Δt → 0, k → +∞, 
отримаємо кінематичну граничну умову на ру-
хомій межі
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Враховуючи принцип гідроємності Герсева-
нова [7, с. 309], основну розрахункову модель 
Флоріна [7, с. 316], миттєвість прикладених на-
вантажень та найпростішу компресійну залеж-
ність bae  , із наведеної умови отримаємо 

(9)

Тут θ – сума головних напружень в скелеті 
ґрунту.

Чисельне розв’язання крайової задачі

Чисельне розв’язання крайової задачі (1)–(9) 
здійснене методом радіальних базисних функцій 
[5, с. 37–60]. Нехай у початковий момент часу 
верхня межа області збігається з початком коор-
динат. Покриємо замикання  l,0  області 
Ω = (0, l) вузловими точками mjx j ,1,  . На-
ближені значення невідомих функцій крайової 
задачі (1)–(9) шукаємо у

(10)

де 
TNSNCh SC
 ,,,,,  – параметри форми; 

  ,jj r  – радіальні базисні функції; hj(t), cj(t), 
sj(t), NCj(t), NSj(t), Tj(t) – невідомі коефіцієнти, які 
залежать від часу;   .,1,2 mjxxr jj   

Покриємо замикання  l;0  коллокацій-
ними точками .,1, Miyi   Причому y1 = 0, yM = l, 
M ≥ m. Також введемо позначення  

,,1 mj   Mi ,1 .
Підставляючи (10) в рівняння (1)–(6), почат-

кові умови (7) та граничні умови (8), використо-
вуючи метод коллокації в точці, отримаємо за-
дачу Коші для системи диференціальних рів-
нянь відносно векторів невідомих  

 

  (11)

 

(12)

де  

 

  

 
 

 

Елементи матриці задачі Коші (11)–(17) виз-
начаються однотипно, але досить громіздко. Так, 
для рівняння теплопровідності (5) маємо

Для знаходження чисельного розв’язку задачі 
Коші (11)–(17) дискретизуємо часовий відрізок 
рівномірно з кроком τ. Для дискретизації рівнянь 
(11), (12), (14), (16) за часом використано повніс-
тю неявну лінеаризовану різницеву схему [5, 
с. 173; 12, с. 273]. Оскільки рівняння (13) та (15) 
є нелінійними, то для їх лінеаризації використа-
но метод Ньютона [12, с. 262].

Отриману після дискретизації за часом сис-
тему лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР) 
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розв’язано модифікованим методом Гауса, але 
перед цим попередньо використано метод най-
менших квадратів [13, с. 228]. 

Для перерахунку координат вузлових і колло-
каційних точок використано кінематичну гра-
ничну умову (9).

Результати чисельних експериментів

Розглянемо одновимірну задачу фільтрацій-
ної консолідації шару загіпсованого ґрунту тов-
щиною l = 25 м з такими вхідними даними:

Коефіцієнт фільтрації чистої води покладав-
ся рівним Kh = 0,001 м/доба. Для апроксимації 

залежності     mC
N

h eTSkTNSK


 ,,, 0  [6] вико-
ристано метод РБФ, де для наближення залеж-
ності k0(S, T) екстремальні дані взято із моногра-
фії [5, с. 176]. Для апроксимації залежності 
Cm(S, T) (рис. 2) використовувся метод РБФ з 
експериментальними даними за [8, с. 50]. Загіп-
сованість ґрунту становить mg = 20 %, а густина 
ґрунту ρg = 2000 кг/м3. Кількість вузлових точок 
покладалася рівною 100, а коллокаційних – 120. 
Крок за часом τ = 120 діб. Кількість часових про-
міжків 6. Параметри форми для невідомих функ-
цій становили: εН = 1,2; εС = 1,1; εS = 1,1; εNC

 = 0,9; 
εNS

 = 0,7; εT = 0,3.

Як видно із графіків, концентрація гіпсу в 
твердій фазі з часом зменшується (рис. 4), а в 
рідкій – збільшується (рис. 3). До того ж такі змі-
ни є несиметричні й неоднорідні по ділянці (хо-
ча початкові розподіли гіпсу однаковими в усіх 
точках ділянки). Це пояснено впливом концен-
трації сольового розчину, температурою і залеж-
ністю Cmax = Cmax(S, T) (рис. 2). 

Рис. 2. Залежність концентрації граничного насичення гіпсу

Рис. 3. Розподіл концентрації гіпсу в рідкій фазі

У табл. 1 бачимо, що урахування залежності 
концентрації граничного насичення гіпсу при-

Таблиця 1. Величина просідань верхньої межі ґрунту при  t = 720 діб

Параметри
Величина просідань

загіпсованого ґрунту при 
Cmax = Cmax(S, T)

Величина просідань 
загіпсованого ґрунту при 

Cmax = const

Збільшення просідань при 
Cmax = Cmax(S, T) порівняно з 

Cmax = const

a = 5·10-7 м2/Н, 
q = 105 кг/м2доба2. 51,8 см 49,8 см 4,1 %

a = 1·10-7 м2/Н, 
q = 105 кг/м2доба. 12,3 см 11,3 см 8,8 %

a = 5·10-7 м2/Н,
 q = 0 кг/м2доба2. 2,6 см 1,9 см 36,9 %

a = 1·10-7 м2/Н,
 q = 0 кг/м2доба2. 1,8 см 0,9 см 100 %
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зводить до збільшення величини просідання 
верхньої межі масиву ґрунту. Це можна поясни-
ти тим, що гіпс розчиняється швидше, якщо 
збільшенні концентрації солі в поровій рідині та 
зростанні температури. Однак на цей процес 
значний вплив має значення коефіцієнта стисли-
вості ґрунту. Для порівняння можна проаналізу-
вати останній стовпець, в якому наведено збіль-
шення просідання у відсотках.

Також корисні чисельні експерименти з ви-
значення просідання верхньої межі масиву ґрун-
ту, якщо немає початкових надлишкових напо-
рів. Просідання внаслідок розчинення гіпсу (хі-
мічної суфозії) та урахування залежності 
Cm = Cm(S, T) за a = 5·10-7 м2/Н збільшується від 
1,9 см до 2,6 см (на 36,9 %), а за умов 
a = 1·10-7 м2/Н, q = 105 кг/м2доба на 100 %. Отже, 
урахування дії не чистої води, а сольового роз-
чину може значно змінити прогнозні розрахунки 

просідання будівель на загіпсованих ґрунтах. 
Окрім того, урахування залежності Cm = Cm(S, T) 
значно впливає і на розподіл надлишкових напо-
рів у загіпсованому ґрунті – напори розсіюються 
повільніше (рис. 5).

Висновки
Досліджено вплив розчинення гіпсу залежно 

від концентрації сольового розчину, що надхо-
дить в ґрунт, і температури на розподіл надлиш-
кових напорів та на просідання масиву загіпсо-
ваного ґрунту. Здійснюючи й аналізуючи чисель-
ні експерименти, виявлено, що неізотермічні 
умови та надходження в загіпсований грунт ін-
шого хімічного розчину може значно змінити 
прогнозні розрахунки просідання ґрунту і розпо-
діл надлишкових напорів у ньому. Подальші на-
ші дослідження стосуватимуться дво- та триви-
мірної задач.

Рис. 4. Розподіл концентрації гіпсу в твердій фазі Рис. 5. Різниця розподілів надлишкових напорів при 
Cmax = Cmax(S, T) та Cmax = const, а = 5 · 10–7 м2/Н.
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MATHEMATICAL MODELING OF SOIL CONSOLIDATION TAKING INTO 
ACCOUNT MULTICOMPONENT CHEMICAL SOLUTION IN NON-

ISOTHERMAL CONDITIONS IN ONE-DIMENSIONAL CASE 

The one-dimensional mathematical model of fi ltration consolidation problem of the plastered soil has 
been built taking into account salt solution and unisothermal conditions. The numerical solutions of 
corresponding boundary-value problem have been found by the method of radial base functions. A kinematics 
boundary condition on the movable bound of array of soil is shown out. The series of numerical experiments 
and their analysis have been carried out.

Keywords: fi ltration consolidation, plastered soil, chemical suffosion, subsidence.
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MEASUREMENT-COMPUTER SYSTEM BASED 
ON AIRBORNE HYPERSPECTROMETER

This paper focuses on a new methodology and a measurement-computer system for detection of bio-
logical and chemical agents including various toxins and viruses. A new methods and algorithms are pre-
sented, which are feasible for cooperative execution of complex tasks by multiple autonomous unmanned 
vehicles (both aerial (UAV) and ground (UGV)) during intricate missions. A nonlinear dynamic system with 
many attractors in phase space for the classifi cation of spectral data is considered. A signal processing of 
spectral data for remote detection of chemical and biological agents is presented. A novel concept of a 
compact integrated spectrometer for environmental monitoring of chemical and biological agents as well 
as for remote monitoring of vegetation is discussed.

Keywords: measurement-computer system, chemical and biological agents, dynamic model, pattern 
recognition, autonomous unmanned vehicle.
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1 Introduction

The ecological interest is in response to a prolif-
eration of agents development and threats for 
human health. Additionally, there is a pervasive in-
terest across diverse application areas such as medi-
cine, environmental protection, and vegetation 
monitoring to achieve a rapid detection and identifi -

cation capability of various agents. In many cases, a 
standoff capability is desired. Technologies such as 
optical spectroscopy measurements, laser induced 
fl uorescence, pattern recognition and optimization 
methods are used in our device [1; 2]. This device is 
intended to be used for ground measurements or can 
be installed on small airplanes for remote sensing. 
In this paper we concentrates on environmental 


