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РЕКУРСИВНИЙ КРИТЕРIЙ СПРЯЖЕНОСТI
АВТОМОРФIЗМIВ У FAutT2

Роботу присвячено дослiдженню спряженостi автоморфiзмiв кореневого однорiдного дерева ва-
лентностi 2 в групi скiнченностанових автоморфiзмiв цього дерева. У цiй групi побудовано рекурсивний
критерiй спряженостi таких автоморфiзмiв.
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Метою цiєї роботи є дослiдження проблеми
скiнченностанової спряженостi для автоморфiзмiв
бiнарного кореневого дерева. Запропонований ре-
курсивний критерiй надає можливiсть ефективного
розв’язання проблеми скiнченностанової спряже-
ностi для певного класу автоморфiзмiв.

Означення 1. Означимо розмiчене дерево типуDf

для автоморфiзму f ∈ Aut T2 таким чином.

• Корiнь дерева помiтимо автоморфiзмом f .

• Якщо вершина n-го рiвня розмiченого дерева
типу помiчена автоморфiзмом a = (b, c) ◦ σ, то
з (n + 1)-м рiвнем цю вершину з’єднує тiльки
одне ребро. Iншу вершину цього ребра помiти-
мо автоморфiзмом b ◦ c.

• Якщо вершина n-го рiвня розмiченого дерева
типу помiчена автоморфiзмом a = (b, c), то з
(n+1)-м рiвнем цю вершину з’єднує два ребра.
Iншу вершину одного ребра помiтимо автомор-
фiзмом b, другого ребра — c.

Автоморфiзм, що помiчає вершину t ∈ Df дерева
типу, позначимо як Df (t). Множину вершин n-го
рiвня дерева D позначимо як Ln(D).

За побудовою пiддерево розмiченого дерева ти-
пу збiгається з розмiченим деревом типу автомор-
фiзму, що помiчає корiнь цього пiддерева.

Лема 1. Нехай

a = (a1, a2) ◦ σ, b = (b1, b2) ◦ σ,
a′ = a1 ◦ a2, b′ = b1 ◦ b2

та a′ i b′ спряженi в FAutT2.
Тодi a i b також спряженi в FAut T2.

Доведення. За умовою леми iснує x ∈ FAut T2, та-
кий, що (a′)x = b′.

Покажемо, що x̂ = (x, a2 ◦x ◦ b−1
2 ) є скiнченно-

становим розв’язком рiвняння спряженостi

aχ = b.

Далi
(a1 ◦ a2)x = b1 ◦ b2

i тому

ax̂ = (x−1, b2 ◦ x−1 ◦ a−1
2 ) ◦

◦ (a1, a2) ◦ σ ◦ (x, a2 ◦ x ◦ b−1
2 ) =

=
(
x−1 ◦ a1 ◦ (a2 ◦ x ◦ b−1

2 ),

(b2 ◦ x−1 ◦ a−1
2 ) ◦ a2 ◦ x

)
◦ σ =

=
(
(x−1 ◦ (a1 ◦ a2) ◦ x) ◦ b−1

2 , b2
)
◦ σ =

=
(
(b1, b2) ◦ b−1

2 , b2
)
◦ σ =

= (b1, b2) ◦ σ = c.

Оскiльки автоморфiзми x, a2, b2 — скiнченноста-
новi, то i a2 ◦ x ◦ b−1

2 є скiнченностановим. Отже,
x̂ ∈ FAut T2, щ.т.д.

Теорема 2. Автоморфiзми a та b спряженi в
FAut T2 тодi i лише тодi, коли iснує iзоморфiзм α
їх розмiчених дерев типу (Da ∗ α = Db), для яко-
го автоморфiзми у вiдповiдних вершинах попарно
спряженi в FAutT2

∀t ∈ Ln(Da), ∃x ∈ FAut T2, Da(t)
x = Db(t ∗ α).

Доведення. ⇒
Дiйсно, нехай a = (a1, a2), b = (b1, b2), ax = b.

Тодi, або x = (x1, x2) i маємо

ax = (x−1
1 , x−1

2 ) ◦ (a1, a2) ◦ (x1, x2) =
= (ax1

1 , a
x2
2 ) = (b1, b2)

i, отже,
b1 = ax1

1 , b2 = ax2
2 ,

i при iзоморфiзмi розмiчених дерев типу Da та Db

вершина, що помiчена a1, переходить у вершину,
що помiчена b1, а вершина, що помiчена a2, пере-
ходить у вершину, що помiчена b2.

або x = (x1, x2) ◦ σ i маємо

ax = σ ◦ (x−1
1 , x−1

2 ) ◦ (a1, a2) ◦ (x1, x2) ◦ σ =

= σ ◦ (ax1
1 , a

x2
2 ) ◦ σ =

= (ax2
2 , a

x1
1 ) ◦ σ ◦ σ = (ax2

2 , a
x1
1 ) = (b1, b2)
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i, отже,
b1 = ax2

2 , b2 = ax1
1

i при iзоморфiзмi розмiчених дерев типу Da та Db

вершина, що помiчена a1, переходить у вершину,
що помiчена b2, а вершина, що помiчена a2, пере-
ходить у вершину, що помiчена b1.

Далi, нехай a = (a1, a2) ◦ σ, b = (b1, b2) ◦ σ,
ax = b. Тодi, або x = (x1, x2) i маємо

ax = (x−1
1 , x−1

2 ) ◦ (a1, a2) ◦ σ ◦ (x1, x2) =
= (x−1

1 ◦ a1 ◦ x2, x−1
2 ◦ a2 ◦ x1) ◦ σ = (b1, b2) ◦ σ

i, отже,

b1 = x−1
1 ◦ a1 ◦ x2,

b2 = x−1
2 ◦ a2 ◦ x1,

b1 ◦ b2 = (a1 ◦ a2)x1 ,

b2 ◦ b1 = (a2 ◦ a1)x2 ;

або x = (x1, x2) ◦ σ i маємо

ax = σ ◦ (x−1
1 , x−1

2 ) ◦ (a1, a2) ◦ σ ◦ (x1, x2) ◦ σ =

= σ ◦ (x−1
1 ◦ a1 ◦ x2, x−1

2 ◦ a2 ◦ x1) ◦ σ ◦ σ =

= σ ◦ (x−1
1 ◦ a1 ◦ x2, x−1

2 ◦ a2 ◦ x1) =
= (x−1

2 ◦ a2 ◦ x1, x−1
1 ◦ a1 ◦ x2) ◦ σ = (b1, b2) ◦ σ

i, отже,

b1 = x−1
2 ◦ a2 ◦ x1,

b2 = x−1
1 ◦ a1 ◦ x2,

b1 ◦ b2 = (a2 ◦ a1)x2 ,

b2 ◦ b1 = (a1 ◦ a2)x1 .

Згiдно з вищезазначеним, вiдповiднi автоморфi-
зми дерева типу спряженi станами автоморфiзму x.

⇐ Якщо такий iзоморфiзм розмiчених дерев ти-
пу iснує, то автоморфiзми, якими помiчаються ко-
ренi цих дерев, спряженi, отже, автоморфiзми a та b
спряженi в FAut T2.

Зауважимо, що достатньо перевiрити спряже-
нiсть автоморфiзмiв хоча б одного рiвня. Дiйсно,
згiдно з лемою 1, зi спряженостi вiдповiдних авто-
морфiзмiв (n+1)-го рiвня випливає спряженiсть ав-
томорфiзмiв n-го рiвня. Отже, згiдно з теоремою 2,
має мiсце така теорема:

Теорема 3. Автоморфiзми a та b спряженi в
FAut T2 тодi i лише тодi, коли iснує iзоморфiзм
їх розмiчених дерев типу (Da ∗ α = Db), для яко-
го iснує рiвень, що всi автоморфiзми у вiдповiдних
вершинах цього рiвня попарно спряженi в FAut T2

∃n ∈ N, ∀t ∈ Ln(Da), ∃x ∈ FAutT2

Da(t)
x = Db(t ∗ α).

Зауважимо, що оскiльки у спряжених автомор-
фiзмiв їх дерева типу iзоморфнi, то в умовi теоре-
ми 3 достатньо iзоморфiзму (Da)n та (Db)n.
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CONJUGACY RECURSIVE CRITERION
OF AUTOMORPHISMS IN FAutT2

The work is devoted to the research conjugacy of automorphisms of a rooted homogenious tree of valency 2
in a group of finite-state automorphisms of this tree. Conjugacy recursive criterion in this group has been built.
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