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Анотацiя

Оптимальнi стратегiї в задачах керування
випадковими полями на графах

У роботi розглядаються задачi керування випадковими полями на

графах та їх застосування до стохастичних клiтинних автоматiв.

Об’єктом дослiдження є стохастичнi клiтиннi автомати, а предметом

дослiдження є локальнi стратегiї керування. Метою роботи є

дослiдження оптимальних локальних стратегiй керування для

стохастичних клiтинних автоматiв, якi мiнiмiзують середнi втрати

системи за одиницю часу.

Моделлю є система стохастичних клiтинних автоматiв, яка являє

собою скiнченний неорiєнтований граф, де кожен автомат взаємодiє

тiльки зi своїми сусiдами. Кожен з автоматiв перебуває в одному зi

станiв та приймає вхiднi сигнали, якi є керуванням. Ймовiрнiсть

переходу мiж станами автоматiв залежить вiд вхiдних сигналiв та

станiв сусiдiв. Функцiєю втрат є сумарнi збитки вiд змiни стану

системи та керування. Для великих систем задача оптимiзацiї є

складною або неможливою через важкi розрахунки. Тому

запропоновано використовувати локальнi стратегiї замiсть

глобальних, щоб забезпечити зменшення кiлькостi обчислень.

Теоретичнi результати були використанi для моделювання процесу

керування гасiння лiсових пожеж, де територiя лiсу розглядається як

двовимiрна сiтка. Кожна клiтина на сiтцi є частиною лiсу i має один зi

станiв: Alive (живий), Fire (горить) або Burnt (згорiв). Для керування
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пожежею вводиться множина рiшень для кожної клiтини: Extinguish

(гасити), Leave (залишити). Була реалiзована програма на мовi

програмування Python. Вона знаходить оптимальне керування та

реалiзує його в кожен момент часу t = 0, 1, 2, . . .. Користувач має

змогу спостерiгати за змiною системи через графiчний iнтерфейс.

Результатом роботи є модель керування стохастичними клiтинними

автоматами на основi локальних стратегiй, якi забезпечує ефективне

зменшення обчислювальної складностi. Здiйснено моделювання

процесу керування розповсюдженням лiсових пожеж, що дозволяє

визначати та застосовувати оптимальнi стратегiї керування. У роботi

проведено порiвняння локальних та глобальних стратегiй, а також

локальних стратегiй iз наївною стратегiєю та стратегiєю гасiння всiх

сiсiдiв навколо осередку пожежi. Показано, що локальнi стратегiї

забезпечують близькi до глобальних стратегiї результати з меншими

обчислювальними витратами.

Ключовi слова: стохастичнi клiтиннi автомати,допустимi стацiонарнi

марковськi стратегiї, оптимальне керування, локальнi стратегiї,

глобальнi стратегiї, лiсовi пожежi.
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1 Вступ

Однiєю з основних проблем сучасної науки та технiки є розробка

ефективних стратегiй управлiння для складних систем. У таких

системах прийняття оптимальних рiшень часто базується на обробцi

великого обсягу даних i врахуваннi численних взаємодiй мiж

окремими елементами. Одним з перспективних пiдходiв до

моделювання таких систем є використання клiтинних автоматiв.

Клiтиннi автомати дозволяють моделювати поведiнку складних

систем, де стан кожного елемента залежить вiд стану його сусiдiв. Це

особливо корисно для дослiдження оптимальних стратегiй керування,

оскiльки дозволяє проводити численнi експерименти та оцiнювати

ефективнiсть рiзних пiдходiв.

У цiй роботi ми зосередимося на розробцi та аналiзi оптимальних

локальних стратегiй керування в системах клiтинних автоматiв,

використовуючи модель лiсових пожеж як приклад. Модель лiсових

пожеж обрана для наочностi та практичної значущостi, оскiльки вона

iлюструє, як локальнi взаємодiї можуть призводити до глобальних

змiн у системi.

Основна мета цiєї роботи — змоделювати систему стохастичних

клiтинних автоматiв та розрахувати локальнi стратегiї керування, якi

забезпечують оптимальне функцiонування системи в умовах

обмежених обчислювальних ресурсiв i високої складностi. Важливим

аспектом дослiдження є порiвняння локальних та глобальних

стратегiй управлiння, оцiнка їхньої ефективностi до практичного
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застосування.

Для досягнення цiєї мети ми поставили перед собою наступнi

завдання:

• Розробка математичної моделi: створити математичну модель

поширення лiсових пожеж на основi клiтинних автоматiв. Кожна

клiтина в моделi може перебувати в одному з трьох станiв: Alive

(жива), Fire (палаюча), або Burnt (згорiла). Переходи мiж

станами визначаються ймовiрностями, якi залежать вiд стану

клiтини та її сусiдiв.

• Програмна реалiзацiя: розробити програмний застосунок на мовi

Python для симуляцiї поширення лiсових пожеж та тестування

рiзних стратегiй управлiння. Застосунок має забезпечити

вiзуалiзацiю стану системи в рiзнi моменти часу та включати

iнструменти для налаштування параметрiв моделi.

• Порiвняння глобальних i локальних стратегiй: порiвняти

ефективнiсть глобальних i локальних стратегiй управлiння.

Глобальнi стратегiї враховують стан всiєї системи, що значно

ускладнює розрахунки для великих сiток. Локальнi стратегiї,

навпаки, базуються на станi окремих клiтин та їх найближчих

сусiдiв, що спрощує обчислення. Провести експерименти для

порiвняння цих пiдходiв та оцiнки їх ефективностi.

• Розробка i тестування альтернативних стратегiй: дослiдити

альтернативнi стратегiї, такi як гасiння всiх палаючих клiтин або
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запобiгання поширенню пожежi шляхом гасiння сумiжних живих

клiтин. Провести симуляцiї для оцiнки їх ефективностi порiвняно

з локальними стратегiями.

Об’єктом дослiдження є система стохастичних клiтинних автоматiв,

що моделює ландшафт з лiсовими пожежами. Дослiдження охоплює

як теоретичнi аспекти iснування та оптимальностi стратегiй

управлiння, так i практичнi аспекти реалiзацiї та тестування моделей

за допомогою комп’ютерної симуляцiї.

Очiкується, що результати цього дослiдження нададуть новi iнсайти

щодо ефективних пiдходiв до управлiння складними системами,

продемонструють переваги локальних стратегiй та визначать умови,

за яких цi стратегiї можуть бути оптимальними. Це може мати вагомi

практичнi застосування для розробки систем управлiння

рiзноманiтними процесами, включаючи природнi та техногеннi

системи, що сприятиме пiдвищенню їхньої ефективностi та надiйностi.
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2 Локальне керування марковськими процесами з
дискретним часом i простором станiв у виглядi
графу

Теоретичний матерiал цього роздiлу має реферативний характер.

Всi використанi означення, теореми, наслiдки, формули та поняття є

запозиченими з роботи [1].

2.1 Марковський процес з локально взаємодiючими

синхронними компонентами

Задамо скiнченний неорiєнтований граф G = (V,B), де V - множина

вершин, а B - множина ребер. Даний граф буде визначати структуру

взаємодiї моєї системи. Позначимо {k, j} ребро графа, що з’єднує

вершини k та j. Околицею вершини k ∈ V називатимемо множину

N(k) = {j : {k, j} ∈ B} − {k}, тобто всi вершини з’єднанi з вершиною

k ребрами. Водночас Ñ(k) = N(k) ∪ {k} є повним околом: множина

вершин з’єднаних з вершиною k ребрами включаючи вершину k.

Нехай Xi = {x1i , . . . , x
ni
i } – локальний простiр станiв у вершинi i, що

належить до V . Тодi X = ×
i∈V

Xi – глобальний простiр станiв системи.

Для кожної пiдмножини вершин K ⊂ V ,

xK := (xk, k ∈ K) ∈ XK = ×
i∈K

Xi вектор, що описує стани у вершинах

K.

Означення 2.1 (Дискретне випадкове поле). Випадкова величина

ξ : (Ω,F ,P), що приймає значення в X називається (дискретним)
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випадковим полем над G = (V,B). Випадковi величини, що

набувають значень з X позначаються ξK, а для K = {k} - ξk.

Означення 2.2 (Дискретне Марковське випадкове поле). Дискретне

випадкове поле ξ над G = (V,B) називається (дискретним)

Марковським випадковим полем, якщо виконується наступна умова:

P(ξk = xk|ξV−{k} = xV−{k}) = P(ξk = xk|ξN(k) = xN(k)), ∀x ∈ X.

Оскiльки наша система змiнюється з часом, будемо вважати, що

еволюцiя системи описується тим, що значення Xk з k - ї вершини в

момент часу t залежить вiд попереднього стану всiєї системи через

значення вершин її повного околу Ñ(k) у попереднiй момент часу

t− 1. Отже, якщо t приймає дискретнi значення, то змiна системи

описується Марковським процесом з дискретним часом:

ξ = {ξt, t = 0, 1, . . .}

Означення 2.3 (Локальнiсть та синхроннiсть). Нехай

ξ = {ξt : t = 0, 1, . . .} – Марковський процес iз дискретним часом та

простором станiв X для G. Тодi перехiднi ймовiрностi ξ будемо

називати локальними, якщо :

P(ξt+1
k = xt+1

k |ξt = xt, . . . , ξ0 = x0) = P(ξt+1
k = xt+1

k |ξt
Ñ(k)

= xt
Ñ(k)

),

Тодi ймовiрностi ξ будемо називати синхронними,якщо :

P(ξt+1
K = xt+1

K |ξt = xt) =
∏
k∈K

P(ξt+1
k = xt+1

k |ξt = xt).
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Процес ξ, що задовольняє одночасно умови локальностi та

синхронностi називається Марковським процесом з синхронними

компонентами, що взаємодiють локально.

Наслiдок 2.1. Для будь-якого моменту часу t ∈ N можемо знайти

механiзм переходу з часом для випадкових полiв:

P(ξt+1
K = xt+1

K |ξt = xt) =
∏
k∈K

P(ξt+1
k = xt+1

k |ξt
Ñ(k)

= xt
Ñ(k)

)

K ⊂ V, xt, xt+1 ∈ X

2.2 Локальне керування Марковського процесу з

дискретним часом

Означення 2.4 (Набiр можливих дiй). Набiр можливих дiй

використовуємий особою, що приймає рiшення у вершинi i позначимо

Ai. Тодi загальний набiр дiй на графi G буде сукупнiстю всiх Ai,

тобто:

A = ×
i∈V

Ai

Зазначимо, що Ai є скiнченною множиною i незалежить вiд часу.

Означення 2.5 (Iсторiя станiв). Нехай ht
i = (x0i , x

1
i , . . . , x

t−1
i , xti) є

iсторiєю станiв вершини i в момент часу t. Тодi ht = {ht
i : i ∈ V } -

загальна iсторiя системи в час t ∈ N

Означення 2.6 (Залежнi вiд iсторiї рiшення). Будемо визначати
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залежнi вiд iсторiї рiшення в час t

∆t = ∆t(x0, x1, . . . , xt) = {∆t
i : i ∈ V } ∈ ×

i∈V
Ai

Означення 2.7 (Допустимiсть дiй). Неприпустимiсть дiй,

залежних вiд часу та стану визначається фiксацiєю для будь-якої

вершини i ∈ V i будь-якої конфiгурацiєю(стану) системи x ∈ X

набору At
i(x) для ∆t

i пiд час t, якщо ξt = x.

Означення 2.8 (Рандомiзовнана стратегiя). Рандомiзована

стратегiя (полiтика) π = {πt : t ∈ N} для керування системою з

взаємодiючими компонентами та простором дiй у формi добутку

визначається як вектор локальних полiтик π = (πi, i ∈ V ), де для

вузла i πi = {π0
i , . . . , π

t
i, . . .} є послiдовнiстю ймовiрностей переходу

πt
i = πit(· | x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt). Таким чином, πt

i є ймовiрнiсною

мiрою на (Ai,Ai) для будь-яких (x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt) i залежить

вiд iсторiї ht = (x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt) системи до t-го переходу.

Тому для всiх Bi ∈ Ai маємо

Pr{αt
i ∈ Bi | ξ0 = x0, α0 = a1, . . . , ξt−1 = xt−1, αt−1 = at−1, ξt = xt} =

= πt
i(Bi | x0, a0, . . . , xt−1, at−1, xt).

Означення 2.9 (Локальна стратегiя). Визначимо керування так

само, як в (2.4). Якщо рiшення ∆t
i для вузла i ∈ V прийняте на

основi iсторiї повного околу Ñ(i) для i в час t = 0, 1, . . ..

∆t
i(x

0
Ñ(i)

, x1
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

) = ∆t
i

11



Тодi послiдовнiсть рiшень

δi = {∆t
i, t ∈ N}

Називатимемо локальною стратегiєю для вершини i.

Означення 2.10 (Допустимiсть рiшень). Для будь-якої вершини

i ∈ V i стану системи в її повному околi xÑ(i) в момент часу t у

вузлi i, At
i(xÑ(i)) є множиною допустимих рiшень для ∆t

i в момент

часу t, якщо ξt
Ñ(i)

= xÑ(i). Тодi множину допустимих рiшень для всiєї

системи в момент часу t визначатимемо:

At(x) = ×i∈VA
t
i(xÑ(i))

Означення 2.11. Для локальної чистої (детермiнованої) стратегiї

∆ в момент часу t = 0, 1, . . . рiшення ∆t
i для вузла i приймається на

основi iсторiї повного околу Ñ(i) вузла i, тобто на основi

x0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

.

Отже, ми можемо розглядати послiдовностi прийняття рiшень,

що залежать вiд iсторiї ∆t
i

(
x0, . . . , xt

)
= ∆t

i

(
x0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

)
як

функцiї, визначенi на просторi X t+1

Ñ(i)
= XÑ(i) × · · · ×XÑ(i)︸ ︷︷ ︸

(t+1)-times

зi

значеннями в Ai.

Означення 2.12 (Локальна чиста стратегiя). Локальна чиста

стратегiя ∆ = (∆i : i ∈ V ) визначається функцiями ∆i = (∆t
i, t ≥ 0)

12



та їхнiми значеннями.

∆0
i (x

0
Ñ(i)

), . . . ,∆t
i(x

0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

), . . .

Означення 2.13 (Локальна марковська стратегiя). Локальна

стратегiя ∆ = (∆i : i ∈ V ) називається локальною марковською

стратегiєю, якщо для всiх x0, x1, . . . , xt ∈ X

∆t
i(x

0
Ñ(i)

, . . . , xt
Ñ(i)

) = ∆t
i(x

t
Ñ(i)

), i ∈ V , тобто кожна локальна функцiя

прийняття рiшень ∆t
i залежить тiльки вiд станiв повного околу

вершини i в той самий час t.

Означення 2.14 (Стацiонарна локальна марковська стратегiя).

Локальна марковська стратегiя ∆ = (∆i : i ∈ V ) є стацiонарною

(локальною марковою), якщо для всiх t′ та t′′ виконується наступна

умова:

∆t′
i (xÑ(i)) ≡ ∆t′′

i (xÑ(i)), i ∈ V

Означення 2.15 (Допустима марковська стратегiя). Локальна

стратегiя ∆ називається допустимою, якщо для кожного t ∈ N

∆t
(
x0, . . . , xt−1, xt

)
= {∆t

i

(
x0
Ñ(i)

, . . . , xt−1

Ñ(i)
, xt

Ñ(i)

)
: i ∈ V } ∈ At(xt).

Клас всiх допустимих детермiнованих локальних стратегiй

позначається LD; пiдклас допустимих локальних стратегiй маркова

позначається LDM .

Означення 2.16 (Допустима локальна стацiонарна марковська

стратегiя). Допустимою локальною стацiонарною маркiвською

13



стратегiєю ∆ називатимемо стратегiю, яка задовольняє умови

стацiонарностi, локальностi та допустимостi з означень 3.13 -

3.15.

Означення 2.17 (Керований марковський процес). Пара (ξ,∆)

називається керованим процесом з локально взаємодiючими

синхронними компонентами вiдносно скiнченного графу взаємодiї

Γ = (V,B), якщо:

• ξ = (ξt : t ∈ N) є марковським випадковим полем з дискретним

часом i простором станiв X = ×i∈VXi,

• ∆ = (∆i : i ∈ V ) є допустимою локальною стацiонарною

марковська стратегiєю

• Ядра переходiв ξ визначається наступним чином: якщо

0 < Pr{ξ0 = x0,∆0(ξ0) = a0, . . . , ξt−1 = xt−1,∆t−1(ξ0, . . . , ξt−1) =

= at−1, ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = a},

тодi

Pr{ξt+1
K = xK | ξ0 = x0,∆0(ξ0) = a0, . . . , ξt−1 =

xt−1,∆t−1(ξ0, . . . , ξt−1) = at−1, ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = a}
= Pr{ξt+1

K = xK | ξ0 = x0, . . . , ξt−1 = xt−1, ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = a}
= Pr{ξt+1

K = xK | ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = a}
=
∏

j∈K Pr{ξt+1
j = xj | ξt = y,∆t(ξ0, . . . , ξt) = a}

=
∏

j∈K Pr{ξt+1
j = xj | ξtÑ(j)

= yÑ(j),∆
t
j(ξ

0
Ñ(j)

, . . . , ξt
Ñ(j)

) = aj}
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=
∏

j∈K Qj(xj | yÑ(j), aj) = QK(xK | y, a), K ⊆ V, y ∈ X, a ∈
A(y),

де Qj(xj | yÑ(j), aj) є локально визначеними ядрами переходiв, що

визначають iнварiантнi в часi закони руху системи. У випадку

K = V :

Q(x | y, a) = Pr{ξt+1 = x | ξt = y,∆t = a}.

Очевидно, що
∑

x∈X Q(x | y, a) = 1, y ∈ X, a ∈ A.

2.3 Оптимальна стратегiя

Визначимо критерiй оцiнки стратегiї, як середнi очiкуванi витрати

на одиницю часу. Ми розглядаємо функцiї витрат, якi є

стацiонарними в часi, i тiльки детермiнованi стратегiї ∆. Тому, якщо в

момент часу t ∈ N система знаходиться в станi ξt = xt i приймається

рiшення про дiю αt = at, то система несе (однокроковi) витрати

r(xt, at) ≥ 0. Ми розглядаємо мiнiмаксний критерiй витрат. Середнi

очiкуванi витрати до часу T , коли ξ починається з ξ0 = x0 i

застосовується стратегiя ∆, становлять

ρ(x0,∆) = lim sup
T→∞

E∆
x0

1

T + 1

T∑
t=0

r(ξt,∆t) :=

:= lim sup
T→∞

E∆
x0

1

T + 1

T∑
t=0

r(ξt,∆t(ξ0, . . . , ξt)),

де E∆
x0

- математичне сподiвання, пов’язане з керованим процесом

(ξ,∆), якщо ξ0 = x0.
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Завдання полягає в тому, щоб знайти стратегiю ∆, яка мiнiмiзує

асимптотичнi середнi очiкуванi витрати.

Означення 2.18 (Оптимальна стратегiя). Стратегiя ∆∗ ∈ LSP

називається оптимальною в межах класу LSP допустимих

детермiнованих (чистих) локальних стратегiй, якщо

ρ(x0,∆∗) = inf
∆∈LSP

ρ(x0,∆) для всiх x0 ∈ X.

Теорема 2.1 (Iснування оптимальної стратегiї). Розглянемо

керований процес (ξ,∆) з локально взаємодiючими синхронними

компонентами вiдносно до графа взаємодiї Γ = (V,B) згiдно (2.16) з

кiнцевим простором станiв X для ξ i кiнцевим простором керувань

A. Нехай множини допустимих дiй At(·) не залежать вiд t. Тодi в

класi LSP допустимих детермiнованих локальних стратегiй iснує

оптимальна стратегiя (2.18) яка належить до класу LSP

стацiонарних марковських детермiнованих полiтик.
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3 Керований стохастичний клiтинний автомат

3.1 Cтохастичний клiтинний автомат

Задамо впорядковану послiдовнiсть синхронiзованих кiнцевих

автоматiв. Час є дискретним t ∈ N. Основним скiнченним

неорiєнтованим графом є Γ = (V,B), де V = {1, 2, 3, . . . S} - це

множина клiтинних автоматiв. В свою чергу околом вузла i ∈ V

будемо називати N(i) = {j ∈ V \ {i} : (i, j) ∈ B}. Повним околом

Ñ(i) = N(i) ∪ {i}.
Можливi стани автомата i ∈ Xi, |Xi| < ∞, набiр вихiдних сигналiв

(вiн же й керування) Ii, |Ii| < ∞, а вихiдних сигналiв Oi, |Oi| < ∞.

Вихiдний процес позначимо як ati ∈ Ii, i ∈ V . Вiн не залежить вiд

iсторiї системи, а також вiд вхiдних процесiв iнших автоматiв.

Процес станiв системи автоматiв визначається наступним чином:

ξ =
((
ξti : i ∈ V

)
: t ∈ N

)
,

а вихiдний процес:

γ =
((
γt
i : i ∈ V

)
: t ∈ N

)
.

Якщо в момент часу t автомат i знаходиться в станi ξti = xi ∈ Xi, i в

той самий момент часу отримується сигнал керування αt
i = yi ∈ Ii в

вершинi i, то в час t + 1 внутрiшнiй стан автомата стає i є ξt+1
i = x̃i, а
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виходить сигнал γt+1
i = oi ∈ Oi, з ймовiрнiстю

Qi

(
xi : i ∈ Ñ(i), yi; x̃i, oi

)
=

= Pr
(
ξt+1
i = x̃i, γ

t+1
i = oi | αt

i = yi, ξ
t
i = xi, i ∈ Ñ(i)

)
,

де

Qi : (×i∈Ñ(i)Xi × Ii)× (Xi ×Oi) → [0, 1], j ∈ {2, . . . , S − 1}

є функцiєю щiльностi пiдрахунку переходiв. Q1 та QS визначаються

аналогiчно.

Очевидно, що:

S∑
i=1

Qi

(
xi : i ∈ Ñ(i), yi; x̃i, oi

)
= 1

3.2 Винагороди

Запишемо невiдємну функцiю оцiнювання, що є сукупною функцiєю

однокрокових витрат на керування та функцiонування системи, якi

залежать вiд вхiдного сигналу (керування) ati, стану системи в час t ξti

та вихiдного сигналу в наступний момент часу t + 1 γt+1
i вiдповiдно

для кожного автомата i:

r(ξti , a
t
i, γ

t+1
i ) ≥ 0.
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Приклад системи клiтинних автоматiв

Тодi сукупну функцiю витрат Rt системи визначимо:

Rt =

S∑
i=1

r(ξti , a
t
i, γ

t+1
i ),

а функцiю витрат за весь час:

R∗ =

t−1∑
t=0

RT .

Задачею оптимального керування є оптимiзацiя керування, тобто

процесу ati, так щоб мiнiмiзувати або максимiзувати функцiю

глобальних витрат системи за весь час R∗.
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3.3 Стратегiя керування

Стратегiєю керування δ = (δti, t ∈ N, i ∈ V ) будемо називати набiр

вхiдних сигналiв, якi надсилаються клiтинному автомату особою, що

приймає рiшення. Вибiр конкретного сигналу ґрунтується на iсторiї

повного околу автомату, тобто iсторiї станiв власне конкретного

автомату та його сусiдiв, i прийнятих в минулому рiшень. Iсторiю

станiв автомата i ∈ V в час t позначимо

ht
i = (x0i , x

1
i , . . . , x

t
i), x

t
i ∈ Xi,

а iсторiю прийнятих рiшень

δt−1
i = (a0i , a

1
i , . . . , a

t−1
i ), aki ∈ Ii.

Аналогiчно для iсторiї повного околу

ht
Ñ(i)

= ((x0j : j ∈ Ñ(i)), (x1j : j ∈ Ñ(i)), . . . , (xtj : j ∈ Ñ(i))), xti ∈ Xi.

Тодi, ймовiрнiсть отримати вхiдний сигнал ati = yi ∈ Ii:

Pr(ati = yi | ξ0j = x0j : j ∈ Ñ(i), a0i = y0i , ξ
1
j = x1j : j ∈ Ñ(i), a1i = y1i , . . .

. . . , ξt−1
j = xt−1

j : j ∈ Ñ(i), at−1
i = yt−1

i , ξtj = xtj : j ∈ Ñ(i)) =

= Pr(ati = yti | ht
Ñ(i)

, δt−1
i ).

Зауважимо, що ∑
yi∈Ii

Pr(ati = yti | ht
Ñ(i)

, δt−1
i ) = 1.
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Така стратегiя є рандомiзованою (2.8). Звузимо клас цiєї стратегiї,

додавши додатковi умови.

Якщо стратегiя δ буде залежати тiльки вiд поточного стану xi та

його околу xj : j ∈ N(i), тобто повного околу xj : j ∈ Ñ(i), така

стратегiя буде маркiвською:

Pr(ati = yti | ht
Ñ(i)

, δt−1
i ) = Pr(ati = yti | ξtj = xj : j ∈ Ñ(i)).

Якщо iмовiрнiсть вибору стратегiї δ для конкретного стану

автомата i ∈ V незалежить вiд часу, то така стратегiя буде

стацiонарною допустимою:

Pr(· | ξt′j = xj : j ∈ Ñ(i)) = Pr(· | ξt′′j = xj : j ∈ Ñ(i)),∀t′ ̸= t′′.

Якщо для всiх станiв xi ∈ Xi автомата i ∈ V та його околу його

сигнал обирається однозначно, тобто ймовiрнiсть отримати вхiдний

сигнал є одноточковою мiрою. Такi допустимi стацiонарнi стратегiї є

детермiнованими:

Pr(· | ξtj = xj : j ∈ Ñ(i)),∀xi ∈ Xi — одноточкова мiра.

Виокремо два види стратегiй - глобальнi та локальнi.

Глобальними стратегiями будемо вважати такi, що застосовуються

до всiєї системи загалом. Наприклад, маємо S клiтинних автоматiв з

простором станiв Xi, множиною вхiдних сигналiв Ii для кожного

i ∈ V . Кiлькiсть станiв системи n буде дорiвнювати добутку

n =
∏S

i=1 |Xi|. Станом системи є сукупнiсть станiв всiх автоматiв
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ϕk = {ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξS = xS}, де k = 1, . . . , n; xi ∈ Xi. Тодi

глобальною стратегiєю буде:

δ = (δk|ϕ = ϕk), δk = (y1, y2, . . . , yS), k = 1, . . . , n, yi ∈ Ii.

Натомiсть локальними стратегiями будемо вважати такi, що

застосовуються лише до одного, окремого, автомата. Наприклад, для

автомата i та його колу j ∈ N(i), якi мають простори станiв Xi та Xj

вiдповiдно, кiлькiсть станiв n буде дорiвнювати n = |Xi|
∏

j∈N(i) |Xj|.
Множина вхiдних сигналiв автомата i є Ii. Cамi стани позначимо

ϕk = {ξi = xi, ξj = xj : j ∈ N(i)}, де k = 1, . . . , n.

Тодi локальною стратегiєю буде:

δ = (yk|ϕ = ϕk), yk ∈ Ii, k = 1, . . . , n.

3.4 Оптимальна стратегiя

В силу теореми (2.1) надалi в цiй роботi будуть розглядатися

виключно допустимi стацiонарнi марковськi детермiнованi стратегiї,

оскiльки ми можемо обмежитись лише ними.

Сформуюємо наступнi теореми з [3] та [2] вiдповiдно:

Теорема 3.1 (Iснування оптимальної стратегiї ). Розглянемо систему

синхронних локально взаємодiючих стохастичних клiтинних

автоматiв, задану на графi G(V,B) зi скiнченним простором станiв

Xi та скiнченним простором керувань Ii, i ∈ V . Нехай множина

допустимих керувань системою не залежить вiд моменту часу t.
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Тодi серед множини усiх допустимих стацiонарних марковських

детермiнованих стратегiй iснує оптимальна стратегiя δ∗.

Теорема 3.2 (Ергодичнiсть системи автоматiв). Процес еволюцiї

системи синхронних локально взаємодiючих стохастичних

клiтинних автоматiв ергодичний i його єдиний граничний та

стацiонарний розподiл πδ = (πδ(ϕk) : k = 1, 2 . . . , n) такий, що:

πδ(ϕk) = πδ(x1, x2, . . . , xS) =
S∏
i=1

(
(1− p(xi, yi))

p(xi, yi)
)G(ϕk)

−1

,де p(xi, yi) ймовiрнiсть i-го клiтинного автомата залишитись в

станi xi, якщо на вхiд був поданий сигнал yi, G(ϕk) — нормуюча

константа, ϕn стан системи, n - кiлькiсть можливих станiв

системи.

Введемо механiзм покращення стратегiї керування [2]:

1) Для обраної стратегiї δ i для певної (невiдомої) функцiї

v = (v(ϕk) : k = 1, ..., n) розв’язується система рiвнянь:Rδ
ϕk

+ v(ϕk) = r(ϕk, δk) +
∑n

p=1Q(ϕp | ϕk, δk)v(ϕp), k = 1, ..., n∑n
k=1 π

δkv(ϕk) = 0

2)Для кожного k = 1, . . . , n визначимо Ak як множину рiшень δk, що

задовольняє
n∑

i=1

Q(ϕi | ϕk, δ
∗
k)R

δ
ϕi
< Rδ

ϕk

або, якщо жодне рiшення не задовольняє нерiвнiсть, множину, яка
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задовольняє
n∑

i=1

Q(ϕi | ϕk, δ
∗
k)R

δ
ϕi
= Rδ

ϕk

i при цьому:

r(ϕk, δ
∗
k) +

n∑
p=1

Q(ϕp | ϕk, δ
∗
k)v(ϕp) ≤ r(ϕk, δk) +

n∑
p=1

Q(ϕp | ϕk, δk)v(ϕp) =

= Rδ(ϕk) + vδ(ϕk).

3)Для всiх можливих станiв системи ϕk, для яких множина Ak

непорожня, змiнюємо керування δk на δ∗k ∈ Ak, таким чином,

формуючи нову стратегiю δ∗, повторюємо процедуру покращення.

Якщо ж ∀k = 1, . . . , n : Ak = ∅, то стратегiя δ є оптимальною.
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4 Задача оптимального керування гасiнням пожеж

4.1 Постановка задачi

В данiй роботi розглядається модель поширення лiсових пожеж,

аналогiчна представленiй в статтi [4].

Модель лiсової пожежi базується на поданнi ландшафту у виглядi

двовимiрної решiтки розмiром Lx × Ly, де кожна клiтина є клiтинним

автоматом, що має наступнi властивостi:

• її позицiя в решiтцi є (i, j), де i = 1, ..., Lx — це стовпець, а

j = 1, ..., Ly — рядок

• має скiнченний набiр внутрiшнiх станiв xi,j ∈ Xi,j = {A,F,B}, де:

A (Alive) — жива клiтина, яка може зайнятись; F (Fire) —

клiтина, що горить; B (Burnt) — згорiла клiтина;

• межує з сусiднiми клiтинами (автоматами), якi визначаються

околом фон Неймана першого порядку, включаючи чотири

клiтини навколо.

В кожен момент часу t на клiтину подається один з двох сигналiв

ati,j ∈ Ii,j = {Extinguish, Leave}. Вони презентують рiшення

застосувати протипожежнi заходи, наприклад полити вогнегасною

речовиною, водою, окопати частину лiсу тощо, або залишити все як є.

Еволюцiя системи вiдбувається в кiлька етапiв. Спочатку

генерується лiс. Для кожної комiрки визначається її початковий стан -

Alive.
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Двовимiрна решiтка

Пiсля створення початкової конфiгурацiї лiсу, кожна клiтина в станi

Alive має малу ймовiрнiсть p0 загорiтися самостiйно, незалежно вiд

наявностi палаючих сусiдiв. Поширення пожежi вiдбувається таким

чином: якщо в момент часу t клiтина знаходиться в станi Alive, i серед

її сусiдiв є хоча б одна клiтина в станi Fire, то її стан може змiнитися

на Fire з певною ймовiрнiстю. Цей процес повторюється, поки є

клiтини, якi можуть загорiтися.

Кожна клiтина в станi Fire може згорiти повнiстю i перейти в стан

Burnt. Це означає, що рослиннiсть повнiстю вигорiла. Якщо ж

здiйснюється спроба гасiння пожежi у клiтинi, яка знаходиться в станi

Fire, то її стан може змiнитися на Alive.

Клiтина, яка згорiла, з часом може вiдновитися. Якщо в момент

часу t серед її сусiдiв немає палаючих клiтин i є хоча б одна клiтина в
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станi Alive, то її стан може змiнитися на Alive. Якщо хоча б одна

сусiдня клiтина горить, ця ймовiрнiсть дорiвнює нулю.

Позначимо ймовiрностi так:

• p0 — ймовiрнiсть того, що жива комiрка загориться самостiйно.

• pF — ймовiрнiсть того, що жива комiрка загориться через горiння

сусiдiв.

• pB — ймовiрнiсть того, що палаюча комiрка згорить.

• pA — ймовiрнiсть того, що згорiла комiрка вiдновиться.

Якiсть керування будемо оцiнювати визначивши невiд’ємну

функцiю однокрокових витрат r(ξti,j, a
t
i,j) яка залежить вiд стану

клiтини та стратегiї гасiння, обраної в той самий час. Витратами

будемо вважати вартiсть гасiння g та умовний збиток вiд стану

частини лiсу f .

Тодi сукупна функцiя витрат Rt в час t буде дорiвнювати:

Rt =
∑

(i,j)∈S

r(ξti,j, a
t
i,j) =

∑
(i,j)∈S

(f (ξti,j) + g(ati,j)),

а, вiдповiдно, функцiя витрат за весь час:

R∗ =

t−1∑
t=0

Rt.

Задачею оптимального керування є мiнiмiзацiя глобальної функцiї

витрат R* за допомогою вибору оптимальної стратегiї δ.
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Iнтерфейс програми

4.2 Програмна реалiзацiя

Для подальшого аналiзу моделi, було створено програмний

застосунок на мовi програмування Python. Лiс є прямокутником

розмiром n×m. Кожному зi станiв Alive, Fire, Burnt вiдповiдає

окремий колiр: зелений,червоний та сiрий вiдповiдно. Окремо

виведений лiчильник iтерацiй. Нижче розташованi кнопки керування:

Старт, Кiнець, Експорт в GIF. Всi розмiри та кольори можна

налаштувати окремо.

Щоб симулювати поширення пожежi, необхiдно задати ймовiрностi

переходу мiж станами. Для спрощення розрахункiв та моделi,

ймовiрностi будуть однаковi для кожного автомату. Iндикаторна

функцiя I(x) дорiвнює 1 коли x = Extinguish, i 0 в iнших випадках.

• Якщо клiтина знаходиться в станi Alive, то в залежностi вiд
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наявностi поряд палаючих сусiдiв та вхiдного сигналу вона

матиме наступнi ймовiрностi переходу:

pA→F

10−6, якщо поряд нема палаючих сусiдiв

0.3 + 0.1 ∗ xF − 0.2 ∗ I(ai,j), xF - кiлькiсть палаючих сусiдiв

• Якщо клiтина знаходиться в станi Fire:

pF→A

0.9− 0.2 ∗ xF , якщо I(ai,j) = 1, xF - кiлькiсть палаючих сусiдiв

0, в iнших випадках

pF→B = 0.1− 0.04 ∗ xF,A, xF,A - кiлькiсть палаючих та живих сусiдiв

• Якщо клiтина знаходиться в станi Burnt i поряд нема палаючих

клiтин:

pB→A = 10−4+10−3∗xA+10−2∗I(ai,j), xA - кiлькiсть живих сусiдiв

• Ймовiрностi pA→B, pB→F , а також pB→A, за умови наявностi хоч

одного палаючого сусiда, нульовi.

Витрати за перебування в кожному станi та керування будемо

визначати наступним чином:

• f (A) = 0, f (F ) = 20, f (B) = 50

• g(L) = 0, g(E) = 25
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Всi ймовiрностi, за потреби, можна редагувати. Цi значення були

визначенi есперементально, щоб запобiгти занадто швидкому

знищенню або вiдновленню лiсу.

4.3 Порiвняння рiзних стратегiй

10 iтерацiй 50 iтерацiй 100 iтерацiй

Приклад поширення пожежi без керування

Ранiше розглядалось два рiзнi типи стратегiй: глобальнi, якi

застосовуються до всiєї системи, та локальнi, якi застосовуються для

кожного окремого клiтинного автомата. Кожна з них має свої

недолiки.

При використаннi глобальної стратегiї кiлькiсть можливих станiв

системи зростає експоненцiйно з розмiром сiтки. Наприклад в нашiй

задачi кiлькiсть станiв для лiсу 2× 2 кiлькiсть станiв буде

дорiвнювати 81, при 3× 3 - 19 683, при 4× 4 вже 43 046 721. Це значно

ускладнює процедуру вдосконалення стратегiї, оскiльки необхiдно

розв’язувати систему лiнiйних рiвнянь з кiлькiстю невiдомих, що

залежить вiд кiлькостi станiв системи. Вже для невеликих сiток,
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наприклад, 3х3, процес вдосконалення може вимагати значних

ресурсiв i часу, що робить глобальну стратегiю непрактичною.

Натомiсть використання локальних стратегiй спрощує обчислення

та зменшує час оптимiзацiї для великих сiток. Однак, важливо

розумiти, що використання локальних стратегiй не завжди

призводить до глобальної мiнiмiзацiї витрат. Тобто, зменшення витрат

на локальному рiвнi не обов’язково означає зменшення глобальних

витрат.

Використання локальних стратегiй допомагає вирiшити першу

проблему, але при цьому виникає друга. Щоб визначити, чи варто

використовувати локальнi стратегiї замiсть глобальних, необхiдно

оцiнити рiзницю функцiй витрат для обох стратегiй при великiй

кiлькостi часових iтерацiй. Якщо рiзниця незначна, можна

припустити, що використання локальних стратегiй допомагає

мiнiмiзувати глобальнi витрати.

Припущення перевiрятимемо на сiтцi розмiром 3х2. Для цього ми

генеруємо двi однаковi сiтки i запускаємо два процеси з

використанням глобальних та локальних стратегiй.

Пiсля 1 мiльйона iтерацiй ми помiчаємо близьке розташування

графiкiв для обох стратегiй. За результатами фiнальної оцiнки

функцiй витрат ми бачимо, що для глобальних стратегiй витрати

становлять 32 495 905 одиниць, а для локальних - 33 251 005 одиниць.

Це вiдхилення становить 2, 27%, що можна вважати досить невеликим.

Це означає, що використання локальних стратегiй не призводить до

глобальної мiнiмiзацiї функцiї витрат, але дозволяє використовувати
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Порiвняння глобальних та локальних стратегiй

їх для великих сiток лiсу з певними втратами ефективностi.

Таким чином, використання локальних стратегiй є кращим

рiшенням для даної задачi, оскiльки воно дозволяє керувати процесом

з урахуванням обмежень та складнощiв глобальної стратегiї.

Проте, можливо, в контекстi цiєї конкретної задачi варто просто

гасити всi займистi осередки або, як мiнiмум, гасити всi клiтини

навколо них. Тому для перевiрки оптимальностi локальної стратегiї

порiвняємо її з двома iншими.

Перша стратегiя передбачає загасiння всiх палаючих клiтин у

будь-який момент часу. Друга стратегiя, натомiсть, спрямована на

запобiгання поширенню пожежi, тому ми будемо посилати сигнал

гасити на всi сумiжнi живi клiтини, що знаходяться поряд зi

палаючою. Розмiр сiтки вiзьмемо 10х10 i запустимо симуляцiю так
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Порiвняння стратегiй

само на 400 тисяч iтерацiй.
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5 Висновки

У цiй роботi було дослiджено можливостi застосування локальних

стратегiй управлiння для оптимiзацiї поведiнки складних систем на

прикладi моделi лiсових пожеж. Основнi результати можуть бути

узагальненi наступним чином.

По-перше, створено математичну модель керування гасiнням

лiсових пожеж на основi клiтинних автоматiв. Модель враховує три

можливi стани клiтин та ймовiрнiснi правила переходу мiж ними

залежно вiд стану сусiдiв та можливостi гасiння пожежi. Це

дозволило бiльш точно змоделювати процес поширення вогню та

оцiнити ефективнiсть рiзних стратегiй управлiння.

По-друге, розглянуто задачу оптимального керування системою

шляхом мiнiмiзацiї сукупної функцiї витрат. Введено функцiю

однокрокових витрат, яка враховує витрати на гасiння пожежi та

умовнi збитки вiд стану лiсу.

По-третє, створено програмний застосунок на мовi Python для

симуляцiї поширення лiсових пожеж та тестування рiзних стратегiй

керування. Програма дозволяє вiзуалiзувати процес поширення

пожежi та включає iнструменти для налаштування параметрiв моделi,

що є важливим для практичного застосування.

По-четверте, проведено порiвняння ефективностi глобальних та

локальних стратегiй управлiння. Глобальнi стратегiї, враховуючи стан

всiєї системи, значно ускладнюють розрахунки для великих систем.

Натомiсть локальнi стратегiї спрощують обчислення, базуючись на
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станi окремих клiтин та їх найближчих сусiдiв. Експеримент показав,

що локальнi стратегiї можуть бути ефективними для мiнiмiзацiї

сукупних витрат, особливо в умовах великих систем, де глобальнi

стратегiї стають непрактичними.

Нарештi, дослiджено альтернативнi стратегiї, такi як гасiння всiх

палаючих клiтин та запобiгання поширенню пожежi шляхом гасiння

сумiжних живих клiтин. Проведенi симуляцiї показали, що цi

стратегiї можуть бути ефективними у певних умовах, але локальнi

стратегiї загалом демонструють кращi результати з точки зору

мiнiмiзацiї витрат.

Загалом, результати цього дослiдження демонструють, що локальнi

стратегiї керування є перспективним пiдходом для оптимiзацiї

керування поведiнки складних систем. Вони дозволяють ефективно

вирiшувати задачi управлiння в умовах обмежених обчислювальних

можливостей та високої складностi, забезпечуючи при цьому

мiнiмiзацiю сукупних витрат. Використання локальних стратегiй може

знайти широке застосування в рiзних галузях, де необхiдно приймати

оптимальнi рiшення на основi локальної iнформацiї, забезпечуючи

високу ефективнiсть та надiйнiсть систем.
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