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Анотацiя

Квалiфiкацiйна робота присвячена дослiдженню обернених спектральних за-
дач для зважених графiв-циклiв. Розглядаються задачi вiдновлення ваг на
множинi ребер графа за спектрами його зв’язних iндукованих пiдграфiв.

У роботi були отриманi точнi значення вiдновлюючого спектрального чи-
сла циклiв з кiлькiстю вершин вiд п’яти до дев’яти включно. Було показано,
що використання лише двох пiдспектрiв є недостатнiм для однозначного вiд-
новлення вагової функцiї таких графiв. Як наслiдок, доведено, що вiдновлю-
юче спектральне число графiв циклiв 𝐶𝑛, де 5 ≤ 𝑛 ≤ 9, дорiвнює трьом.

Крiм того, детально описано алгоритм вiдновлення вагової функцiї зваже-
ного графа-циклу Cn при 𝑛 ≥ 5 на основi спектрiв трьох пiдграфiв-ланцюгiв
та продемонстровано роботу алгоритму на конкретному прикладi.

Ключовi слова: спектр графа, власнi числа, оберненi спектральнi задачi,
вiдновлююче спектральне число, зважений граф, граф-цикл.
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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Спектральна теорiя графiв є сучасним напрямом математики, що дослiджує
взаємозв’язок мiж спектральними характеристиками графiв та їхнiми стру-
ктурними властивостями. Ця галузь активно розвивається завдяки широким
можливостям практичного застосування в рiзних науках, зокрема хiмiї, фiзи-
цi, бiологiї, економiцi та соцiальних науках (див. [1]), а також у технологiчних
сферах, таких як комп’ютернi науки та машинне навчання (див. [2]).

Важливою складовою спектральної теорiї графiв є розв’язання рiзнома-
нiтних задач вiдновлення графiв: визначення структури графа, його хара-
ктеристик на основi спектральних даних. З оглядом обернених спектральних
задач можна ознайомитися за роботою [3].

Дослiдження присвячено оберненiй спектральнiй задачi для зважених гра-
фiв, тобто графiв, на ребрах яких задано додатну функцiю. У роботах [4], [5]
було вперше введено поняття вiдновлюючого спектрального числа 𝑆𝑟𝑛(𝐺) —
мiнiмальної кiлькостi спектрiв iндукованих пiдграфiв, необхiдних для одно-
значного вiдновлення ваг ребер графа, — а також отримано точнi значення та
верхнi оцiнки цього параметра для деяких класiв графiв. Зокрема, встанов-
лено, що 𝑆𝑟𝑛(𝐴𝑛) = 2 для графiв-ланцюгiв 𝐴𝑛 при 𝑛 ≥ 3 та 𝑆𝑟𝑛(𝐾1,𝑛) = 𝑛

для графiв-зiрок. Для графiв-циклiв 𝐶𝑛 при 𝑛 ≥ 5 було отримано оцiнку
𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) ≤ 3. У подальшому, у роботi [6] доведено, що 𝑆𝑟𝑛(𝐶3) = 3 та
𝑆𝑟𝑛(𝐶4) = 4.

Однак точнi значення вiдновлюючого спектрального числа для циклiв 𝐶𝑛

при 𝑛 ≥ 5 досi не були встановленi. Таким чином, ця робота робить вагомий
внесок у дослiдження вiдновлюючого спектрального числа графiв-циклiв,
уточнюючи значення цього спектрального параметра для 5 ≤ 𝑛 ≤ 9.

1.2 Мета i завдання дослiдження

Метою квалiфiкацiйної роботи є знаходження точних значень вiдновлюючо-
го спектрального числа 𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) для графiв-циклiв 𝐶𝑛 при 5 ≤ 𝑛 ≤ 9. Задача
є складною через нелiнiйний характер залежностi спектральних даних вiд ваг
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ребер та високу чутливiсть до змiн у структурi графа.
Об’єктом дослiдження є спектральнi властивостi зважених графiв-циклiв.

Предметом дослiдження є вiдновлююче спектральне число зважених графiв-
циклiв.

Досягнення поставленої мети вимагає розв’язання таких задач:
1. Розглянути основнi означення та теоретичнi вiдомостi з теорiї графiв та

зi спектральної теорiї зважених графiв.
2. Розглянути приклади застосування теореми Харарi, а також узагальнень

теорем Захса та Швенка для знаходження характеристичних многочленiв
зважених графiв.

3. Визначити точне значення вiдновлюючого спектрального числа графiв-
циклiв 𝐶𝑛 для 5 ≤ 𝑛 ≤ 9.

4. Описати алгоритм вiдновлення вагової функцiї зваженого графа-циклу
Cn при 𝑛 ≥ 5 за спектрами трьох заданих пiдграфiв-ланцюгiв i проде-
монструвати застосування цього алгоритму на частковому прикладi.
Основнi результати дослiдження квалiфiкацiйної роботи опублiкованi у

тезах доповiдi «Вiдновлююче спектральне число графа-циклу 𝐶𝑛» на XIII
Всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих математикiв [7].
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2 Основнi означення та попереднi результати

2.1 Основнi означення з теорiї графiв

Розглянемо ключовi означення з теорiї графiв, поданi вiдповiдно до [8], що є
необхiдними для розумiння основних термiнiв та тверджень зi спектральної
теорiї графiв.

Означення 2.1. Графом (простим неорiєнтованим графом) 𝐺 називають
впорядковану пару множин (𝑉,𝐸), де 𝑉 — непорожня скiнченна множина,
а 𝐸 — довiльна пiдмножина множини всiх невпорядкованих пар рiзних еле-
ментiв множини 𝑉 . Граф 𝐺 позначають 𝐺 = (𝑉,𝐸).

Елементи множини 𝑉 називають вершинами графа 𝐺, а елементи мно-
жини 𝐸 — його ребрами. Вiдповiдно 𝑉 називають множиною вершин, а 𝐸 —
множиною ребер графа 𝐺.

Якщо необхiдно уточнити, про вершини та ребра якого графа йде мова,
будемо використовувати позначення 𝑉 (𝐺) та 𝐸(𝐺) для множини вершин та
множини ребер графа 𝐺 вiдповiдно.

Традицiйно ребра графа записують за допомогою круглих дужок (𝑣, 𝑤)

(або просто 𝑣𝑤).

Означення 2.2. Якщо 𝑒 = (𝑣, 𝑤) — ребро графа, то вершини 𝑣 i 𝑤 називають
кiнцями ребра 𝑒. У цьому разi кажуть, що ребро 𝑒 з’єднує вершини 𝑣 i 𝑤.

Приклад 2.3. Як приклад розглянемо граф 𝐺, зображений на рисунку 1.
𝑉 (𝐺) = {1, 2, 3, 4} є множиною вершин графа 𝐺. Множина ребер графа
𝐸(𝐺) = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (3, 4)} складається iз пар вершин, якi
є кiнцями ребер графа 𝐺.

1

2

3

4

Рис. 1: Граф 𝐺.
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Означення 2.4. Якщо (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸, то вершини 𝑣 i 𝑤 графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) назива-
ються сумiжними (позначатимемо 𝑣 ∼ 𝑤), iнакше вершини 𝑣 i 𝑤 несумiжнi.
Два ребра називають сумiжними, якщо вони мають спiльну вершину.

Означення 2.5. Вершину 𝑣 i ребро 𝑒 графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) називають iнци-
дентними, якщо вершина 𝑣 є кiнцем ребра 𝑒, тобто 𝑒 = (𝑣, 𝑤) для деякої
вершини 𝑤 ∈ 𝑉 .

Означення 2.6. Степенем deg 𝑣 вершини 𝑣 називають кiлькiсть iнциден-
тних їй ребер. Вершину степеня 0 називають iзольованою, а вершину степеня
1 — кiнцевою (або висячою).

Приклад 2.7. Знайдемо сумiжнi вершини, iнцидентнi ребра та степiнь для
вершини 1 графа 𝐺 (див. рисунок 1). Вершини 1 i 2, 1 i 3, 1 i 4 з’єднанi
ребрами, тому вони є сумiжними. Таким чином, ребра (1, 2), (1, 3) та (1, 4)

iнцидентнi вершинi 1. Степiнь вершини 1 дорiвнює 3, оскiльки три ребра
iнцидентнi цiй вершинi.

Означення 2.8. Граф 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) називають пiдграфом графа 𝐺 = (𝑉,𝐸),
якщо 𝑉1 ⊆ 𝑉 та 𝐸1 ⊆ 𝐸.

Означення 2.9. Iндукованим пiдграфом графа 𝐺 називається пiдграф, утво-
рений пiдмножиною вершин графа 𝐺 разом з усiма ребрами 𝐺, якi з’єднують
цi вершини.

Згiдно з [9], введемо операцiї об’єднання, перетину та доповнення графiв.

Означення 2.10. Об’єднанням графiв 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) i 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) назива-
ють граф 𝐺 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸1 ∪ 𝐸2), який позначають 𝐺 = 𝐺1 ∪𝐺2.

Означення 2.11. Перетином графiв 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) i 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) називають
граф 𝐺′ = (𝑉1 ∩ 𝑉2, 𝐸1 ∩ 𝐸2), який позначають 𝐺′ = 𝐺1 ∩𝐺2.

Означення 2.12. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸 ′) називається доповненням графа
𝐺 = (𝑉,𝐸), якщо ребро (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸 ′ тодi й тiльки тодi, коли (𝑣, 𝑤) /∈ 𝐸.

Означення 2.13. Нехай 𝐺′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′) є пiдграфом графа 𝐺 = (𝑉,𝐸). Пiд-
граф 𝐺′′ = (𝑉,𝐸 ∖ 𝐸 ′) називається доповненням графа 𝐺′ в графi 𝐺.
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Окрiм згаданих бiнарних операцiй, важливi класи пiдграфiв можна отри-
мати, видаливши з графу вершини або ребра.

Означення 2.14. Операцiя видалення вершини 𝑣 iз графа 𝐺 = (𝑉 (𝐺), 𝐸(𝐺))

полягає у видаленнi з множини вершин 𝑉 (𝐺) елемента 𝑣, а з множини ребер
𝐸(𝐺) — усiх ребер, якi iнцидентнi 𝑣. Отриманий у результатi видалення вер-
шини 𝑣 граф позначатимемо 𝐺− 𝑣 (або 𝐺− {𝑣}), де 𝑉 (𝐺− 𝑣) = 𝑉 (𝐺) ∖ {𝑣}
та 𝐸(𝐺− 𝑣) = 𝐸(𝐺) ∖ {𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) | 𝑒 iнцидентне 𝑣}.

Означення 2.15. Операцiя видалення ребра 𝑒 з графа 𝐺 = (𝑉 (𝐺), 𝐸(𝐺))

полягає у видаленнi елемента 𝑒 з множини 𝐸(𝐺), при цьому множина вершин
графа 𝐺 не змiнюється. Отриманий у результатi видалення ребра 𝑒 граф
позначатимемо 𝐺− 𝑒, де 𝑉 (𝐺− 𝑒) = 𝑉 (𝐺) та 𝐸(𝐺− 𝑒) = 𝐸(𝐺) ∖ {𝑒}.

Зауваження. Видалення довiльної множини вершин або ребер з графа 𝐺

визначається як послiдовне видалення всiх елементiв цiєї множини.

Далi введемо основнi поняття, що стосуються маршрутiв у графах, зокре-
ма шляхи, ланцюги, цикли та зв’язнiсть, вiдповiдно до [8].

Означення 2.16. Маршрутом (або шляхом) у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) називають
послiдовнiсть

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, 𝑣𝑘+1 (1)

вершин 𝑣𝑖 i ребер 𝑒𝑖 таку, що кожнi два сусiднi ребра в нiй мають спiльну
вершину, тобто 𝑒𝑖 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘.

Вершину 𝑣1 називають початком, а вершину 𝑣𝑘+1 — кiнцем шляху. Усi
iншi вершини цього шляху називають промiжними, або внутрiшнiми.

Найчастiше маршрут записують лише як послiдовнiсть вершин, що вхо-
дять до його складу, тобто замiсть послiдовностi (1) пишуть 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘+1.

Означення 2.17. Кiлькiсть 𝑘 ребер у шляху (1) називають його довжиною.

Означення 2.18. Маршрут, у якому всi ребра попарно рiзнi, називають лан-
цюгом, а той маршрут, у якому всi вершини попарно рiзнi, — простим лан-
цюгом. Простий ланцюг з 𝑛 вершинами позначимо через 𝐴𝑛.

Означення 2.19. Маршрут (1) називають замкненим, якщо 𝑣1 = 𝑣𝑘+1.
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Означення 2.20. Замкнений ланцюг називають циклом. Замкнений мар-
шрут (1) називають простим циклом, якщо всi його 𝑘 вершин рiзнi та 𝑘 ≥ 3.
Простий цикл довжиною 𝑛 позначимо через 𝐶𝑛.

Означення 2.21. Граф називається зв’язним, якщо мiж будь-якою парою
його вершин iснує деякий шлях.

Означення 2.22. Компонентою зв’язностi графа 𝐺 називають пiдграф
𝐻 ⊆ 𝐺, для якого виконуються такi умови:
(1) 𝐻 є зв’язним графом.
(2) Не iснує такого пiдграфа 𝐻 ′ ̸= 𝐻, що 𝐻 ⊊ 𝐻 ′ ⊆ 𝐺 i 𝐻 ′ є зв’язним.

Означення 2.23. Ребро, видалення якого з графа збiльшує кiлькiсть ком-
понент зв’язностi, називають мостом.

Наступнi означення, поданi вiдповiдно до [5], стосуються зважених гра-
фiв — структур, у яких кожному ребру приписано певну числову вагу, що є
важливою характеристикою в багатьох прикладних задачах теорiї графiв.

Означення 2.24. Зваженим графом G називають впорядковану пару (𝐺,𝑤),
де 𝐺 — це граф, а 𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) — вагова функцiя, яка ставить у вiд-
повiднiсть кожному ребру 𝑒 додатне число 𝑤(𝑒), яке позначатимемо 𝑤𝑒 та
називатимемо вагою ребра 𝑒.

Зважений граф G зручно зображати за допомогою дiаграми графа 𝐺,
приписуючи бiля кожного ребра 𝑒 його вагу 𝑤𝑒.

Надалi часто будемо опускати слово “зважений”, якщо з контексту зро-
зумiло, що мова йде саме про зважений граф.

Означення 2.25. Зважений граф G1 = (𝐺1, 𝑤1) називається iндукованим
пiдграфом зваженого графа G = (𝐺,𝑤), якщо 𝐺1 — iндукований пiдграф 𝐺,
i для довiльного ребра 𝑒 графа 𝐺1 виконується рiвнiсть 𝑤1(𝑒) = 𝑤(𝑒).

Приклад 2.26. На рисунку 2 зображений приклад зваженого графа. Граф
G має 4 вершини та 5 ребер, що мають ваги 𝑤12 = 𝑎1, 𝑤23 = 𝑎2, 𝑤34 = 𝑎3,
𝑤14 = 𝑎4 та 𝑤13 = 𝑎5.
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Рис. 2: Зважений граф G.

2.2 Означення iз спектральної теорiї графiв

Для подальшого розгляду спектральних властивостей зважених графiв наве-
демо ключовi означення спектральної теорiї графiв згiдно з [10].

Для кожного графа з 𝑛 вершинами можемо ототожнити множину вершин
графа з множиною натуральних чисел вiд 1 до 𝑛.

Означення 2.27. З кожним графом G = (𝐺,𝑤) та нумерацiєю його вер-
шин натуральними числами вiд 1 до 𝑛, де 𝑛 = |𝑉 (𝐺)| — кiлькiсть вершин
графа, пов’язують матрицю сумiжностi 𝐴(G) =

(︁
𝑎𝑖𝑗

)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

, де елемент 𝑎𝑖𝑗

𝑖-го рядка та 𝑗-го стовпця дорiвнює 𝑤𝑖𝑗, якщо вершини з номерами 𝑖 та 𝑗 є
сумiжними, або дорiвнює 0 для несумiжних вершин.

Зауваження. Для неорiєнтованого зваженого графа G = (𝐺,𝑤) отримаємо
𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 для всiх 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, тобто матриця сумiжностi 𝐴(G) є симетри-
чною. Також вона має нулi на головнiй дiагоналi, бо простий граф не має
петель (ребер, у яких початок та кiнець збiгаються).

Приклад 2.28. Розглянемо зважений граф-цикл C5 (див. рисунок 3).

1

2

34

5

𝑎
1

𝑎 2

𝑎3

𝑎
4

𝑎 5

Рис. 3: Зважений граф-цикл C5.
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Запишемо матрицю сумiжностi зваженого графа C5 :

𝐴(C5) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝑎1 0 0 𝑎5

𝑎1 0 𝑎2 0 0

0 𝑎2 0 𝑎3 0

0 0 𝑎3 0 𝑎4

𝑎5 0 0 𝑎4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Означення 2.29. Спектром графа G називають мультимножину власних
значень його матрицi сумiжностi 𝐴(G). Позначають 𝜎(G).

Зауваження. Оскiльки матриця сумiжностi 𝐴(G) симетрична, то спектр гра-
фа мiстить лише дiйснi числа. Також зауважимо, що спектр зваженого графа
не залежить вiд способу нумерацiї його вершин та є iнварiантом графа.

Означення 2.30. Пiдспектром графа називають спектр його iндукованого
пiдграфа.

Означення 2.31. Позначимо власнi числа матрицi сумiжностi 𝐴(G) через
𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 i розташуємо їх у незростаюючому порядку:

𝜆𝐺 = 𝜆1 ≥ . . . ≥ 𝜆𝑛.

Найбiльше власне значення 𝜆𝐺 називають iндексом графа G.

Для характеристичного многочлена матрицi сумiжностi зваженого гра-
фа G будемо використовувати таке позначення:

𝑃G(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐴(G)).

2.3 Знаходження характеристичного многочлена та

визначника матрицi сумiжностi

Для того, щоб сформулювати теореми Харарi та Захса, введемо означення
лiнiйного та каркасного пiдграфiв та ваги лiнiйного графа вiдповiдно до [11].

Означення 2.32. Лiнiйним пiдграфом графа 𝐺 називається пiдграф 𝐺, ком-
понентами зв’язностi якого є тiльки пари сумiжних вершин (з ребром, що їх
з’єднує) та простi цикли. Позначимо його через 𝐻𝑘

𝑙 , де 𝑘 — кiлькiсть вершин
цього пiдграфа, а 𝑙 — порядковий номер.
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Означення 2.33. Каркасним пiдграфом графа 𝐺 називається його лiнiйний
пiдграф, що мiстить усi вершини вихiдного графа 𝐺.

Означення 2.34. Вагою лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘
𝑙 графа 𝐺 називають добуток

ваг усiх його компонент зв’язностi. Якщо компонента зв’язностi є ребром
(𝑖, 𝑗), то її вага дорiвнює 𝑤2

𝑖𝑗, а якщо циклом, то вага дорiвнює добутку ваг
𝑤𝑖𝑗 за всiма ребрами (𝑖, 𝑗) цього циклу.

Введемо позначення, якi будемо використовувати у формулюваннях тео-
рем Харарi та Захса:

– 𝑝(𝐻𝑘
𝑙 ) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘

𝑙 , що мають
парну кiлькiсть вершин;

– 𝑟(𝐻𝑘
𝑙 ) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘

𝑙 ;
– 𝑐(𝐻𝑘

𝑙 ) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘
𝑙 , що є про-

стими циклами;
– 𝑤(𝐻𝑘

𝑙 ) — вага лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘
𝑙 .

Теорема 2.35. (Харарi [11])

Визначник матрицi сумiжностi довiльного зваженого графа G = (𝐺,𝑤) iз
𝑛 вершинами можна порахувати за такою формулою:

det𝐴(G) =
∑︁
{𝐻𝑛

𝑙 }

(−1)𝑝(𝐻
𝑛
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑛
𝑙 )𝑤(𝐻𝑛

𝑙 ), (2)

де сума обчислюється по всiх каркасних пiдграфах 𝐻𝑛
𝑙 графа G.

Теорема 2.36. (Узагальнення теореми Захса [5])

Якщо 𝑃G(𝜆) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘𝜆
𝑛−𝑘 = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆

𝑛−1 + 𝑐2𝜆
𝑛−2 + . . . + 𝑐𝑛 — характе-

ристичний многочлен зваженого графа G = (𝐺,𝑤), то його коефiцiєнти
обчислюються за формулами:
(1) 𝑐1 = 0;
(2) 𝑐2 = −

∑︁
𝑒∈𝐸(𝐺)

𝑤(𝑒)2;

(3) 𝑐𝑘 =
∑︁
{𝐻𝑘

𝑙 }

(−1)𝑟(𝐻
𝑘
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑘
𝑙 )𝑤(𝐻𝑘

𝑙 ) для 𝑘 = 1 . . . , 𝑛,

де сума обчислюється по всiх лiнiйних пiдграфах 𝐻𝑘
𝑙 графа 𝐺.
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Приклад 2.37. Для зваженого графа-циклу C5 на рисунку 3, використо-
вуючи теорему Харарi 2.35, знайдемо det(𝐴(C5)) та за допомогою теореми
Захса 2.36 знайдемо коефiцiєнти характеристичного многочлена 𝑃C5

(𝜆).
Граф 𝐶5 не має каркасних пiдграфiв, якi мiстять ребра графа як компо-

ненти зв’язностi, оскiльки вiн має непарну кiлькiсть вершин. Таким чином,
вихiдний граф 𝐶5 (див. рисунок 3) — єдиний каркасний пiдграф 𝐶5.

𝑝(𝐶5) = 0, 𝑐(𝐶5) = 1 та 𝑤(𝐶5) = 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5. За формулою (2):

det(𝐴(C5)) = (−1)𝑝(𝐶5)2𝑐(𝐶5)𝑤(𝐶5) = (−1)0 · 21 · 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5 = 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5.

Запишемо характеристичний многочлен графа 𝐶5 у виглядi:

𝑃C5
(𝜆) = 𝜆5 + 𝑐1𝜆

4 + 𝑐2𝜆
3 + 𝑐3𝜆

2 + 𝑐4𝜆+ 𝑐5.

За теоремою Захса 2.36:
𝑐1 = 0;
𝑐2 = −

∑︁
𝑒∈𝐸(𝐶5)

𝑤(𝑒)2 = −(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25).

Зауважимо, що для довiльної матрицi 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 вiльний коефiцiєнт хара-
ктеристичного многочлена дорiвнює (−1)𝑛 det(𝐴). Звiдси маємо:

𝑐5 = (−1)5 det(𝐴(C5)) = −2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5.
Коефiцiєнти 𝑐3 та 𝑐4 знайдемо за формулою:

𝑐𝑘 =
∑︁
{𝐻𝑘

𝑙 }

(−1)𝑟(𝐻
𝑘
𝑙 )2𝑐(𝐻

𝑘
𝑙 )𝑤(𝐻𝑘

𝑙 ), 𝑘 = 3, 4.

𝐶5 не має лiнiйних пiдграфiв з трьома вершинами, оскiльки єдинi лiнiйнi
пiдграфи на трьох вершинах це цикли 𝐶3. Таким чином, 𝑐3 = 0.

Розглянемо всi лiнiйнi пiдграфи з чотирма вершинами (див. рисунок 4).

1

2

34

𝑎
1

𝑎3

(а) 𝐻4
1

1

2

4

5

𝑎
1

𝑎
4

(б) 𝐻4
2

2

34

5

𝑎 2

𝑎
4

(в) 𝐻4
3
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1
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3

5

𝑎 2

𝑎 5

(г) 𝐻4
4

1

34

5

𝑎3

𝑎 5

(д) 𝐻4
5

Рис. 4: Лiнiйнi пiдграфи на чотирьох вершинах графа 𝐶5.

Оскiльки структури графiв однаковi (вони є iзоморфними), маємо:

𝑟(𝐻4
1) = 𝑟(𝐻4

2) = 𝑟(𝐻4
3) = 𝑟(𝐻4

4) = 𝑟(𝐻4
5) = 2,

𝑐(𝐻4
1) = 𝑐(𝐻4

2) = 𝑐(𝐻4
3) = 𝑐(𝐻4

4) = 𝑐(𝐻4
5) = 0.

Обчислимо коефiцiєнт 𝑐4:

𝑐4 = (−1)2 · 20 · (𝑤(𝐻4
1) + 𝑤(𝐻4

2) + 𝑤(𝐻4
3) + 𝑤(𝐻4

4) + 𝑤(𝐻4
5)) =

= 𝑎21𝑎
2
3 + 𝑎21𝑎

2
4 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎22𝑎

2
5 + 𝑎23𝑎

2
5.

Отримаємо характеристичний многочлен циклу 𝐶5:

𝑃C5
(𝜆) = 𝜆5 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25)𝜆

3+

+ (𝑎21𝑎
2
3 + 𝑎21𝑎

2
4 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎22𝑎

2
5 + 𝑎23𝑎

2
5)𝜆− 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5.

2.4 Формули Швенка для зважених графiв

Сформулюємо узагальнення та наслiдки формул Швенка [12], що встановлю-
ють спiввiдношення мiж характеристичними многочленами зваженого графа
G i його пiдграфiв.

Теорема 2.38. [5] Нехай 𝑣 — вершина зваженого графа G. Позначимо через
𝐶(𝑣) множину циклiв, якi мiстять вершину 𝑣. Тодi справджується таке
спiввiдношення для 𝑃G(𝜆):

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)−
∑︁
𝑢∼𝑣

𝑤2
𝑢𝑣𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆)− 2

∑︁
𝑍∈𝐶(𝑣)

𝑤(𝑍)𝑃G−𝑉 (𝑍)(𝜆).
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Наслiдок 2.39. (Розклад за висячою вершиною [5])

Якщо 𝑣 — висяча вершина графа G та вершини 𝑢 та 𝑣 є сумiжними, то
справджується рiвнiсть:

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)− 𝑤2
𝑢𝑣𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆) (3)

Теорема 2.40. [5] Нехай 𝑢𝑣 — ребро графа G, а 𝐶(𝑢𝑣) — множина циклiв,
якi мiстять ребро 𝑢𝑣. Тодi характеристичний многочлен графа G задоволь-
няє рiвнiсть:

𝑃G(𝜆) = 𝑃G−𝑢𝑣(𝜆)− 𝑤(𝑢𝑣)2𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆)− 2
∑︁

𝑍∈𝐶(𝑢𝑣)

𝑤(𝑍)𝑃G−𝑉 (𝑍)(𝜆).

Наслiдок 2.41. (Розклад за мостом [5])

Нехай граф G мiстить ребро 𝑒 = 𝑢𝑣, яке є мостом. При видаленнi цього
ребра граф розпадається на два пiдграфи G1 та G2, де 𝑢 є вершиною пiд-
графа 𝐺1, а 𝑣 є вершиною пiдграфа 𝐺2. Тодi характеристичний многочлен
графа G задовольняє рiвнiсть:

𝑃G(𝜆) = 𝑃G1
(𝜆)𝑃G2

(𝜆)− 𝑤(𝑒)2𝑃G1−𝑣(𝜆)𝑃G2−𝑢(𝜆).

Приклад 2.42. Для зваженого графа-циклу A4 на рисунку 5 знайдемо хара-
ктеристичний многочлен 𝑃A4(𝜆), використовуючи наслiдок з формули Швен-
ка 2.39.

1 2 3 4
𝑎1 𝑎2 𝑎3

Рис. 5: Зважений граф-ланцюг A4.

Оскiльки 4 є висячою вершиною графа A4 та вершини 4 та 3 сумiжнi, то
за формулою (3) отримаємо:

𝑃A4
(𝜆) = 𝜆𝑃A4−{4}(𝜆)− 𝑤2

34𝑃A4−{3,4}(𝜆) = 𝜆𝑃A3
(𝜆)− 𝑎23𝑃A2

(𝜆) (4)

Розглянемо граф-ланцюг A3 (див. рисунок 6), утворений внаслiдок вида-
лення вершини 4 з графа A4.

1 2 3
𝑎1 𝑎2

Рис. 6: Зважений граф-ланцюг A3.
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Аналогiчно, розпишемо 𝑃A3
(𝜆) за формулою Швенка (3) (3 висяча вер-

шина, яка сумiжна з вершиною 2):

𝑃A3
(𝜆) = 𝜆𝑃A3−{3}(𝜆)−𝑤2

23𝑃A3−{2,3}(𝜆) = 𝜆𝑃A2
(𝜆)−𝑎22𝑃A1

(𝜆) = 𝜆𝑃A2
(𝜆)−𝑎22𝜆.

Пiдставимо значення 𝑃A3
(𝜆) в формулу (4) та отримаємо:

𝑃A4
(𝜆) = 𝜆

(︀
𝜆𝑃A2

(𝜆)− 𝜆𝑎22
)︀
− 𝑎23𝑃A2

(𝜆) =
(︀
𝜆2 − 𝑎23

)︀
𝑃A2

(𝜆)− 𝜆2𝑎22 (5)

Залишилось обчислити коефiцiєнти характеристичного многочлена графа
A2 на рисунку 7, утвореного внаслiдок видалення вершини 3 з графа A3.

1 2
𝑎1

Рис. 7: Зважений граф A2.

Нехай 𝑃A2
(𝜆) = 𝜆2 + 𝑐1𝜆 + 𝑐2. Тодi за теоремою Захса 2.36 маємо: 𝑐1 = 0

та 𝑐2 = −𝑎21. Отже, 𝑃A2
(𝜆) = 𝜆2 − 𝑎21.

Пiдставивши 𝑃A2
(𝜆) в рiвнiсть (5) отримаємо:

𝑃A4
(𝜆) =

(︀
𝜆2 − 𝑎23

)︀ (︀
𝜆2 − 𝑎21

)︀
− 𝜆2𝑎22 = 𝜆4 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23)𝜆

2 + 𝑎21𝑎
2
3 (6)

2.5 Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi наведено основнi термiни з теорiї графiв, означення та
твердження зi спектральної теорiї графiв, що безпосередньо стосуються ква-
лiфiкацiйної роботи: означення матрицi сумiжностi, спектра та iндексу зва-
женого графа. Крiм того, наведено теореми для обчислення визначника та
характеристичного многочлена матрицi сумiжностi зважених графiв i роз-
глянуто приклади їх використання.
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3 Оберненi спектральнi задачi на зважених

графах

Одним iз важливих напрямiв спектральної теорiї графiв є оберненi спектраль-
нi задачi, пов’язанi з вiдновленням графа або його параметрiв за спектраль-
ними даними. Детальнiший огляд таких задач наведено, зокрема у [3].

Сформулюємо задачу вiдновлення ваг зважених графiв, яку розглядати-
мемо в цьому роздiлi.

Постановка задачi. Нехай граф 𝐺 вiдомий, задача полягає в знаходжен-
нi мiнiмальної кiлькостi зв’язних iндукованих пiдграфiв графа 𝐺 таких, що за
спектрами вiдповiдних зважених iндукованих пiдграфiв G = (𝐺,𝑤) завжди
однозначно вiдновлюється вагова функцiя 𝑤 : 𝐸(𝐺) → (0,+∞).

Поставлену задачу розглядатимемо для зв’язних графiв, якi мають при-
наймнi двi вершини.

Якщо 𝜎(G) = {𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛} — спектр зваженого графа G, то характери-
стичний многочлен G можна записати у виглядi:

𝑃G(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)(𝜆− 𝜆2) · . . . · (𝜆− 𝜆𝑛) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(𝜆− 𝜆𝑖) .

З цiєї форми характеристичного многочлена випливає наступна лема.

Лема 3.1. [5] Вiдновлення ваги кожного ребра зваженого графа G за спе-
ктрами його пiдграфiв i вiдновлення за характеристичними многочленами
цих пiдграфiв є еквiвалентними задачами.

3.1 Вiдновлююче спектральне число 𝑆𝑟𝑛(𝐺)

Означення 3.2. [5] Вiдновлюючим спектральним числом 𝑆𝑟𝑛(𝐺) назива-
ється мiнiмальна кiлькiсть iндукованих зв’язних пiдграфiв 𝐺 таких, що за
спектрами вiдповiдних зважених iндукованих пiдграфiв завжди однозначно
вiдновлюється вагова функцiя зваженого графа G.

Для будь-якого зв’язного графа 𝐺 з принаймнi двома вершинами нижня
оцiнка 𝑆𝑟𝑛(𝐺) дорiвнює 1, i вона досягається у випадку, коли спектр графа
G однозначно вiдновлює свої ваги. Прикладом такого графа є A2 — ребро,
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що з’єднує двi вершини. Його спектр дорiвнює 𝜎(A2) = {−𝑤,𝑤}, i за ним
можна однозначно вiдновити вагу ребра.

Будь-який зважений граф можна вiдновити, знаючи спектри пiдграфiв,
що є його ребрами, тому 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ |𝐸(𝐺)| [13].

Для будь-якого зваженого графа G виникають двi задачi:
1) знайти такий набiр пiдспектрiв, за яким можна вiдновити всi ваги графа;
2) знайти точне значення вiдновлюючого спектрального числа 𝑆𝑟𝑛(𝐺).

3.2 Задача вiдновлення ваг для графа-циклу Cn

У роботi [6] були доведенi наступнi твердження щодо точних значень вiднов-
люючого спектрального числа графiв-циклiв 𝐶3 та 𝐶4, а у роботi [5] наведена
його верхня оцiнка для графiв-циклiв 𝐶𝑛 для 𝑛 ≥ 5.

Твердження 3.3. [6] 𝑆𝑟𝑛(𝐶3) = 3 та 𝑆𝑟𝑛(𝐶4) = 4, а ваговi функцiї зва-
жених графiв-циклiв C3 та C4 можна вiдновити за спектрами зважених
пiдграфiв, що є ребрами вихiдних графiв 𝐶3 та 𝐶4 вiдповiдно.

Твердження 3.4. [5] Для вiдновлення 𝐶𝑛 для 𝑛 ≥ 5 достатньо таких
трьох пiдспектрiв: 𝜎(Cn − {2}), 𝜎(Cn − {2, 3}) i 𝜎(Cn − {5, . . . , 𝑛}).

Таким чином, з твердження 3.4 отримаємо:

𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) ≤ 3 для 𝑛 ≥ 5.

Щоб знайти точне значення вiдновлюючого спектрального числа графа-
циклу 𝐶𝑛, де 𝑛 ≥ 5, потрiбно вiдповiсти на запитання:

Чи можна вiдновити ваги графа-циклу Cn за спектрами тiльки двох
зв’язних iндукованих пiдграфiв?

Зауваження. Для вiдновлення всiх ваг Cn об’єднання цих двох пiдграфiв
має дорiвнювати 𝐶𝑛.

Розглянемо поставлену задачу для зваженого графа Cn = (𝐶𝑛, 𝑤). Про-
нумеруємо його вершини вiд 1 до 𝑛, тобто 𝑉 (𝐶𝑛) = {1, 2, . . . , 𝑛}. Вагу ребра,
що з’єднує вершини 𝑖 та 𝑖 + 1, позначимо 𝑎𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 1, через 𝑎𝑛

позначимо вагу ребра, що з’єднує вершини 1 та 𝑛.
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Розглянемо всi можливi пари зв’язних iндукованих пiдграфiв графа-циклу
𝐶𝑛. Кожен пiдграф є або самим циклом, або ланцюгом. Цi пари можна подi-
лити на чотири типи:
1. 𝐶𝑛 i 𝐴𝑘, де 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1.
2. 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, якi не мають спiльних ребер, де 3 ≤ 𝑘,𝑚 ≤ 𝑛−1 i 𝑚 = 𝑛−𝑘+2.
3. 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, якi мають спiльнi ребра лише на одному кiнцi.
4. 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, якi перетинаються по ребрах на обох кiнцях.

Розглянемо випадки 1 та 2 для будь-якого 𝑛 ≥ 5 та покажемо, що двох
пiдграфiв таких типiв недостатньо для вiдновлення ваг Cn.

1. 𝐶𝑛 i 𝐴𝑘, де 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1.
Без обмеження загальностi розглянемо ланцюг 𝐴𝑘 на вершинах 1, 2, . . . , 𝑘.
Розглянемо два випадки, де пiдграфи мають рiзнi ваговi функцiї, але

однаковi характеристичнi многочлени. Для графа Cn на рисунку 8 при 𝑘 ̸= 2

задамо вагову функцiю таким чином:

𝑎𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 2,

𝑏, 𝑖 = 𝑘 − 1 або 𝑖 = 𝑘,

𝑐, 𝑖 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑛;

де 𝑎 ̸= 𝑏

Тодi для графа C′
n на рисунку 8 задамо ваги:

𝑎𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎, 𝑖 = 2, . . . , 𝑘 − 1,

𝑏, 𝑖 = 1 або 𝑖 = 𝑛,

𝑐, 𝑖 = 𝑘, . . . , 𝑛− 1;

де 𝑎 ̸= 𝑏

Зазначимо, що у випадку 𝑘 = 2, тобто коли розглядаються пiдграфи 𝐶𝑛

та 𝐴2, вагова функцiя графа Cn має такий вигляд: 𝑎1 = 𝑎, 𝑎2 = 𝑏 та 𝑎𝑖 = 𝑐

для 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, де 𝑏 ̸= 𝑐. Тодi для графа C′
n матимемо такi ваги: 𝑎1 = 𝑎, 𝑎𝑛 = 𝑏

та 𝑎𝑖 = 𝑐 для 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1.
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Рис. 8: 𝐶𝑛 i 𝐴𝑘, 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1.

Помiтимо, що граф C′
n на рисунку 8 можна отримати з графа Cn пере-

нумерувавши вiд 1 до 𝑛 вершини вiд 𝑘 до 𝑘 + 1 проти годинникової стрiлки,
тобто (𝑘− 𝑙) → (𝑙+1), 𝑙 = 0, . . . , 𝑘−1 та (𝑘+ 𝑙) → (𝑛− 𝑙+1), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛−𝑘.

Оскiльки спектр та характеристичний многочлен зваженого графа не за-
лежать вiд способу нумерацiї вершин, тому вiдповiднi зваженi пiдграфи Ak та
Cn графiв Cn та C′

n на рисунку 8 мають однаковi характеристичнi многочле-
ни. Отже, цих пiдспектрiв недостатньо, щоб однозначно вiдновити значення
всiх ваг графа Cn.

2. 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, якi не мають спiльних ребер, де 3 ≤ 𝑘,𝑚 ≤ 𝑛−1 i 𝑚 = 𝑛−𝑘+2.
Без обмеження загальностi розглянемо ланцюг 𝐴𝑘 на вершинах 1, 2, . . . , 𝑘

та ланцюг 𝐴𝑚 на вершинах 𝑘, 𝑘 + 1, . . . , 𝑛, 1 (див. рисунок 9).
Для графа Cn на рисунку 9 задамо ваги таким чином: 𝑎𝑖 = 𝑎 для всiх

𝑖 ̸= 𝑘 − 1 та 𝑖 ̸= 𝑛 та 𝑎𝑘−1 = 𝑎𝑛 = 𝑏, де 𝑎 ̸= 𝑏. Тодi для графа C′
n на рисунку

9 задамо: 𝑎𝑖 = 𝑎, для всiх 𝑖 ̸= 1 та 𝑖 ̸= 𝑘 та 𝑎1 = 𝑎𝑘 = 𝑏.
Ланцюг Ak графа C′

n можна отримати з вiдповiдного ланцюга Ak графа
Cn, перенумерувавши вершини вiд 1 до 𝑘 в зворотному порядку, тобто
𝑙 → (𝑘 − 𝑙 + 1), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 (див. рисунок 9). Аналогiчно можемо зробити
для ланцюга 𝐴𝑚.
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Рис. 9: 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, 3 ≤ 𝑘,𝑚 ≤ 𝑛− 1.

Таким чином, вiдповiднi пiдграфи Ak та Am графiв Cn та C′
n на рисунку

9 мають однаковi характеристичнi многочлени. Тому їхнiх спектрiв недоста-
тньо, щоб однозначно вiдновити вагову функцiю графа Cn.

3. 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, якi мають спiльнi ребра лише на одному кiнцi.
Надалi позначатимемо через 𝐴𝑘∖𝐴𝑚 пiдграф, що є доповненням пiдграфа

𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 у графi 𝐴𝑘, тобто 𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚) = 𝐸(𝐴𝑘) ∖ 𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚).
Подiлимо випадок 3 на три пiдвипадки:

3.1. |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| ≤ min (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|), тобто кiлькiсть ребер,
спiльних для обох ланцюгiв, не перевищує кiлькiсть ребер, що належать
лише коротшому ланцюгу.

3.2. |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| > min (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|) та
|𝐸(𝐴𝑘 ∩𝐴𝑚)| ≤ max (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|), тобто кiлькiсть ребер,
спiльних для обох ланцюгiв, бiльша за кiлькiсть ребер, що належать ли-
ше коротшому ланцюгу, але не перевищує кiлькiсть ребер, що належать
тiльки довшому ланцюгу.

3.3. |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| > max (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|).
Розглянемо пiдвипадок 3.1 для довiльного 𝑛 ≥ 5:
3.1. |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| ≤ min (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|).
Без обмеження загальностi розглянемо ланцюг 𝐴𝑘 на вершинах 1, 2, . . . , 𝑘

i ланцюг 𝐴𝑚 на вершинах 𝑙, 𝑙+1, . . . , 𝑛, 1, де 𝑙 = 𝑛−𝑚+2 (див. рисунок 10).
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Тодi кiлькiсть ребер в перетинi ланцюгiв 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚 дорiвнює 𝑘 − 𝑙. Позначимо
цю кiлькiсть через 𝑝, тобто |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| = 𝑝 = 𝑘 − 𝑙 ≥ 1.
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Рис. 10: 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, де |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| ≤ min (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|).

Для графа Cn на рисунку 10 задамо ваги таким чином: 𝑎𝑖 = 𝑏, якщо ребро
{𝑖, 𝑖+ 1} ∈ 𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚), тобто 𝑖 = 𝑙, 𝑙 + 1, . . . , 𝑘 − 1; iнакше 𝑎𝑖 = 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏.

Використовуючи iдею перенумерування вершин ланцюгiв 𝐴𝑘 та 𝐴𝑚 у зво-
ротному напрямку, задамо ваги графа C′

n таким чином: 𝑎𝑖 = 𝑏 для всiх
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 або 𝑛 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, iнакше 𝑎𝑖 = 𝑎. Характеристичнi много-
члени зважених ланцюгiв пiсля такої перенумерацiї не змiняться, але ваговi
функцiї є рiзними, тому однозначно вiдновити ваги не вдасться.

Далi розглянемо пiдвипадок 3.2 для довiльного 𝑛 ≥ 5.
3.2. |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| > min (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|) та

|𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| ≤ max (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|).
Розглянемо ланцюг 𝐴𝑘 на вершинах 1, 2, . . . , 𝑘 i ланцюг 𝐴𝑚 на вершинах

𝑙, 𝑙+1, . . . , 𝑛, 1, де 𝑙 = 𝑛−𝑚+2 (див. рисунок 11). Без обмеження загальностi
вважатимемо, що 𝑘 > 𝑚, тодi |𝐸(𝐴𝑘∖𝐴𝑚)| > |𝐸(𝐴𝑚∖𝐴𝑘)|, а умову 3.2 можна
переписати у виглядi: |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)| < |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| ≤ |𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|.

Нехай 𝑝 — кiлькiсть ребер, що є спiльними для обох ланцюгiв, тобто
|𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| = 𝑝 = 𝑘 − 𝑙 ≥ 1. Тодi через 𝑟 позначимо рiзницю мiж кiль-
кiстю ребер, що належать обом ланцюгам, та кiлькiстю ребер, що належать
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лише коротшому з них: 𝑟 = |𝐸(𝐴𝑘∩𝐴𝑚)|−|𝐸(𝐴𝑚∖𝐴𝑘)| = 𝑝−|𝐸(𝐴𝑚∖𝐴𝑘)| ≥ 1.
Зауважимо, що 𝑙 − 1 > 𝑟, оскiльки:

𝑙 − 1 = |𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)| ≥ |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| > |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| − |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)| = 𝑟.

Задамо ваги ребер графа Cn на рисунку 11: 𝑎𝑖 = 𝑏 для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 або
𝑙 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1, iнакше 𝑎𝑖 = 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏. Тодi для графа C′

n на рисунку 11
вагова функцiя має вигляд: 𝑎𝑖 = 𝑏 для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 або 𝑛−𝑝+1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, iнакше
𝑎𝑖 = 𝑎.
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Рис. 11: 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, де |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)| < |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| ≤ |𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|.

За такого задання ваг вiдповiднi пiдграфи Ak та Am графiв Cn i C′
n,

зображених на рисунку 11, матимуть однаковi характеристичнi многочлени,
але рiзнi ваговi функцiї. Отже, спектрiв Ak i Am недостатньо для однозна-
чного вiдновлення вагової функцiї графа-циклу Cn.

Пiдвипадок 3.3 є складнiшим, тому розглянемо його окремо для графiв-
циклiв 𝐶𝑛, де 5 ≤ 𝑛 ≤ 9.

4. 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, якi перетинаються по ребрах на обох кiнцях.
Подiлимо випадок 4 на два пiдвипадки.

4.1. Кiлькiсть ребер у двох компонентах зв’язностi 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 рiвна.
4.2. Кiлькiсть ребер у двох компонентах зв’язностi 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 рiзна.
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Розглянемо пiдвипадок 4.1 для довiльного 𝑛 ≥ 5:
4.1. Кiлькiсть ребер у двох компонентах зв’язностi 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 рiвна.
Без втрати загальностi розглянемо ланцюг 𝐴𝑘 на вершинах 1, 2, . . . , 𝑘 та

ланцюг 𝐴𝑚 на вершинах 𝑝, 𝑝+1, . . . , 𝑛, 1, . . . , 𝑙−1, 𝑙 (див. рисунок 12). Оскiль-
ки кiлькiсть ребер в обох компонентах зв’язностi 𝐴𝑘∩𝐴𝑚 рiвна, то 𝑘−𝑝 = 𝑙−1.

Для побудови контрприкладу використаємо iдею симетрiї: задамо ваги
всiх ребер першої компоненти зв’язностi 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 графа Cn рiвними 𝑏, а
ваги ребер другої компоненти — 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Щоб побудувати зважений граф
C′

n з вiдмiнною ваговою функцiєю, достатньо помiняти значення ваг 𝑏 та 𝑐

мiсцями. Завдяки умовi 4.1, така перестановка можлива, а симетрiя гарантує,
що спектри ланцюгiв Ak та Am залишаться незмiнними.
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Рис. 12: 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, для яких кiлькiсть ребер у двох компонентах зв’язностi
𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 рiвна.

Отже, для графа Cn на рисунку 12 вагова функцiя має вигляд:

𝑎𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑙 − 1

𝑐, 𝑖 = 𝑝, 𝑝+ 1, . . . , 𝑘 − 1

𝑎, iнакше;

де 𝑏 ̸= 𝑐
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Для графа C′
n на рисунку 12 вагова функцiя визначається так:

𝑎𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑐, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑙 − 1

𝑏, 𝑖 = 𝑝, 𝑝+ 1, . . . , 𝑘 − 1

𝑎, iнакше;

де 𝑏 ̸= 𝑐

Пiдвипадок 4.2 є складнiшим через рiзнi можливi комбiнацiї кiлькостi ре-
бер у кожнiй компонентi зв’язностi 𝐴𝑘∩𝐴𝑚, тому його ми розглянемо окремо
для графiв-циклiв 𝐶𝑛, де 5 ≤ 𝑛 ≤ 9.

3.2.1 Вiдновлення ваг графа-циклу C5

Для задачi вiдновлення ваг графу-циклу C5 на п’яти вершинах детальнiше
розглянемо випадки 3 та 4, у яких ланцюги перетинаються.

Для того, щоб пiдграфи-ланцюги графа 𝐶5 перетиналися, довжина ко-
жного з них має бути бiльшою або рiвною трьом (кожен iндукований ланцюг
не може мати бiльше п’яти вершин) та об’єднання цих ланцюгiв має дорiв-
нювати 𝐶5. Таким чином, єдиний випадок, який залишилося розглянути, —
це два пiдграфи-ланцюги 𝐴4, що перетинаються по одному ребру. Це є час-
тковим випадком 3.1, але для бiльшої наочностi розглянемо його детальнiше
та наведемо явнi формули характеристичних многочленiв.

Без обмеження загальностi розглянемо перший ланцюг 𝐴1
4 на вершинах

1, 2, 3 та 4, а другий ланцюг 𝐴2
4 на вершинах 3, 4, 5 та 1 (див. рисунок 13).
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Рис. 13: 𝐴1
4 i 𝐴2

4, що перетинаються по одному ребру.
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Для графа C5 на рисунку 13 задамо ваги 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑎 та 𝑎3 = 𝑏,
де 𝑎 ̸= 𝑏, а для графа C′

5 покладемо 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎 та 𝑎1 = 𝑎5 = 𝑏.
Знайдемо вiдповiднi характеристичнi многочлени ланцюгiв A1

4 та A2
4 гра-

фiв C5 та C′
5 та переконаємося, що вони рiвнi.

За формулою (6) з прикладу 2.42 характеристичнi многочлени пiдграфiв
A1

4 та A2
4 графа C5 дорiвнюють:

𝑃A1
4
(𝜆) = 𝑃A2

4
(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎2 + 𝑎2 + 𝑏2)𝜆2 + 𝑎2𝑏2 = 𝜆4 − (2𝑎2 + 𝑏2)𝜆2 + 𝑎2𝑏2

Для характеристичних многочленiв пiдграфiв A1
4 та A2

4 графа C′
5 маємо:

𝑃A1
4
(𝜆) = 𝑃A2

4
(𝜆) = 𝜆4 − (𝑏2 + 𝑎2 + 𝑎2)𝜆2 + 𝑏2𝑎2 = 𝜆4 − (2𝑎2 + 𝑏2)𝜆2 + 𝑎2𝑏2

Таким чином, вiдповiднi характеристичнi многочлени пiдграфiв C5 та C′
5

(див. рисунок 13) рiвнi, тому вiдповiднi пiдспектри теж збiгаються. Отже, з
явного вигляду многочленiв бачимо, що такого набору пiдспектрiв недоста-
тньо, щоб однозначно вiдновити вагову функцiю графа C5.

Проаналiзувавши всi випадки з двох iндукованих пiдграфiв графа-циклу
𝐶5, можемо зробити висновок, що двох пiдспектрiв недостатньо для вiднов-
лення вагової функцiї C5. Звiдси отримуємо теорему 3.5.

Теорема 3.5. 𝑆𝑟𝑛(𝐶5) = 3.

3.2.2 Вiдновлення ваг графа-циклу C6

Розглянемо випадки 3 та 4 для задачi вiдновлення ваг графа-циклу C6.
Для випадку 3, коли два пiдграфи-ланцюги перетинаються з одного боку,

можливi такi пари iндукованих зв’язних пiдграфiв графа 𝐶6:
1. 𝐴4 i 𝐴5, що перетинаються по одному ребру.
2. Два 𝐴5, що перетинаються по двох ребрах.

1. 𝐴4 i 𝐴5, що перетинаються по одному ребру.
Помiтимо, що |𝐸(𝐴4 ∩ 𝐴5)| = 1, |𝐸(𝐴4 ∖ 𝐴5)| = 2 та |𝐸(𝐴5 ∖ 𝐴4)| = 3,

тому 1 = |𝐸(𝐴4 ∩ 𝐴5)| ≤ min (|𝐸(𝐴4 ∖ 𝐴5)|, |𝐸(𝐴5 ∖ 𝐴4)|) = min(2, 3) = 2.
Отже, маємо частковий випадок ситуацiї 3.1, яка вже була розглянута для
довiльного 𝑛 ≥ 5.
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2. Два 𝐴5, що перетинаються по двох ребрах. Аналогiчно до попереднього
випадку, цей варiант є частковим випадком ситуацiї 3.1, бо |𝐸(𝐴1

5 ∩ 𝐴2
5)| =

= |𝐸(𝐴1
5 ∖ 𝐴2

5)| = |𝐸(𝐴2
5 ∖ 𝐴1

5)| = 2.
Розглянемо випадок 4, коли два пiдграфи-ланцюги перетинаються з обох

бокiв. Для графу-циклу 𝐶6 можлива одна така пара з двох iндукованих пiд-
графiв 𝐴6, що перетинаються по одному ребру з обох бокiв. Оскiльки кiль-
кiсть ребер в двох компонент зв’язностi графу-перетину цих ланцюгiв рiвна
1, то така пара пiдграфiв є частковим випадком ситуацiї 4.1, що була роз-
глянута для довiльного 𝑛 ≥ 5.

Отже, пiсля розгляду всiх можливих пар iндукованих пiдграфiв зваже-
ного графа-циклу C6 було показано, що двох пiдспектрiв недостатньо для
вiдновлення вагової функцiї цього графа. Маємо теорему 3.6.

Теорема 3.6. 𝑆𝑟𝑛(𝐶6) = 3.

3.2.3 Вiдновлення ваг графа-циклу C7

Розглянемо поставлену задачу для зваженого графа-циклу C7 на семи вер-
шинах та покажемо, що двох пiдспектрiв недостатньо для вiдновлення вагової
функцiї графа. Для цього проаналiзуємо окремi пiдвипадки 3.3 та 4.2, якi
залишилися поза межами загального розгляду.

Випишемо такi варiанти з двох пiдграфiв:
1. Два 𝐴6, що мають три спiльнi ребра на одному з кiнцiв (випадок 3.3).
2. Два 𝐴6, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох

ребрах на iншому кiнцi (випадок 4.2).
Проаналiзуємо цi випадки та наведемо приклади двох графiв, для яких

спектри вiдповiдних пiдграфiв рiвнi, але ваговi функцiї вiдрiзняються.
1. Два 𝐴6, що мають три спiльнi ребра на одному з кiнцiв.
Розглянемо перший ланцюг 𝐴1

6 на вершинах 1, 2, 3, 4, 5 та 6, а другий
ланцюг 𝐴2

6 на вершинах 3, 4, 5, 6, 7 та 1 (див. рисунок 14).
Для графа C7 на рисунку 14 задамо ваги: 𝑎1 = 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑎7 = 𝑏 i

𝑎2 = 𝑎6 = 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏. Тодi для графа C′
7 покладемо: 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎5 =

= 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑏 i 𝑎4 = 𝑎.
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Рис. 14: 𝐴1
6 i 𝐴2

6, що мають три спiльнi ребра на одному з кiнцiв.

2. Два 𝐴6, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох
ребрах на iншому кiнцi.

Розглянемо перший ланцюг 𝐴1
6 на вершинах 1, 2, 3, 4, 5 та 6, а другий

ланцюг 𝐴2
4 на вершинах 4, 5, 6, 7, 1 та 2 (див. рисунок 15).

Для графа C7 на рисунку 15 задамо ваги: 𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎7 = 𝑏

та 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Тодi для графа C′
7 вагова функцiя матиме вигляд:

𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎, 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑏 та 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎7 = 𝑐.
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Рис. 15: 𝐴1
6 i 𝐴2

6, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
двох ребрах на iншому кiнцi.
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У двох розглянутих випадках, завдяки симетрiї, спектри вiдповiдних лан-
цюгiв збiгаються, тому їх недостатньо для однозначного вiдновлення ваг графа-
циклу C7.

Аналогiчно, як для графiв-циклiв 𝐶5 та 𝐶6 отримуємо теорему 3.7 про
точне значення вiдновлюючого спектрального числа графа 𝐶7.

Теорема 3.7. 𝑆𝑟𝑛(𝐶7) = 3.

3.2.4 Вiдновлення ваг графа-циклу C8

Для задачi вiдновлення вагової функцiї графа-циклу C8 зосередимо увагу
на випадках 3.3 i 4.2, якi не були охопленi загальним пiдходом. Розглянемо
такi варiанти пар пiдграфiв окремо та покажемо, що вiдповiдних пiдспектрiв
недостатньо для однозначного вiдновлення ваг графа C8.

Випишемо варiанти з двох пiдграфiв, якi ще не були розглянутi:
1. Два 𝐴7, що мають чотири спiльнi ребра на одному з кiнцiв (випадок 3.3).
2. 𝐴6 i 𝐴7, що перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох

ребрах на iншому кiнцi (випадок 4.2).
3. Два 𝐴7, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по трьох

ребрах на iншому кiнцi (випадок 4.2).
Розглянемо зазначенi випадки та побудуємо приклади зважених графiв,

якi мають однаковi характеристичнi многочлени вiдповiдних пiдграфiв, але
рiзнi ваговi функцiї.

1. Два 𝐴7, що мають чотири спiльнi ребра на одному з кiнцiв.
Розглянемо перший ланцюг 𝐴1

7, iндукований вершинами 1, 2, . . . , 7, та дру-
гий ланцюг 𝐴2

7, що проходить через вершини 3, 4, . . . , 8, 1 (див. рисунок 16).
Визначимо вагову функцiю для графа C8, зображеного на рисунку 16,

наступним чином: 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎, 𝑎3 = 𝑎7 = 𝑏 та 𝑎4 = 𝑎8 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐.
Для графа C′

8 на рисунку 16 залишимо ваги ребер 𝑎1, 𝑎2, 𝑎5 i 𝑎6 незмiнними,
а значення 𝑏 та 𝑐 помiняємо мiсцями, тобто матимемо: 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎,
𝑎4 = 𝑎8 = 𝑏 та 𝑎3 = 𝑎7 = 𝑐.
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Рис. 16: 𝐴1
7 i 𝐴2

7, що мають чотири спiльнi ребра на одному з кiнцiв.

Для наступних пiдвипадкiв 4.2 покладемо ваги ребер першої компонен-
ти зв’язностi 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 рiвними 𝑏, другої — 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Решту ваг задамо,
використовуючи iдею перенумерацiї ланцюгiв у зворотному напрямку.

2. 𝐴6 i 𝐴7, що перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох
ребрах на iншому кiнцi.

Нехай 𝐴6 — це ланцюг, iндукований вершинами 1, 2, . . . , 6, а 𝐴7 — ланцюг
на вершинах 4, 5, . . . , 8, 1 та 2 (див. рисунок 17).
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Рис. 17: 𝐴6 i 𝐴7, що перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
двох ребрах на iншому кiнцi.
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Задамо вагову функцiю для графа C8 на рисунку 17: 𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑎,
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎8 = 𝑏 та 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Аналогiчно до попереднього
випадку, для графа C′

8, зображеного на тому ж рисунку, залишимо тi самi
ваги для ребер 𝑎3, 𝑎6 та 𝑎7, але помiняємо мiсцями значення 𝑏 та 𝑐, тобто
покладемо: 𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑎, 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑏 та 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎8 = 𝑐.

3. Два 𝐴7, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по трьох
ребрах на iншому кiнцi.

Розглянемо два ланцюги у графi C8: перший ланцюг 𝐴1
7, iндукований

множиною вершин 1, 2, . . . , 7, та другий ланцюг 𝐴2
7, побудований на вершинах

4, 5, . . . , 8, 1 та 2 (див. рисунок 18).
Для графа C8 на рисунку 18 визначимо ваги ребер: 𝑎2 = 𝑎8 = 𝑎,

𝑎1 = 𝑎3 = 𝑎7 = 𝑏 та 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Тодi для графа C′
8 покладемо:

𝑎5 = 𝑎, 𝑎4 = 𝑎6 = 𝑏 та 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎7 = 𝑎8 = 𝑐.
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Рис. 18: 𝐴1
7 i 𝐴2

7, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
трьох ребрах на iншому кiнцi.

Оскiльки спектр зваженого графа є його iнварiантом та не залежить вiд
способу нумерацiї вершин, у всiх розглянутих варiантах пiдспектри ланцю-
гiв збiгаються. Отже, вагову функцiю графа-циклу C8 не можна однозначно
вiдновити за двома пiдспектрами. Отримуємо теорему 3.8.

Теорема 3.8. 𝑆𝑟𝑛(𝐶8) = 3.
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3.2.5 Вiдновлення ваг графа-циклу C9

Для зваженого графа-циклу C9 розглянемо поставлену задачу. Аналогiчно
до задач вiдновлення для зважених графiв C7 та C8, залишилося розглянути
випадки 3.3 та 4.2.

Розглянемо всi комбiнацiї двох пiдграфiв, що вiдповiдають випадку 3.3,
тобто таких ланцюгiв 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, якi перетинаються на одному з кiнцiв i для
яких виконується умова: |𝐸(𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚)| > max (|𝐸(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑚)|, |𝐸(𝐴𝑚 ∖ 𝐴𝑘)|).
Можливi такi випадки:
1. 𝐴7 i 𝐴8, якi мають чотири спiльнi ребра на одному з кiнцiв.
2. Два 𝐴8, що мають п’ять спiльних ребер на одному з кiнцiв.

Для цих випадкiв покажемо, що спектрiв пiдграфiв таких типiв недоста-
тньо для вiдновлення ваг графа-циклу C9.

1. 𝐴7 i 𝐴8, якi мають чотири спiльнi ребра на одному з кiнцiв.
Без обмеження загальностi, нехай ланцюг 𝐴7 є iндукованим пiдграфом,

який утворений вершинами 1, 2, . . . , 7. Тодi ланцюг 𝐴8 проходить через вер-
шини 3, 4, . . . , 9, 1 (див. рисунок 19).

Визначимо ваги графа C9 на рисунку 19 так: 𝑎2 = 𝑎7 = 𝑎, а всi iншi ваги
𝑎𝑖 = 𝑏 для 𝑖 ̸= 2 та 𝑖 ̸= 7, де 𝑎 ̸= 𝑏. Для графа C′

9 покладемо: 𝑎5 = 𝑎, а решта
ваг 𝑎𝑖 = 𝑏 для 𝑖 ̸= 5.
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Рис. 19: 𝐴7 i 𝐴8, якi мають чотири спiльнi ребра на одному з кiнцiв.
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2. Два 𝐴8, що мають п’ять спiльних ребер на одному з кiнцiв.
Розглянемо пiдграфи-ланцюги 𝐴1

8 та 𝐴2
8 графа-циклу C9, зображенi на

рисунку 20.
Для графа C9 на рисунку 20 задамо вагову функцiю таким чином:

𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎9 = 𝑎, 𝑎3 = 𝑎7 = 𝑏 та 𝑎4 = 𝑎8 = 𝑐, де 𝑎 ̸= 𝑏. Тодi
для графа C′

9 на цьому ж рисунку визначимо ваги: 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑎,
𝑎1 = 𝑎5 = 𝑎9 = 𝑏 та 𝑎4 = 𝑎8 = 𝑐.
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Рис. 20: 𝐴1
8 i 𝐴2

8, що мають п’ять спiльних ребер на одному з кiнцiв.

У всiх варiантах випадку 3.3, завдяки iнварiантностi спектра, характе-
ристичнi многочлени розглянутих ланцюгiв збiгаються, тому їх недостатньо
для однозначного вiдновлення ваг графа-циклу C9.

Розглянемо всi можливi комбiнацiї двох ланцюгiв, що вiдповiдають ви-
падку 4.2, а саме таких ланцюгiв 𝐴𝑘 i 𝐴𝑚, для яких кiлькiсть ребер у двох
компонентах зв’язностi перетину 𝐴𝑘∩𝐴𝑚 є рiзною. Розрiзняємо такi випадки:
1. 𝐴6 i 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох

ребрах на iншому кiнцi.
2. Два 𝐴7, що перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох

ребрах на iншому кiнцi.
3. 𝐴7 i 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по трьох

ребрах на iншому кiнцi.
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4. Два 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по чоти-
рьох ребрах на iншому кiнцi.

5. Два 𝐴8, якi перетинаються по двох ребрах на одному кiнцi та по трьох
ребрах на iншому кiнцi.
Для наведених випадкiв доведемо, що за спектрами пiдграфiв вiдповiдних

типiв неможливо однозначно вiдновити ваги графа-циклу C9.
Для варiантiв 1, 2, 3 та 5 iдея є аналогiчною до тiєї, що була застосована

для знаходження контрприкладiв у випадку 4.2 для графа-циклу C8: ваги
ребер першої компоненти зв’язностi 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑚 покладемо рiвними 𝑏, другої —
𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Iншi ваги визначимо, спираючись на iдею перенумерацiї ланцюгiв
у зворотному напрямку, а ваги решти ребер позначимо як 𝑎.

1. 𝐴6 i 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох
ребрах на iншому кiнцi.

Розглянемо ланцюг 𝐴6 з вершинами 1, 2, . . . , 6 та ланцюг 𝐴8, iндукований
вершинами 4, 5, . . . , 9, 1 та 2 (див. рисунок 21).

Задамо вагову функцiю для графа C9, зображеного на рисунку 21:
𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑎8 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎9 = 𝑏 та 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Тодi
графа C′

9 на рисунку матимемо: 𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑎8 = 𝑎, 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑏 та
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎9 = 𝑐.
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Рис. 21: 𝐴6 i 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
двох ребрах на iншому кiнцi.
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2. Два 𝐴7, що перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по двох
ребрах на iншому кiнцi.

Нехай перший ланцюг 𝐴1
7 є iндукованим вершинами 1, 2, . . . , 7, а другий

ланцюг 𝐴2
7 — породжений вершинами 5, 6, . . . , 9, 1 та 2 (див. рисунок 22).

Для графа C9 на рисунку 22 задамо ваги: 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎7 = 𝑎8 = 𝑎,
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎9 = 𝑏 та 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Для графа C′

9 на тому ж рисунку
покладемо: 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎7 = 𝑎8 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑏 та 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎9 = 𝑐.
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Рис. 22: 𝐴1
7 i 𝐴2

7, що перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
двох ребрах на iншому кiнцi.

3. 𝐴7 i 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по трьох
ребрах на iншому кiнцi.

Розглянемо ланцюг 𝐴7, побудований на вершинах 1, 2, . . . , 7, та ланцюг
𝐴8, побудований на вершинах 4, 5, . . . , 9, 1 i 2 (див. рисунок 23).

Визначимо вагову функцiю графа C9, зображеного на рисунку 23, таким
чином: 𝑎2 = 𝑎7 = 𝑎9 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑎3 = 𝑎8 = 𝑏 та 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐.
Тодi для графа C′

9 на рисунку 23 матимемо: 𝑎5 = 𝑎7 = 𝑎, 𝑎4 = 𝑎6 = 𝑏 та
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎8 = 𝑎9 = 𝑐.



37

𝑏

𝑎

𝑏
𝑐

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏
𝑎 1

2

3

4

56

7

8

9

C9

𝑐
𝑐

𝑐

𝑏

𝑎

𝑏
𝑎

𝑐

𝑐 1
2

3

4

56

7

8

9

C′
9

Рис. 23: 𝐴7 i 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
трьох ребрах на iншому кiнцi.

4. Два 𝐴8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
чотирьох ребрах на iншому кiнцi.

Розглянемо пiдграфи-ланцюги 𝐴1
8 та 𝐴2

8 графа-циклу C9, зображенi на
рисунку 24.
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Рис. 24: 𝐴1
8 i 𝐴2

8, якi перетинаються по одному ребру на одному кiнцi та по
чотирьох ребрах на iншому кiнцi.
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Для графа C9 на рисунку 24 задамо ваги ребер так: 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎6 = 𝑎8 =

= 𝑎9 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑎4 = 𝑎7 = 𝑏 та 𝑎5 = 𝑐, де 𝑎 ̸= 𝑐. Для графа C′
9 покладемо:

𝑎2 = 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎8 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑎4 = 𝑎7 = 𝑏 та 𝑎3 = 𝑎9 = 𝑐.
5. Два 𝐴8, якi перетинаються по двох ребрах на одному кiнцi та по трьох

ребрах на iншому кiнцi.
У графi C9 розглянемо два пiдграфи-ланцюги: перший ланцюг 𝐴1

8, iнду-
кований множиною вершин 1, 2, . . . , 8, та другий ланцюг 𝐴2

8, що побудований
на вершинах 5, 6, . . . , 9, 1, 2 та 3 (див. рисунок 25).

Вагова функцiя графа C9 на рисунку 25 має такий вигляд: 𝑎4 = 𝑎8 = 𝑎,
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎9 = 𝑏 та 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑐, де 𝑏 ̸= 𝑐. Для графа C′

9 на рисунку
25 залишимо ваги ребер 𝑎4 та 𝑎8 незмiнними, а значення 𝑏 та 𝑐 помiняємо
мiсцями, тобто: 𝑎4 = 𝑎8 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎7 = 𝑏 та 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎9 = 𝑐.
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Рис. 25: 𝐴1
8 i 𝐴2

8, якi перетинаються по двох ребрах на одному кiнцi та по
трьох ребрах на iншому кiнцi.

У всiх розглянутих випадках для графа-циклу C9 вiдповiднi спектри пiд-
графiв збiгаються, оскiльки спектр зваженого графа не залежить вiд нумера-
цiї вершин. Звiдси випливає, що вагову функцiю графа-циклу C9 неможливо
однозначно вiдновити за двома пiдспектрами.

Таким чином, для довiльних графiв-циклiв були проаналiзованi випадки
1, 2, 3.1, 3.2 та 4.1. Для графiв-циклiв 𝐶𝑛, де 5 ≤ 𝑛 ≤ 9, були розглянутi всi
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можливi комбiнацiї двох пiдграфiв, зокрема окремо дослiджено випадки 3.3
та 4.2, що залишалися поза межами загального пiдходу.

На основi цього отримуємо теорему 3.9 про точне значення вiдновлюючого
спектрального числа графiв-циклiв 𝐶𝑛 для 5 ≤ 𝑛 ≤ 9.

Теорема 3.9. 𝑆𝑟𝑛(𝐶𝑛) = 3 для графа-циклу 𝐶𝑛, де 5 ≤ 𝑛 ≤ 9.

3.3 Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi розглянуто та вивчено задачу вiдновлення ваг зважених
графiв-циклiв. Проаналiзовано всi варiанти пар iндукованих зв’язних пiдгра-
фiв 𝐶𝑛 i видiлено чотири основнi випадки. Для деяких iз цих варiантiв у за-
гальному випадку при 𝑛 ≥ 5 доведено, що двох пiдграфiв вiдповiдного типу
недостатньо для однозначного вiдновлення ваг. Для решти випадкiв, дослi-
джених для графiв-циклiв 𝐶𝑛 при 5 ≤ 𝑛 ≤ 9, встановлено, що вiдновлююче
спектральне число таких графiв дорiвнює трьом (теорема 3.9).
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4 Алгоритм вiдновлення ваг графа-циклу Cn

4.1 Побудова алгоритму вiдновлення ваг графа-циклу

Повторно сформулюємо твердження 3.4 та детально розглянемо його дове-
дення, подане в [5], яке стане основою для подальшої побудови алгоритму
вiдновлення ваг графа-циклу Cn при 𝑛 ≥ 5.

Твердження 3.4. [5] Для вiдновлення 𝐶𝑛 для 𝑛 ≥ 5 достатньо таких
трьох пiдспектрiв: 𝜎(Cn − {2}), 𝜎(Cn − {2, 3}) i 𝜎(Cn − {5, . . . , 𝑛}).

Доведення. Розглянемо зважений граф-цикл Cn та його пiдграфи-ланцюги
Cn − {2}, Cn − {2, 3} та Cn − {5, . . . , 𝑛} (див. рисунок 26).

𝑎1

𝑎
2

𝑎 3

𝑎4𝑎5

𝑎 𝑛
−
1

𝑎𝑛 1

2

3

4

5

6

𝑛− 1

𝑛

Рис. 26: Зважений граф-цикл Cn.

Позначимо пiдграф Cn − {5, . . . , 𝑛} через A′
4, оскiльки вiн є ланцюгом,

який iндукований вершинами 1, 2, 3 та 4. Пiдграфи Cn−{2} та Cn−{2, 3} по-
значимо через An−1 та An−2 вiдповiдно. Загалом, пiдграфи-ланцюги вигляду
Cn − {2, 3, . . . , 𝑘}, де 𝑘 ≤ 𝑛, будемо позначати через An−k+1.

Припустимо, що спектри пiдграфiв A′
4, An−1 та An−2 вiдомi, тодi можна

обчислити i їхнi характеристичнi многочлени 𝑃A′
4
, 𝑃An−1

та 𝑃An−2
.

Вiдповiдно до формули (6) iз прикладу 2.42 характеристичний многочлен
𝑃A′

4
має вигляд:

𝑃A′
4
(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23)𝜆

2 + 𝑎21𝑎
2
3.
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Оскiльки многочлен 𝑃A′
4

вiдомий, то його коефiцiєнти теж вiдомi. Нехай
𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 = 𝑘1 та 𝑎21𝑎

2
3 = 𝑘2, де 𝑘1 та 𝑘2 — вiдомi константи.

За узагальненням теореми Захса 2.36, для пiдграфа-ланцюга An−1 коефi-
цiєнт при 𝜆𝑛−3 у многочленi 𝑃An−1

(𝜆) дорiвнює −(𝑎23 + 𝑎24 + . . . + 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛).
Аналогiчно, для пiдграфа-ланцюга An−2 коефiцiєнт при 𝜆𝑛−4 у многочленi
𝑃An−2

(𝜆) дорiвнює −(𝑎24 + . . .+ 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛).
Оскiльки многочлени 𝑃An−1

та 𝑃An−2
вiдомi, то їхнi коефiцiєнти теж вiдомi.

Нехай 𝑎23 + 𝑎24 + . . .+ 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛 = 𝑘3 та 𝑎24 + . . .+ 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛 = 𝑘4. Тодi можемо
обчислити значення ваги 𝑎3:

𝑎23 = (𝑎23 + 𝑎24 + . . .+ 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛)− (𝑎24 + . . .+ 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛) = 𝑘3 − 𝑘4,

𝑎3 =
√︀

𝑘3 − 𝑘4.

З рiвностi 𝑎21𝑎23 = 𝑘2 знаходимо вагу 𝑎1:

𝑎21 =
𝑘2
𝑎23

=
𝑘2

𝑘3 − 𝑘4
,

𝑎1 =

√︂
𝑘2

𝑘3 − 𝑘4
.

Знаючи значення 𝑎1 та 𝑎3, обчислюємо 𝑎2 iз рiвняння 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 = 𝑘1:

𝑎22 = 𝑘1 − 𝑎21 − 𝑎23 = 𝑘1 − 𝑘3 + 𝑘4 −
𝑘2

𝑘3 − 𝑘4
,

𝑎2 =

√︂
𝑘1 − 𝑘3 + 𝑘4 −

𝑘2
𝑘3 − 𝑘4

.

Залишилось вiдновити ваги 𝑎4, 𝑎5, . . . , 𝑎𝑛 пiдграфа-ланцюга An−2.
Застосуємо наслiдок з теореми Швенка 2.39 для характеристичного мно-

гочлена 𝑃An−1
та отримаємо:

𝑃An−1
(𝜆) = 𝜆𝑃An−2

(𝜆)− 𝑎23𝑃An−3
(𝜆).

Оскiльки 𝑃An−1
, 𝑃An−2

та 𝑎3 вiдомi, можемо знайти характеристичний мно-
гочлен 𝑃An−3

ланцюга An−3 = Cn − {2, 3, 4}:

𝑃An−3
(𝜆) =

1

𝑎23

(︀
𝜆𝑃An−2

(𝜆)− 𝑃An−1
(𝜆)
)︀
.

Аналогiчно, за узагальненням теореми Захса 2.36, для пiдграфа-ланцюга
An−3 коефiцiєнт при 𝜆𝑛−5 у многочленi 𝑃An−3

(𝜆) рiвний −(𝑎25+. . .+𝑎2𝑛−1+𝑎2𝑛).
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Позначимо це значення через 𝑘5, тобто 𝑎25+ . . .+𝑎2𝑛−1+𝑎2𝑛 = 𝑘5. Таким чином,
можна обчислити значення ваги 𝑎4:

𝑎24 = (𝑎24 + 𝑎25 + . . .+ 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛)− (𝑎25 + . . .+ 𝑎2𝑛−1 + 𝑎2𝑛) = 𝑘4 − 𝑘5,

𝑎4 =
√︀

𝑘4 − 𝑘5.

Продовжуючи цей процес, можна послiдовно вiдновити ваги 𝑎5, 𝑎6, . . . , 𝑎𝑛−1

та обчислити характеристичнi многочлени 𝑃An−4
, 𝑃An−3

, . . . , 𝑃A2
.

На останньому кроцi обчислюємо вагу 𝑎𝑛. Характеристичний многочлен
для пiдграфа-ребра A2 має вигляд 𝑃A2

(𝜆) = 𝜆2 − 𝑎2𝑛. Оскiльки коефiцiєнти
цього многочлена вiдомi, можна однозначно визначити значення 𝑎𝑛.

Отже, ми можемо повнiстю вiдновити ваги графа-циклу Cn при 𝑛 ≥ 5. ■

Спираючись на доведення твердження 3.4, сформулюємо алгоритм вiд-
новлення ваг графа-циклу Cn для 𝑛 ≥ 5.

Алгоритм вiдновлення ваг графа-циклу Cn при 𝑛 ≥ 5

Вхiднi данi: пiдспектри 𝜎(Cn−{2}), 𝜎(Cn−{2, 3}) i 𝜎(Cn−{5, . . . , 𝑛})
зваженого графа-циклу Cn.

Вихiднi данi: ваги ребер 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 графа Cn.

1. Обчислюємо характеристичнi многочлени вказаних пiдграфiв за їхнiми
заданими спектрами. Пiдграфи вигляду Cn − {2, 3, . . . , 𝑘} позначаємо
через An−k+1, а вiдповiднi характеристичнi многочлени — через 𝑃An−k+1

.
2. Обчислюємо вагу 𝑎3:

• За коефiцiєнтом −𝑘3 при 𝜆𝑛−3 у многочленi 𝑃An−1
(𝜆) отримаємо зна-

чення 𝑘3 = 𝑎23 + 𝑎24 + . . .+ 𝑎2𝑛.

• За коефiцiєнтом −𝑘4 при 𝜆𝑛−4 у 𝑃An−2
(𝜆) отримаємо 𝑘4 = 𝑎24+ . . .+𝑎2𝑛.

• Обчислюємо 𝑎23 = 𝑘3 − 𝑘4, звiдки 𝑎3 =
√
𝑘3 − 𝑘4 .

3. Характеристичний многочлен A′
4 := Cn−{5, . . . , 𝑛} записуємо у виглядi:

𝑃A′
4
(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23)𝜆

2 + 𝑎21𝑎
2
3.
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4. Обчислюємо вагу 𝑎1:

• За вiльним коефiцiєнтом 𝑘2 многочлена 𝑃A′
4
(𝜆) отримаємо 𝑘2 = 𝑎21𝑎

2
3.

• Обчислюємо 𝑎1 =

√︂
𝑘2

𝑘3 − 𝑘4
.

5. Обчислюємо вагу 𝑎2:

• За коефiцiєнтом −𝑘1 при 𝜆2 у 𝑃A′
4
(𝜆) маємо значення 𝑘1 = 𝑎21+𝑎22+𝑎23.

• Обчислюємо 𝑎2 =

√︂
𝑘1 − 𝑘3 + 𝑘4 −

𝑘2
𝑘3 − 𝑘4

.

6. Вiдновлюємо ваги 𝑎4, . . . , 𝑎𝑛−1.
Для кожного 𝑖 = 4, 5, . . . , 𝑛− 1:

• Записуємо 𝑃An−i+3
(𝜆) за формулою Швенка (3):

𝑃An−i+3
(𝜆) = 𝜆𝑃An−i+2

(𝜆)− 𝑎2𝑖−1𝑃An−i+1
(𝜆). (7)

• Оскiльки 𝑃An−i+3
(𝜆), 𝑃An−i+2

(𝜆) та 𝑎𝑖−1 вiдомi, обчислюємо характери-
стичний многочлен 𝑃An−i+1

(𝜆) за формулою (7):

𝑃An−i+1
(𝜆) =

1

𝑎2𝑖−1

(︀
𝜆𝑃An−i+2

(𝜆)− 𝑃An−i+3
(𝜆)
)︀
.

• За коефiцiєнтом −𝑘𝑖 при 𝜆𝑛−𝑖 у многочленi 𝑃An−i+2
(𝜆) отримаємо зна-

чення 𝑘𝑖 = 𝑎2𝑖 + 𝑎2𝑖+1 + . . .+ 𝑎2𝑛.

• За коефiцiєнтом −𝑘𝑖+1 при 𝜆𝑛−𝑖−1 у 𝑃An−i+1
(𝜆): 𝑘𝑖+1 = 𝑎2𝑖+1 + . . .+ 𝑎2𝑛.

• Обчислюємо 𝑎2𝑖 = 𝑘𝑖 − 𝑘𝑖+1, звiдки 𝑎𝑖 =
√
𝑘𝑖 − 𝑘𝑖+1 .

7. Записуємо характеристичний многочлен 𝑃A2
(𝜆) = 𝜆2−𝑎2𝑛, який вiдомий з

попереднього кроку. За його вiльним коефiцiєнтом −𝑘𝑛 обчислюємо вагу
𝑎𝑛 =

√
𝑘𝑛.

4.2 Застосування алгоритму до графа-циклу C6

Розглянемо приклад вiдновлення ваг зваженого графа-циклу C6 на основi
трьох заданих пiдспектрiв. Для цього скористаємося алгоритмом, сформу-
льованим у пiдроздiлi 4.1.
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Нехай задано граф-цикл C6, зображений на рисунку 27. Потрiбно вiдно-
вити всi його ваги за спектрами таких пiдграфiв: C6 − {2}, C6 − {2, 3} та
C6 − {5, 6}:

𝜎(C6 − {2}) =
{︀
−
√
19,−3, 0, 3,

√
19
}︀
,

𝜎(C6 − {2, 3}) =
{︁−5−

√
13

2
,
−5 +

√
13

2
,
5−

√
13

2
,
5 +

√
13
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Рис. 27: Зважений граф-цикл C6.

1. Обчислюємо характеристичнi многочлени пiдграфiв C6−{2}, C6−{2, 3}
та C6 − {5, 6} за їхнiми заданими спектрами:

𝑃C6−{2}(𝜆) = 𝜆
(︁
𝜆+

√
19
)︁(︁

𝜆−
√
19
)︁
(𝜆+ 3) (𝜆− 3) = 𝜆5 − 28𝜆3 + 171𝜆;

𝑃C6−{2,3} =

(︃
𝜆− −5−

√
13

2

)︃(︃
𝜆− −5 +

√
13

2

)︃(︃
𝜆− 5−

√
13

2

)︃
·

·

(︃
𝜆− 5 +

√
13

2

)︃
= 𝜆4 − 19𝜆2 + 9;

𝑃C6−{5,6} =
(︁
𝜆+

√
5 +

√
2
)︁(︁

𝜆+
√
5−

√
2
)︁(︁

𝜆−
√
5 +

√
2
)︁
·

·
(︁
𝜆−

√
5−

√
2
)︁
= 𝜆4 − 14𝜆2 + 9.

2. Обчислюємо вагу 𝑎3:

• За коефiцiєнтом −28 при 𝜆3 у многочленi 𝑃C6−{2}(𝜆) маємо значення
𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26 = 28.
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• За коефiцiєнтом −19 при 𝜆2 у 𝑃C6−{2,3}(𝜆) отримаємо 𝑎24+𝑎25+𝑎26 = 19.

• Обчислюємо 𝑎23 = 28− 19 = 9, звiдси 𝑎3 = 3.

3. Характеристичний многочлен C6 − {5, 6} дорiвнює:

𝑃C6−{5,6}(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23)𝜆
2 + 𝑎21𝑎

2
3 = 𝜆4 − 14𝜆2 + 9.

4. Обчислюємо вагу 𝑎1:

• За вiльним коефiцiєнтом 9 многочлена 𝑃C6−{5,6}(𝜆) маємо 𝑎21𝑎
2
3 = 9.

• Обчислюємо 𝑎1 =

√︂
9

𝑎23
=

√︂
9

32
= 1.

5. Обчислюємо вагу 𝑎2:

• За коефiцiєнтом −14 при 𝜆2 у 𝑃C6−{5,6}(𝜆) маємо 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 = 14.

• Обчислюємо 𝑎2 =
√︀

14− 𝑎21 − 𝑎23 =
√
14− 12 − 32 =

√
4 = 2.

6. Вiдновлюємо ваги 𝑎4 та 𝑎5.
Записуємо 𝑃C6−{2}(𝜆) за формулою Швенка (3):

𝑃C6−{2}(𝜆) = 𝜆𝑃C6−{2,3}(𝜆)− 𝑎23𝑃C6−{2,3,4}(𝜆).

Звiдси обчислюємо характеристичний многочлен 𝑃C6−{2,3,4}(𝜆):

𝑃C6−{2,3,4}(𝜆) =
1

𝑎23

(︀
𝜆𝑃C6−{2,3}(𝜆)− 𝑃C6−{2}(𝜆)

)︀
=

=
1

32
(︀
𝜆(𝜆4 − 19𝜆2 + 9)− (𝜆5 − 28𝜆3 + 171𝜆)

)︀
= 𝜆3 − 18𝜆.

За коефiцiєнтом −18 при 𝜆 у 𝑃C6−{2,3,4}(𝜆) маємо: 𝑎25 + 𝑎26 = 18. Тодi
знаходимо 𝑎24 = 19− 18 = 1, звiдси 𝑎4 = 1.
Повторюємо той самий крок для обчислення ваги 𝑎5. Аналогiчно, запи-
суємо 𝑃C6−{2,3}(𝜆) за формулою Швенка (3):

𝑃C6−{2,3}(𝜆) = 𝜆𝑃C6−{2,3,4}(𝜆)− 𝑎24𝑃(6,1)(𝜆).

Звiдси обчислюємо характеристичний многочлен пiдграфу-ребра 𝑃(6,1)(𝜆):

𝑃(6,1)(𝜆) =
1

𝑎24

(︀
𝜆𝑃C6−{2,3,4}(𝜆)− 𝑃C6−{2,3}(𝜆)

)︀
=

=
1

12
(︀
𝜆(𝜆3 − 18𝜆)− (𝜆4 − 19𝜆2 + 9)

)︀
= 𝜆2 − 9.
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За вiльним коефiцiєнтом −9 у 𝑃(6,1)(𝜆) маємо 𝑎26 = 9. Тодi отримаємо
𝑎25 = 18− 9 = 3, звiдси 𝑎5 = 3.

7. Iз характеристичного многочлена 𝑃(6,1)(𝜆) обчислюємо вагу 𝑎6 =
√
9 = 3.

Отже, всi ваги зваженого графу-циклу C6 були вiдновленi: 𝑎1 = 𝑎4 = 1,
𝑎2 = 2 та 𝑎3 = 𝑎5 = 𝑎6 = 3.

4.3 Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi подано алгоритм вiдновлення вагової функцiї графа-
циклу Cn при 𝑛 ≥ 5 за трьома пiдспектрами, визначеними у твердженнi 3.4.
Роботу алгоритму проiлюстровано на прикладi графа C6, для якого поетапно
вiдновлено ваги ребер.
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Висновки

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi наведено дослiдження обернених спектральних
задач для зважених графiв-циклiв.

Другий роздiл присвячено викладенню основ теорiї графiв i спектральної
теорiї зважених графiв. Зокрема, подано теореми для обчислення визначника
та характеристичного многочлена зваженого графа, а також наведено при-
клади їх застосування.

У третьому роздiлi сформульовано постановку задачi вiдновлення ваг зва-
женого графа в загальному випадку та для графiв-циклiв Cn. Розглянуто всi
можливi комбiнацiї двох iндукованих зв’язних пiдграфiв графа 𝐶𝑛 та класи-
фiковано їх на чотири основнi випадки. Для випадкiв 1, 2, а також пiдвипад-
кiв 3.1, 3.2 i 4.1 показано, що двох пiдграфiв вiдповiдних типiв недостатньо
для однозначного вiдновлення ваг графа Cn. Решту випадкiв дослiджено для
графiв-циклiв 𝐶𝑛 при 5 ≤ 𝑛 ≤ 9, i доведено, що вiдновлююче спектральне
число таких графiв дорiвнює трьом (теорема 3.9).

У четвертому роздiлi детально описано алгоритм вiдновлення вагової фун-
кцiї зваженого графа-циклу Cn для 𝑛 ≥ 5 за спектрами трьох пiдграфiв-
ланцюгiв, визначених у твердженнi 3.4. Для демонстрацiї роботи алгоритму
розглянуто приклад вiдновлення ваг графа-циклу C6, у якому поетапно об-
числено всi ваги ребер на основi заданих пiдспектрiв. Це пiдтверджує ефе-
ктивнiсть i практичну придатнiсть методу для задач вiдновлення ваг графiв-
циклiв.

До перспектив подальшого дослiдження вiдноситься задача знаходження
точного значення спектрального вiдновлюючого числа для графiв-циклiв з 𝑛
вершинами для довiльного 𝑛 ≥ 10.
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