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Моделювання фінансового ринку. 

Дифузійна модель Блека-Шоулза

(1976)
 Рух ризикованих активів(акцій) у вигляді дифузійного 

процесу(ГБР):

𝑑𝑋 𝑡 = 𝜇 +
𝜎2

2
𝑋 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜎𝑋 𝑡 𝑑𝐵𝑡

 Для симуляції траєкторії дифузійної моделі:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑎 𝑥𝑘 , 𝑡𝑘 Δ𝑡 + 𝑏(𝑥𝑘 , 𝑡𝑘) Δ𝑡𝜀𝑘

 У якості деривативів розглядаємо колл-опціон, що залежить від 
деяких параметрів.
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Ціноутворення опціонів у моделі 
Блека-Шоулза(1973)
Платіжна функція опціонів. 𝐹 = 𝑆 − 𝐾 +

Справедлива ціна колл опціонів(оцінювання премії):
𝐶 𝑆𝑡 , 𝑡 = 𝑁 𝑑1 𝑆𝑡 − 𝑁 𝑑2 𝐾𝑒−𝑟𝑇

де, C – ціна опціону

𝑆𝑡 – ціна акції в час t

K – ціна страйку

r – відсоткова ставка

T – термін дії опціону

N – функція стандартного нормального розподілу

𝑑1 =
ln

𝑆
𝐾

+ 𝑟 +
𝜎2

2
𝑇

𝜎 𝑇
, 𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎 𝑇
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Суть проблеми. Неліквідні ринки. 
Субдифузії

 Неліквідними ринками називають ринки де торгують активами, які 
не можна швидко продати.

 Оскільки броунівський рух і процес Леві постійно рухаються, 
вони не підходять для моделювання періодів із нерухомою 
прибутку активу.

 Примітно, що подібна поведінка

спостерігається у деяких

фізичних системах.
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Субдиффузійна модель

 Субдифузія є добре ідентифікованим явищем у статистичній 
фізиці, описується в термінах дробового рівняння Фоккера–
Планка (FFP).

 Альтернативною моделю для субдиффузії є модель, де замість 
календарного часу t використовується стохастичний процес H_t, який 
називається hitting time або обернений субординатор.

 В рамках моделі Блека-Шоулза субдифузія буде мати вигляд[3]: 

𝑑𝑋𝐻(𝑡) = 𝜇 +
𝜎2

2
𝑋𝐻(𝑡)𝑑𝐻𝑡 + 𝜎𝑋𝐻(𝑡)𝑑𝐵𝐻(𝑡)
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Hitting time. Субординатор і 
обернений субординатор.

 𝐻 𝑡 – hitting time, або обернений субординатор визначається за 
формулою:

𝐻 𝑡 = inf 𝜏 > 0: 𝐺 𝜏 > 𝑡

де, G(τ) – процес Леві(субординатор).

 У якості G(τ) будемо використовувати процесс IG:

𝑔 𝑥, 𝑡, 𝛾, 𝛿 =
𝛿𝑡

2𝜋𝑥3
𝑒𝛿𝛾𝑡−(𝛿2𝑡2/𝑥+𝛾2𝑥)/2

якщо, γ = δ = 1, то PDF буде 
𝑡

2𝜋𝑥3
exp −

𝑥−𝑡 2

2𝑥
,

а математичне сподівання буде t
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Симуляція субординатора. 
Ітеративна схема.

Для кожного і-го елементу і dt=1/n використаємо схему з [?]

 Згенерувати стандартний нормальний розподіл N

 Порахувати 𝑋 = 𝑁2

 Порахувати 𝑌 = 𝑑𝑡 +
𝑋

2
+

1

2
4𝑑𝑡

 Згенерувати на просторі [0,1] дисперсію U

 Якщо 𝑈 <
𝑑𝑡

(𝑑𝑡+𝑌)
повернути Y, в протилежному провернути 

𝑑𝑡 2

𝑌

Порахувати 𝐺(𝑡0) = 0 і 𝐺 𝑡𝑖 = σ𝑗=1
𝑖 𝐹𝑗 , 𝑖 = 1,2 … 𝑛

 𝐺 𝑡1 , 𝐺 𝑡2 , … , 𝐺(𝑡𝑛) – симуляція змінної IG субординатора у час t

7



Симуляція оберненого 
субординатора. Ітеративна 
схема.

 Для симуляції приблизної траєкторії інверсійного процесу H(t) 
визначимо H(Δt), де Δ – довжина кроку

𝐻Δ 𝑡 = [min 𝑛 ∈ 𝑁: 𝐺 Δ𝑛 > 𝑡 − 1]Δ
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Моделювання субдуфузій. 
Ітеративна схема

 Для симуляції стохастичного субдифузійного процесу 
використаємо ітеративну схему:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜇𝑥𝑘Δ𝐻 𝑡 + 𝜎𝑥𝑘 Δ𝐻 𝑡 𝜀𝑘

де, 𝜀𝑘 - випадковим чином згенерований нормальний розподіл для кожного k-

елементу
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Оцінювання опціонів для 
субдифузійної моделі.

Справедлива ціна колл опціонів у субдиффузійній моделі за 
методом наближення інтеграла:

𝐶𝑠𝑢𝑏 𝑆, 𝐾, 𝑇, 𝜎 = 𝐶(𝑆, 𝐾, 𝐻 𝑇 , 𝜎)

= න

0

−∞

𝐶 𝑆, 𝐾, 𝑥, 𝜎 𝑔 𝑠, 𝑇 𝑑𝑥

де, 𝐻(𝑇) − середнє значення для різних 𝐻(𝑡)

Або за методом Монте-Карло:
𝐶𝑠𝑢𝑏 𝑆, 𝐾, 𝑇, 𝜎 = 𝐶(𝑆, 𝐾, 𝐻 𝑇 , 𝜎)

=
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝐶 𝑆, 𝐾, 𝐻𝑖 𝑇 , 𝜎
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Дані для аналізу. Ціни акцій.

 Example screenshots from Nasdaq(Stock, Option chain)!!
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Дані для аналізу. Ціни опціонів

 табл преміумів

Strike 4/10/2023 4/11/2023 4/12/2023 4/13/2023 4/14/2023 4/15/2023 4/16/2023 4/17/2023 4/18/2023 4/19/2023 4/20/2023 4/21/2023

95 15.78 16.83 18.6 18.5 18.5 18.5 19.11 19.11 20.15 21 23.46 20

100 11 13.1 15 14.12 14.12 14.12 13.75 13.75 15.7 17 20.22 15.15

105 6.9 7.7 10.05 8.75 8.75 8.75 9.05 9.05 10.8 13 15.06 9.96

106 6.85 5.55 8.44 8.8 8.8 8.8 8.75 8.75 9.9 9.9 9.9 9.9

107 5.65 5.45 5.45 7.2 7.2 7.2 8.12 8.12 8.59 10.5 13.1 6.6

108 5 6.15 7.4 5.22 5.22 5.22 6.05 6.05 6.05 6.05 6.05 7.58

109 4.36 5.35 5.95 5.78 5.78 5.78 6.1 6.1 6.16 9 11.26 6.09

110 3.75 4.85 5.92 5.1 5.1 5.1 5.38 5.38 6.35 7.5 9.9 5.3

111 3.34 4.1 4.6 4.45 4.45 4.45 4.45 4.45 5.5 7 9.05 4.14

112 2.86 3.6 4.45 3.6 3.6 3.6 3.7 3.7 4.27 5 7.95 3.35

113 2.42 3.05 2.74 3 3 3 3.15 3.15 3.6 4.5 7.25 2.24

114 2.08 2.68 3.25 2.58 2.58 2.58 2.64 2.64 3.2 4 5.88 1.22

115 1.75 2.25 2.77 2.04 2.04 2.04 1.97 1.97 2.51 3 4.95 0.14

116 1.46 1.88 2.27 1.67 1.67 1.67 1.48 1.48 1.95 2.5 4.3 0.01

117 1.21 1.55 1.92 1.3 1.3 1.3 1.15 1.15 1.45 2.5 3.6 0.02

118 0.94 1.23 1.55 1.05 1.05 1.05 0.86 0.86 1.08 1.7 2.59 0.01

119 0.81 1.02 1.22 0.81 0.81 0.81 0.64 0.64 0.68 1.2 1.64 0.02

120 0.63 0.85 1.01 0.61 0.61 0.61 0.46 0.46 0.5 0.7 1.15 0.01

121 0.62 0.68 0.78 0.5 0.5 0.5 0.37 0.37 0.35 0.5 0.74 0.03

122 0.41 0.58 0.64 0.33 0.33 0.33 0.22 0.22 0.24 0.34 0.5 0.01
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Порівняння моделей.

 Графік порівняння моделей
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Value-at-Risk

 VaR – метод оцінки ризику, який використовується для вимірювання 

максимально можливих витрат.

 VaR розраховується на основі статистичного аналізу попередніх даних про 

рух цін активів або інвестиційних портфелів за формулою(…):

𝑃 Δ𝜐 ≤ −𝑉𝑎𝑅 = 𝛼

де, 𝛼 – порогове значення ймовірності*

Δ𝜐 – зміна вартості активів(прибуток/втрати)

*Дані якіпотрапили до

обраного квантилю
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Метод Монте-Карло для оцінки 
VaR

З статі [3]

1. Обчислюємо початкову 𝑝𝑡

2. Симулюємо N-разів 𝑆𝑡+1(симулюємо наступний день)

3. Для кожного 𝑆𝑡+1 з п.2 рахуємо 𝑝𝑡+1 (симулюємо наступний день)

4. Рахуємо різницю 𝑝𝑡+1 − 𝑝𝑡(прибуток/витрати)

5. Обчислюємо VaR з рівнем довіри(0.99, 0.98, 0.95)

𝑝𝑡 - справедлива ціна колл-опціону, 𝑆𝑡 - ринкова ціна колл-опціону
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Метод Монте-Карло, код 16



Proportion of failure test
 Далі треба дізнатися чи витрати перевищують знайдене VaR. Для 

цього треба знайти різницю справедливих цін та цін колл-опціону 
з реальних даних і порівняти VaR.

 Отримані результати зображено у таблиці, де 0 – це випадки, 
коли витрати перевищили VaR
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Proportion of failure test.
Тест статистика.

Для знаходження VaR. Функція pof виконує перевірку частки невдач. 

частки, коли витрати перевищили 

𝐿𝑅 = −2 log
1 − 𝑝𝑉𝑎𝑅 𝑁−𝑥 𝑝𝑉𝑎𝑅𝑥

1 −
𝑥
𝑁

𝑛−𝑥 𝑥
𝑁

𝑥 =

−2 log 1 − 𝑝𝑉𝑎𝑅 𝑁−𝑥𝑝𝑉𝑎𝑅𝑥 + 2 log 1 −
𝑥

𝑁

𝑛−𝑥 𝑥

𝑁

𝑥

де N – кількість спостережень, x – кількість відмов(перевищення VaR), 

𝑝𝑉𝑎𝑅 = 1 – 𝑉𝑎𝑅𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙.

Тест POF — це тест співвідношення правдоподібності, запропонований 

Купєцом (1995) для оцінки того, чи частка невдач (кількість невдач, 

поділена на кількість спостережень) відповідає рівню довіри VaR.
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Proportion of failure test.
Код і результат.

 P-value рівне0, що менше за обраний
рівень значущості 0.05. Таким чином, 
відхиляється гіпотеза про відповідність частки
невдач пороговій ймовірності. Модель не 
підходить для ризик-менеджменту та 
неадекватно описує реальність.
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Висновки.

 У дослідженні оцінюється ефективність субдифузійної моделі Блека-Шоулза. 

Використовуються два критерії: точність ціноутворення та оцінка ризику

Value-at-Risk.

 Субдифузійна модель показує більш точні результати ціноутворення

порівняно з дифузійною моделлю.

 Аналіз Value-at-Risk показує його неадекватність для опису реальності на 

даному періоді.
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The End

 Дякую за увагу!
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