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ПОБУДОВА БЛОЧНИХ МАТРИЦЬ ТИПУ ЯКОБI, ВIДПОВIДНИХ
СТРОГIЙ ДВОВИМIРНIЙ ДIЙСНIЙ ПРОБЛЕМI МОМЕНТIВ

У попереднiх публiкацiях було розглянуто узагальнення на двовимiрний випадок класичної проблеми

моментiв i спектральної теорiї самоспряжених блочних матриць Якобi, якi добре вiдомi в одновимiрно-

му випадку. Скiнченновимiрна та нескiнченновимiрна проблеми моментiв розв’язанi Ю. М. Березанським

з використанням розкладу за узагальненими власними векторами вiдповiдно скiнченної та нескiнченної

сiмей комутуючих самоспряжених операторiв. Завданням цiєї роботи є узагальнення на випадок строгої

дiйсної двовимiрної проблеми моментiв, тобто побудова вiдповiдних блочних матриць, а також фор-

мулювання необхiдних та достатнiх умов розв’язностi строгої двовимiрної проблеми моментiв, що є

пiдставою для розгляду оберненої спектральної задачi.
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Вступ

Проблема моментiв пов’язана з багатьма пи-
таннями аналiзу та теорiї функцiй: квадратурними
формулами, неперервними дробами, ортогональ-
ними полiномами, iнтерполяцiйними задачами,
спектральною теорiєю операторiв, зокрема пря-
мою i оберненою задачами [1; 2], та iнше. Пiд
оберненою спектральною задачею в термiнологiї
Ю. М. Березанського розумiється побудова матри-
цi Якобi за заданою мiрою, яка є (однозначним)
розв’язком деякої проблеми моментiв. Вiдновлен-
ня мiри за заданою матрицею Якобi є прямою за-
дачею. Такi задачi розв’язанi у випадку класичної
проблеми моментiв [1; 2], комплексної проблеми
моментiв [3; 4], зокрема в експоненцiйнiй формi,
та деяких iнших [5; 6].

Постановка задачi

Розв’язок дiйсної двовимiрної (багатовимiрної,
нескiнченновимiрної) проблеми моментiв є добре
вiдомим [2; 7–14]. Проте розв’язок строгої дво-
вимiрної дiйсної проблеми моментiв до сьогоднi
не записаний, хоча i є очевидним. Тим бiльше не
розглядалися пряма i обернена задачi для строгої
двовимiрної дiйсної проблеми моментiв. У стат-
тi [15] записано розв’язок оберненої спектраль-
ної задачi, пов’язаний iз (не строгою) проблемою
моментiв, а в [16] доведенi теореми стосовнi як
оберненої, так i прямої спектральних задач, якi
вiдповiдають деякiй скiнченнiй мiрi з компактним
носiєм на дiйснiй площинi. Завданням цiєї робо-
ти є узагальнення [16] на випадок строгої дiйсної
двовимiрної проблеми моментiв, тобто побудова
вiдповiдних блочних матриць, а також формулю-
вання необхiдних та достатнiх умов розв’язно-
стi строгої двовимiрної проблеми моментiв, що

є пiдставою для розгляду оберненої спектральної
задачi.

Попереднi вiдомостi

Дiйсна строга двовимiрна проблема моментiв
полягає у знаходженнi умов додатньої визначеностi
та росту на нескiнченностi (якщо немає обмежено-
стi) на задану послiдовнiсть дiйсних чисел (an,m),
an,m ∈ R, n,m ∈ Z = {. . . ,−1, 0, 1, 2, . . .}, яка зо-
бражається за допомогою позитивної мiри Бореля
dρ(x, y) на дiйснiй площинi R2, так що

an,m =

∫

R2

xnym dρ(x, y), n,m ∈ Z. (1)

Проблема традицiйно розв’язується за умови,
що множина функцiй (xnym), n,m ∈ Z є лiнiйно
незалежною i щiльною в L2(R

2, dρ(x, y)).
Якщо послiдовнiсть (an,m) має зображення (1),

то майже очевидно, що має мiсце додатна визначе-
нiсть, тобто виконується нерiвнiсть:

∑

n,m,p,q∈Z

fn,mf̄pqan+p,m+q ≥ 0, (2)

для довiльної фiнiтної послiдовностi (fn,m),
fn,m ∈ C, n,m ∈ Z. Надалi вважатимемо, що
рiвнiсть нулю досягається тiльки для (fn,m) ≡ 0.
Якщо до умови (2) додати чотири рази вiдповiдним
чином умову з [12]:

( 2n∑

v=0

(
2n

v

)
|a2n−v,v|

) 1
2n

= o(n),

( 2n∑

v=0

(
2n

v

)
|a−2n+v,v|

) 1
2n

= o(n),

(31)
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( 2n∑

v=0

(
2n

v

)
|a−2n+v,−v|

) 1
2n

= o(n),

( 2n∑

v=0

(
2n

v

)
|a2n−v,−v|

) 1
2n

= o(n),

(32)

то разом iз (2) зображення (1) для заданої послi-
довностi (an,m), n,m ∈ Z є єдиним.

Також вiдомо, що двовимiрна (нестрога) проб-
лема моментiв розв’язна, якщо при будь-якому фiк-
сованому n0 є розв’язною одновимiрна проблема
моментiв am = cm,2n0 + cm,2(n0+1), m,n0 ∈ N0 =
= {0, 1, 2, . . .}. При цьому мiра dρ(x, y), взагалi
кажучи, може бути не єдиною [7]. Отже, двови-
мiрна строга проблема моментiв буде розв’язною
(можливо, неоднозначно), якщо будуть однозначно
розв’язанi кожна iз таких одновимiрних проблем
m,n0 ∈ N0:

am = cm,2n0 + cm,2(n0+1),

am = cm,−2n0 + cm,2(−n0+1),

am = c−m,2n0 + c−m,2(n0+1),

am = c−m,−2n0 + c−m,2(−n0+1).

(4)

Кожна з наведених умов (3) або (4) разом iз (2)
не є, очевидно, оптимальними достатнiми умовами
розв’язання двовимiрної строгої проблеми момен-
тiв (i це не є основним завданням роботи в розу-
мiннi, що їх можна покращувати), але є аргументом
для подальших змiстовних розглядiв.

Iз однозначно розв’язною двовимiрною пробле-
мою моментiв пов’язана пара самоспряжених ко-
мутуючих операторiв A = A∗ i B = B∗ у деякому
гiльбертовому просторi H зi скалярним добутком
(·, ·). Спектральна мiра цих операторiв дає зобра-
ження (1):

an,m = (Anϕ0, B
mϕ0) =

=

∫

R2

xnym d(E(x,y)ϕ0, ϕ0) =

∫

R2

xnym dρ(x, y),

iз циклiчним вектором ϕ0 ∈ H. Але оскiльки мова
йде про строгу проблему моментiв, тобто n,m ∈ Z,
то це означає, що A i B не тiльки самоспряженi i
комутують, але й мають зворотнi оберненi опера-
тори, визначенi всюди в H. Отже, передбачається
отримати не тiльки матрицi типу Якобi, вiдповiд-
нi A i B, а й A−1 i B−1.

Побудова матриць

У [1] наведено побудову звичайної матрицi Яко-
бi, вiдповiдної проблемi моментiв Гамбугера. У
цьому пiдроздiлi будується аналог матрицi Якобi —
блочна матриця Якобi, вiдповiдна строгiй двови-
мiрнiй проблемi моментiв.

Нехай dρ(x, y) — борелева мiра з компактним
носiєм на дiйснiй площинi R2. Припустимо, що
функцiї (xnym), n,m ∈ Z є лiнiйно незалежними
й утворюють щiльну множину в L2(R

2, dρ(x, y)).
Оскiльки множина двоiндексна, то виберемо такий
порядок у множинi (xnym) для ортогоналiзацї її за
Шмiдтом [17]:

1 = x0y0;

x1y0, x0y1, x−1y0, x0y−1;

x2y0, x1y1, x0y2, x−1y1,

x−2y0, x−1y−1, x0y−2, x1y−1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xny0, xn−1y1, . . . , x1yn−1, x0yn,

x−1yn−1, . . . , x−(n−1)y1,

x−ny0, x−(n−1)y−1, . . . , x0y−n,

x1y−(n−1), . . . , xn−1y−1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(5)

У результатi ортогоналiзацiї набору (5) отриму-
ємо множину ортонормованих полiномiв, якi зану-
меруємо в такий порядок:

1 = P0,0(x, y);

P1,0(x, y), P1,1(x, y), P1,2(x, y), P1,3(x, y);

P2,0(x, y), P2,1(x, y), P2,2(x, y), P2,3(x, y),

P2,4(x, y), P2,5(x, y), P2,6(x, y), P2,7(x, y);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pn,0(x, y), Pn,1(x, y), Pn,2(x, y), . . . ,

Pn,4n−2(x, y), Pn,4n−1(x, y);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6)

Теорема 1. Обмежений самоспряжений оператор

множення на незалежну змiнну «x» у просто-

рi L2(R
2, dρ(x, y)) в ортонормованому базисi (6)

має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу

Якобi Jx, що дiє в просторi

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ . . . ,

H0 = R, Hn = R
4n, n ∈ N,

Jx =




b0 c0 0 0 0 . . .
a0 b1 c1 0 0 . . .
0 a1 b2 c2 0 . . .
...

...
...

...
...

. . .


 ,

an : Hn → Hn+1,

bn : Hn → Hn,

cn : Hn+1 → Hn, n ∈ N0,

де c0 = [ c0;1,1 0 0 0 ];
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cn =




cn;1,1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

∗ cn;2,2 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

∗ ∗ . . . cn;n+1,
n+1

0 . . . 0 0 . . . 0 0

∗ ∗ . . . cn;n+2,
n+1

0 . . . 0 0 . . . 0 0

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ . . . cn;3n,
n+1

cn;3n,
n+2

. . . cn;3n,
3n+4

0 . . . 0 0

∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ cn;3n+1,
3n+5

. . . 0 0

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...

∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . cn;4n+1,
4n+3

0

∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ cn;4n,
4n+4








4n

︸ ︷︷ ︸
4n+4

bn — (4n×4n)-матриця, n ∈ N (b0 — скаляр). У ма-

трицi cn нульовi елементи позначенi «0»; додат-

нi елементи — cp;q,r, (крiм cn;3n,n+1 i cn;3n,n+2);

«∗» — елементи, якi можуть бути i нульовими, i

ненульовими.

Матриця an симетрична до матрицi cn,

n ∈ N0.

Матриця Jx дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈ (l2)

таким чином:

(Jxf)n = an−1fn−1 + bnfn + cnfn+1, n ∈ N0,

де вважається a−1 ≡ 0, f−1 ≡ 0.

Доведення. Покажемо, що cn при n = 0 має вигляд
c0 = [ c0;1,1 0 0 0 ]. Дiйсно, xP0,0 зображуєть-
ся, згiдно з (5) i (6), у виглядi лiнiйної комбiнацiї

xP0,0 = л.к.{P0,0, P1,0},

тобто xP0,0 = b0;1,1P0,0 + c0;1,1P1,0. Це так, тому
що 1 i x ортогональнi до всiх подальших членiв
послiдовностi полiномiв, якi знаходяться в поряд-
ку (6) пiсля P1,0.

Покажемо загальний вигляд cn, n > 0.
Розглянемо xPn,k для k = 0, 1, . . . , n. Стар-

ший член многочлена Pn,k, згiдно з порядком (6),
xn−kyk. Отже, старший член многочлена xPn,k,
згiдно з порядком (6), xn−k+1yk. Тому, взагалi,

xPn,k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,k},
k = 0, 1, . . . , n.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,k, згiдно з поряд-
ком (6), ортогональнi до xPn,k . Таким чином ми
показали вигляд перших n+ 1 рядкiв матрицi cn.

Розглянемо xPn,n+k для k = 0, 1, . . . , n. Стар-
ший член многочлена Pn,n+k, згiдно з поряд-
ком (6), x−kyn−k. Отже, старший член многочлена

xPn,k , згiдно з порядком (6), x−k+1yn−k. Тому,
взагалi,

xPn,n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,n},
k = 0, 1, . . . , n.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,n, згiдно з поряд-
ком (6), ортогональнi до xPn,n+k. Таким чином ми
показали вигляд рядкiв матрицi cn вiд (n+1)-го до
2n-го.

Розглянемо xPn,2n+k для k = 0, 1, . . . , n − 1.
Старший член многочлена Pn,2n+k, згiдно з поряд-
ком (6), x−(n−k)y−k. Отже, старший член много-
члена xPn,k, згiдно з порядком (6), x−(n−k)+1y−k.
Тому, взагалi,

xPn,2n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,n},
k = 0, 1, . . . , n− 1.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,2n+k, згiдно з по-
рядком (6), ортогональнi до xPn,2n+k. Таким чи-
ном ми показали вигляд рядкiв матрицi cn вiд
(2n+ 1)-го до 3n-го. Зокрема, вони не вiдрiзня-
ються вiд рядкiв з (n+ 2)-го до 2n-го.

Розглянемо xPn,3n+k для k = 0, 1, . . . , n − 1.
Старший член многочлена Pn,3n+k, згiдно з поряд-
ком (6), xky−(n−k). Отже, старший член многочле-
на xPn,3n+k, згiдно з порядком (6), xk+1y−(n−k).
Тому, взагалi,

xPn,3n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,3n+k+1},
k = 0, 1, . . . , n− 1.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,3n+k+1, згiдно з
порядком (6), ортогональнi до xPn,3n+k. Таким
чином ми показали вигляд рядкiв матрицi cn вiд
(3n+ 1)-го до 4n-го.

Зауважимо, що в лiнiйних комбiнацiях xPn,k ,
xPn,n+k , xPn,2n+k та xPn,3n+k iз вiдповiдними k,
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можливо, вiдсутня певна частина полiномiв (6).
Ця частина з’ясовується з огляду на те, що опе-
ратор множення на x є симетричним, зокрема
cn = a∗n. Вiдсутнi в розкладi полiноми узго-
джуються з вiдповiдними нульовими елементами
матриць.

З лiнiйної незалежностi полiномiв Pq,r (6) ви-
пливає те, що крайнi елементи матриць — ненульо-
вi i, не порушуючи загальностi, — додатнi. Таким
чином теорему 1 доведено.
Теорема 2. Обмежений самоспряжений оператор

множення на незалежну змiнну «x−1» в просто-

рi L2(R
2, dρ(x, y)) в ортонормованому базисi (6)

має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу

Якобi Jx−1 , що дiє в просторi

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · ,
H0 = R, Hn = R

4n, n ∈ N,

Jx−1 =




β0 γ0 0 0 0 . . .
α0 β1 γ1 0 0 . . .
0 α1 β2 γ2 0 . . .
...

...
...

...
...

. . .


 ,

αn : Hn → Hn+1,

βn : Hn → Hn,

γn : Hn+1 → Hn, n ∈ N0,

де β0 = [ β0;0,0 ];

βn =




∗ ∗ . . . ∗ . . . βn;1,
3n

0 . . . 0

∗ ∗ . . . ∗ . . . βn;2,
3n

0 . . . 0

...
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...

∗ ∗ . . . ∗ . . .βn;
n−1,
3n

0 . . . 0

∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗ ∗ . . .βn;
n+1,
4n

...
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...

βn;
3n,1

∗ . . . ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗
0 0 . . .βn;

3n+1,
n+1

. . . ∗ ∗ . . . ∗

...
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...

0 0 . . . βn;
4n,
n+1

. . . ∗ ∗ . . . ∗








4n

︸ ︷︷ ︸
4n

де нульовi елементи позначенi «0»; додатнi еле-

менти — βp;q,r (крiм βn;n+1,4n, βn;3n,1); «∗» — еле-

менти, якi можуть бути i нульовими, i ненульови-

ми; γ0 = [ ∗ ∗ γ0;1,3 0 ],

γn =




0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...

γn;
n+1,
1

γn;
n+1,
2

. . .γn;
n+1,
n+3

0 . . . 0 0 . . . 0

∗ ∗ . . . ∗ γn;
n+2,
n+4

. . . 0 0 . . . 0

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . .γn;
3n+1,
3n

0 . . . 0

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

∗ ∗ . . . ∗ ∗ . . . γn;
4n,
3n

0 . . . 0








4n

︸ ︷︷ ︸
4n+4

де нульовi елементи позначенi «0»; додатнi еле-

менти — γp;q,r (крiм γn;n+1,1, γn;n+1,2); «∗» —

елементи, якi можуть бути i нульовими, i нену-

льовими.

Матриця αn симетрична до матрицi γn,

n ∈ N0.

Матриця Jx−1 дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈

∈ (l2) таким чином:

(Jx−1f)n = αn−1fn−1 + βnfn + γnfn+1, n ∈ N0,

де вважається α−1 ≡ 0, f−1 ≡ 0.

Доведення. Покажемо, що βn i γn при n = 0 мають
вигляд β0 = [ β0;0,0 ] та γ0 = [ ∗ ∗ γ0;1,3 0 ].
Дiйсно, x−1P0,0 зображується, згiдно з (5) i (6), у
виглядi лiнiйної комбiнацiї

x−1P0,0 = л.к.{P0,0, P1,0, P1,1, P1,2},

тобто x−1P0,0 = β0;1,1P0,0+γ0;1,1P1,0+γ0;1,2P1,1+
+ γ0;1,3P1,2. Це так, тому що 1 i x−1 ортогональнi
до всiх подальших членiв послiдовностi полiномiв,
якi знаходяться в порядку (6) пiсля P1,2.

Покажемо загальний вигляд βn i γn при n > 0.
Розглянемо x−1Pn,k для k = 0, 1, . . . , n − 1.

Старший член многочлена Pn,k, згiдно з поряд-
ком (6), xn−kyk. Отже, старший член многочлена
x−1Pn,k, згiдно з порядком (6), xn−k−1yk. Тому,
взагалi,

x−1Pn,k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,n−1},
k = 0, 1, . . . , n− 1.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,n−1, згiдно з по-
рядком (6), ортогональнi до x−1Pn,k. Таким чином
ми показали вигляд перших n рядкiв матрицi βn, а
також довели, що цi рядки для матрицi γn склада-
ються з нульових елементiв.

Розглянемо x−1Pn,n+k для k = 0, 1, . . . , n.
Старший член многочлена Pn,n+k, згiдно з поряд-
ком (6), x−kyn−k. Отже, старший член многочлена
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xPn,k , згiдно з порядком (6), x−k−1yn−k. Тому,
взагалi,

x−1Pn,n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,n+k+1},
k = 0, 1, . . . , n.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,n+k+1, згiдно з
порядком (6), ортогональнi до x−1Pn,n+k. Таким
чином ми показали вигляд рядкiв матрицi γn вiд
(n+ 1)-го до 2n-го та наповненiсть ненульовими
елементами вiдповiдних рядкiв матрицi βn.

Розглянемо x−1Pn,2n+k для k = 0, 1, . . . , n.
Старший член многочлена Pn,2n+k, згiдно з поряд-
ком (6), x−(n−k)y−k. Отже, старший член много-
члена xPn,k, згiдно з порядком (6), x−(n−k)−1y−k.
Тому, взагалi,

x−1Pn,2n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,2(n+1)+k},
k = 0, 1, . . . , n.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,2(n+1)+k, згiдно з
порядком (6), ортогональнi до x−1Pn,2n+k. Таким
чином ми показали вигляд рядкiв матрицi γn вiд
(2n+ 1)-го до (3n+ 1)-го.

Розглянемо x−1Pn,3n+k для k = 0, 1, . . . , n− 1.
Старший член многочлена Pn,3n+k, згiдно з поряд-
ком (6), xky−(n−k). Отже, старший член многочле-
на x−1Pn,3n+k, згiдно з порядком (6), xk−1y−(n−k).
Тому, взагалi,

x−1Pn,3n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,3n−1},
k = 0, 1, . . . , n− 1.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,3n−1, згiдно з по-
рядком (6), ортогональнi до x−1Pn,3n+k. Таким чи-
ном ми показали вигляд рядкiв матрицi γn вiд
(3n+ 1)-го до 4n-го. Зокрема, вони мають одна-
кову кiлькiсть нульових елементiв у рядку (пiсля
останнього ненульового).

Зауважимо, що в лiнiйних комбiнацiях x−1Pn,k,
x−1Pn,n+k, x−1Pn,2n+k та x−1Pn,3n+k iз вiдповiд-
ними k, можливо, вiдсутня певна частина полiно-
мiв (6). Ця частина з’ясовується з огляду на те, що
оператор множення на x−1 також є симетричним,
зокрема γn = α∗

n та βn = β∗
n. Вiдсутнi в розкладi

полiноми узгоджуються з вiдповiдними нульовими
елементами матриць.

З лiнiйної незалежностi полiномiв Pq,r (6) ви-
пливає те, що крайнi елементи матриць — ненульо-
вi i, не порушуючи загальностi, — додатнi. Таким
чином теорему 2 доведено.
Теорема 3. Обмежений самоспряжений оператор

множення на незалежну змiнну «y» в просто-

рi L2(R
2, dρ(x, y)) в ортонормованому базисi (6)

має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу

Якобi, що дiє в просторi

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · ,
H0 = R, Hn = R

4n, n ∈ N,

Jy =




w0 u0 0 0 . . .
v0 w1 u1 0 . . .
0 v1 w2 u2 . . .
...

...
...

...
. . .


 ,

vn : Hn → Hn+1,

wn : Hn → Hn,

un : Hn+1 → Hn, n ∈ N0,

де u0 = [ u0;1,1 u0;1,2 0 0 ] — скаляр;

un =




un;1,1un;1,2 0 0 . . . 0 0 . . .0

∗ ∗ un;2,3 0 . . . 0 0 . . .0
...

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

∗ ∗ ∗ un;
2n−1,
2n+1

. . . 0 0 . . .0

∗ ∗ ∗ ∗ . . . un;2n,
2n+2

0 . . .0

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

∗ ∗ ∗ ∗ . . . un;4n,
2n+2

0 . . .0








4n

︸ ︷︷ ︸
4n+4

де нульовi елементи позначенi «0»; додатнi еле-

менти — up;q,r (крiм un;1,1); «∗» — елементи, якi

можуть бути i нульовими, i ненульовими; wn —

(4n× 4n)-матриця, n ∈ N (w0 — скаляр); матриця

vn симетрична до матрицi un, n ∈ N0.

Матриця Jy дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈ (l2)

таким чином:

(Jyf)n = vn−1fn−1 + wnfn + unfn+1, n ∈ N0,

де вважається v−1 ≡ 0, f−1 ≡ 0.

Доведення. Покажемо, що un при n = 0 має ви-
гляд u0 = [ u0;1,1 u0;1,2 0 0 ]. Дiйсно, yP0,0

зображується, згiдно з (5) i (6), у виглядi лiнiйної
комбiнацiї

yP0,0 = л.к.{P0,0, P1,0, P1,1},

тобто yP0,0 = b0;1,1P0,0+u0;1,1P1,0+u0;1,2P1,1. Це
так, тому що 1 i y ортогональнi до всiх подальших
членiв послiдовностi полiномiв, якi знаходяться в
порядку (6) пiсля P1,2.

Покажемо загальний вигляд un, n > 0.
Розглянемо yPn,k для k = 0, 1, . . . , n. Стар-

ший член многочлена Pn,k, згiдно з порядком (6),
xn−kyk. Отже, старший член многочлена xPn,k ,
згiдно з порядком (6), xn−kyk+1. Тому, взагалi,

yPn,k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,k+1},
k = 0, 1, . . . , n.
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Полiноми, якi слiдують за Pn+1,k+1, згiдно з по-
рядком (6), ортогональнi до yPn,k. Таким чином
ми показали вигляд перших n рядкiв матрицi un.

Розглянемо yPn,n+k для k = 0, 1, . . . , n. Стар-
ший член многочленаPn,n+k, згiдно з порядком (6),
x−kyn−k. Отже, старший член многочлена xPn,k,
згiдно з порядком (6), x−kyn−k+1. Тому, взагалi,

yPn,n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,2k+1},
k = 0, 1, . . . , n.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,2k+1, згiдно з по-
рядком (6), ортогональнi до yPn,n+k. Таким чином
ми показали вигляд рядкiв матрицi un вiд n-го до
2n-го.

Розглянемо yPn,2n+k для k = 0, 1, . . . , n. Стар-
ший член многочлена Pn,2n+k, згiдно з поряд-
ком (6), x−(n−k)y−k. Отже, старший член много-
члена xPn,k, згiдно з порядком (6), x−(n−k)y−k+1.
Тому, взагалi,

yPn,2n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,2n+1},
k = 0, 1, . . . , n− 1.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,2n+1, згiдно з по-
рядком (6), ортогональнi до yPn,2n+k. Таким чином
ми показали вигляд рядкiв матрицi un вiд 2n-го до
3n-го.

Розглянемо yPn,3n+k для k = 0, 1, . . . , n − 1.
Старший член многочлена Pn,3n+k, згiдно з поряд-
ком (6), xky−(n−k). Отже, старший член многочле-
на xPn,3n+k , згiдно з порядком (6), xky−(n−k)+1.
Тому, взагалi,

yPn,3n+k = л.к.{P0,0, P1,0, . . . , Pn+1,3n+1},
k = 0, 1, . . . , n− 1.

Полiноми, якi слiдують за Pn+1,3n+1, згiдно з
порядком (6), ортогональнi до yPn,3n+k. Таким
чином ми показали вигляд рядкiв матрицi un вiд
(3n+ 1)-го до 4n-го.

Зауважимо, що в лiнiйних комбiнацiях yPn,k,
yPn,n+k, yPn,2n+k та yPn,3n+k iз вiдповiдними k,
можливо, вiдсутня певна частина полiномiв (6). Ця
частина з’ясовується з огляду на те, що оператор
множення на y є симетричним, зокрема un = v∗n.
Вiдсутнi в розкладi полiноми узгоджуються з вiд-
повiдними нульовими елементами матриць.

З лiнiйної незалежностi полiномiв Pq,r (6) ви-
пливає те, що крайнi елементи матриць — ненульо-
вi i, не порушуючи загальностi, — додатнi. Таким
чином теорему 3 доведено.

Теорема 4. Обмежений самоспряжений оператор

множення на незалежну змiнну «y−1» в просто-

рi L2(R
2, dρ(x, y)) в ортонормованому базисi (6)

має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу

Якобi Jy−1 , що дiє в просторi

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · ,
H0 = R, Hn = R

4n, n ∈ N,

Jy−1 =




ω0 ϕ0 0 0 0 . . .
ψ0 ω1 ϕ1 0 0 . . .
0 ψ1 ω2 ϕ2 0 . . .
...

...
...

...
...

. . .


 ,

ϕn : Hn → Hn+1,

ωn : Hn → Hn,

ψn : Hn+1 → Hn, n ∈ N0,

де ωn — (4n × 4n)-матриця, n ∈ N (ω0 — скаляр).

ϕn — (4n×(4n+ 1))-матриця, в якiй елементи мо-

жуть бути i нульовими, i ненульовими. ϕn — (4n×
× (4n+ 4))-матриця. Матриця ϕn симетрична до

матрицi ψn, n ∈ N0.

Матриця Jy−1 дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈

∈ (l2) таким чином:

(Jy−1f)n = ψn−1fn−1+ωnfn+ϕnfn+1, n ∈ N0,

де вважається ψ−1 ≡ 0, f−1 ≡ 0.

Доведення. Розглянемо одразу y−1Pn,k для k =
= 0, 1, . . . , 4n − 1. Полiноми y−1Pn,k при k = 0
вже є лiнiйною комбiнацiєю, яка не забороняє за-
повнення ненульовими елементами всього першо-
го рядка матрицi ϕn. I при k = 1, . . . , 4n − 1 змiн
не вiдбувається, тому що y−1Pn,0 присутнi в усiх
лiнiйних комбiнацiях.

Оператор множення на y−1 також є симетрич-
ним, зокрема ϕn = ψ∗

n. Таким чином теорему 4
доведено.
Зауваження 1. Якщо вибрати iнший порядок орто-
гоналiзацiї в (5), то можна отримати матрицi опе-
раторiв Jx, J−x, Jy , J−y з iншою внутрiшньою
структурою, i навiть iншого розмiру блокiв.
Зауваження 2. Пряма задача, тобто вiдновлення
мiри за заданими матрицями cn, βn, γn та un, че-
рез значний обсяг не розглядається в цiй роботi i
планується в подальших публiкацiях.
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V. Kozak

THE CONSTRUCTION OF THE BLOCK JACOBI TYPE MATRICES
CORRESPONDS TO THE REAL STRICT TWO-DIMENSIONAL

MOMENT PROBLEM

In earlier publications were considered the generalization of the classical moment problem and the spectral

theory of self-adjoint Jacobi block matrix are well-known in one-dimensional case and it generalized on the

two-dimensional case. Finite and infinite moment problem is solved using Yu. M. Berezansky generalized

eigenfunction expansion method for respectively finite and infinite family of commuting self-adjoint operators.

The purpose of this paper is the generalization to the case of strict real two-dimensional moment problem,

ie the construction of the corresponding block matrices as well as the formulation of necessary and sufficient

conditions for the solvability of a strict two-dimensional moment problem, which is the basis for consideration

of the inverse spectral problem.

Keywords: block Jacobi matrix, moment problem, generalized eigenfunction expansion, difference equa-
tions, self-adjoint operator.
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