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Анотацiя

Метою моєї роботи є дослiдження зв’язку мiж структурую графа i його iнде-
ксом та класифiкування злiченних графiв Кокстера вiдносно значення його iн-
декса. В роботi розглянуто основнi означення, твердження та теореми, пов’язанi
зi спектральною теорiєю злiченних графiв Кокстера. Представлено наявнi теоре-
ми щодо повної класифiкацiї злiченних графiв Кокстера, iндекс яких належить
промiжку

[
2;
√√

5 + 2
]
. Також наведено деякi ранiше дослiдженi приклади

знаходження iндекса злiченних графiв Кокстера. Використовуючи пропонованi
методи, пораховано iндекси злiченних графiв Кокстера, що ранiше не знаходи-
лись. На основi отриманих результатiв зроблено висновки щодо класифiкацiї
деяких видiв злiченних графiв Кокстера з iндексом у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

]
.

На додаток видiлено певнi обмеження для злiченних графiв Кокстера, iндекс
яких належить цьому промiжку.
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Вступ

Дискретна математика – велика галузь математики, яка охоплює багато тем,
пов’язаних iз властивостями дискретних структур, i часто використовується в
сучасностi. Одним iз роздiлiв є теорiя графiв, яка вивчає властивостi графiв.
Її застосування є найрiзноманiтнiшим, оскiльки багато речей та подiй можна
представити у виглядi графiв i це буде зручно, бо їх легко графiчно зобразити.
Наприклад, транспортнi шляхи, комп’ютернi мережi, молекулярне моделюван-
ня й багато iншого.

Важливим роздiлом теорiї графiв є спектральна теорiя графiв, яка вивчає
зв’язок мiж графом та його характеристичним многочленом, власними вектора-
ми i власними значеннями матриць, таких, як матриця сумiжностi або матриця
Кiрхгофа. Вона виникла ще у 1950-60-х роках, наприклад, у роботi Коллатцi та
Сiноговiца "Spektren endlicher Grafen"в 1957 роцi [8]. Але тематика залишається
актуальною й донинi та дослiджується багатьма людьми [9 - 11].

Спектральна теорiя графiв використовується в численних науках: хiмiї, фi-
зицi, комп’ютерних науках, бiологiї, економiцi [12], соцiальних науках [13, 14]
i, звiсно, у математицi. Наприклад, у машиному навчаннi для покращення ро-
боти згорткової нейроної мережi [15] або в соцiологiя для пошуку социальних
сенсорiв в епiдемiологiчних мережах [16]. Спектральна теорiя графiв Кокстера
застосовується в класифiкацiйних теоремах, зокрема, для класифiкацiї систем
коренiв, скiнченних груп Кокстера.

Мета моєї роботи – класифiкувати злiченнi графи Кокстера вiдносно значен-
ня його iндекса. Розглянути вже наявнi теореми та приклади, дослiдити iндекси
злiченних графiв Кокстера, що не знаходилися ранiше та зробити висновок щодо
їхньої класифiкацiї.

Зокрема, у роботi отримано результати:

• Сформульовано та доведено теорему щодо повної класифiкацiї злiченних
графiв Кокстера у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

]
для пiдпорядкованих графiв

A∞

• Сформульовано та доведено теорему щодо повної класифiкацiї злiченних
графiв Кокстера у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

]
для пiдпорядкованих графiв

AZ

• Сформульовано та доведено теорему щодо повної класифiкацiї злiченних
графiв Кокстера у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

]
для пiдпорядкованих незва-

жених T графiв.
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• Сформульовано та доведено теорему щодо повної класифiкацiї злiченних
графiв Кокстера у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

]
для пiдпорядкованих графiв

T1,k,∞ з позначкою з краю.

• Сформульовано та доведено твердження щодо певних обмежень для злi-
ченних графiв Кокстера, iндекс яких належить промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

]
.
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1 Основнi означення i твердження

1.1 Графи Костера

Означення 1.1. Граф – це сукупнiсть G = (V,R), де V – множина вершин
графа G, непорожня скiнченна множина, R – множина ребер графа G, множина,
яка складається з невпорядкованих пар рiзних елементiв множини V .

Означення 1.2. Вершини графа, що з’єднанi ребром, називаються сумiжни-
ми.

Означення 1.3. Вершина графа, що є кiнцем ребра, та це ребро називаються
iнцидентними.

Означення 1.4. Степiнь вершини v – кiлькiсть ребер iнцидентних данiй
вершинi. Позначається dev v.

Означення 1.5. Порядок графа – кiлькiсть вершин графа. Позначається |G|.

Означення 1.6. Граф Кокстера G – це сукупнiсть (G, f), де G – граф, f –
вiдображення множини ребер графа G у множину, що складається з натураль-
них чисел, якi строго бiльшi за 2, та символа ∞. Будемо вважати, що граф G
пiдпорядкований графу Кокстера G = (G, f).

Щоб було зручнiше, представлятимемо граф Костера як пiдпорядкований
граф з позначками f(e) над кожним ребром e. Прийнято над ребрами не писати
цифри 3. Такi ребра – непозначенi, iншi – позначенi.

Зауваження 1.1. Звичайнi графи є пiдмножиною графiв Кокстера: f визнача-
ємо як вiдображення ребер в число 3.

Означення 1.7. Нехай G = (G, f) - граф Кокстера. Граф G1 = (G1, f1)
– пiдграф графа G, якщо G1 пiдграф G, i для довiльного ребра e графа G1:
f1(e) ⩽ f(e). Позначається G1 ⊂ G.

Означення 1.8. Зафiксуємо порядок, в якому будемо розглядати вершини
графа Кокстера. Визначимо матрицю сумiжностi як A(G) = (aij)

n
i,j=1, де

n = |G| – порядок графа G, а елементи матрицi визначаються aij = 2 cos(πk ),
якщо f(i, j) = k, aij = 2, якщо f(i, j) = ∞, aij = 0, якщо вершини i та j не
з’єднанi ребром.

Отже, в нашому випадку матриця сумiжностi A(G) – симетрична, дiйсна та
мiстить нулi на головнiй дiагоналi. Вона залежить вiд порядку, в якому розгля-
даються вершини. Якщо граф G скiнченний, |V | < ∞, то матриця сумiжностi
A(G) буде квадратною порядка |V |.
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Сукупнiсть усiх власних значень матрицi – це спектр матрицi. Оскiльки,
матриця сумiжностi симетрична, то спектр буде дiйсним. Розташуємо точки
спектру λi в порядку спадання: λG = λ1 ⩾ λ2 ⩾ ... ⩾ λn = qG.

Означення 1.9. Спектр графа – це спектр матрицi сумiжностi A(G). По-
значається σ(G).

Означення 1.10. Iндекс графа – це максимальне власне значення λG.

Означення 1.11. Характеристичним многочленом матрицi сумiжностi на-
зивається PG(λ) = |λI − A(G)|.

1.2 Злiченнi графи Костера

Означення 1.12. Злiченний граф Кокстера – граф Кокстера, що має злi-
ченну множину вершин.

Для зручностi будемо позначати множину всiх скiнченних пiдграфiв графа
G як Fin(G).

Для злiченних графiв Кокстера матриця сумiжностi буде нескiнченною впра-
во та вниз.

Означення 1.13. Iндексом злiченного графа називаємо додатнє число або
символ ∞, яке визначається

indG = sup
Г∈Fin(G)

indГ

Операцiї на злiченних графах Костера.
Нехай G = (G, f) – злiченний граф Кокстера. Визначимо операцiї [5 - 7]:

1. Операцiя видалення вершини. У графi G оберемо вершину x. Розглянемо
граф G1 = (V1, R1), де визначаємо множину вершин V1 = V \x, множину
ребер, яку отримуємо шляхом видалення з R ребер, що iнцидентнi вершинi
x та функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на множину ребер R1. Тодi
граф Кокстера G1 = (G1, f1) – граф Кокстера, отриманий з графа G
видаленням вершини x та позначається G− x.

2. Операцiя видалення ребра. У графi G оберемо ребро e. Розглянемо граф
G1 = (V1, R1), де визначаємо множину вершин V1 = V незмiнною, мно-
жину ребер R1 = R\e та функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на
множину ребер R1. Тодi граф Кокстера G1 = (G1, f1) – граф Кокстера,
отриманий з графа G видаленням ребра e та позначається G− e.
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3. Операцiя зменшення мiтки на ребрi. У графi G оберемо ребро e. Розгля-
немо функцiю f1, яка тотожно рiвна функцiї f на множинi ребер R\e, а
на ребрi e визначається f1(e) < f(e). Тодi граф Кокстера G1 = (G, f1)
називається графом Кокстера, отриманий з графа G зменшенням мiтки
на ребрi e.

Введемо ще одну операцiя на незважених графах(всi позначки на ребрах
дорiвнюють 3). Операцiя пiдрозбиття ребра або додавання вершини на вну-
трiшнє ребро. [7] У графi G оберемо ребро e = x, y. Розглянемо граф G1 =
(V1, R1), де визначаємо множину вершин V1 = V

⋃
z, множину ребер R1 =

(R\e)
⋃

x, z
⋃
z, y. Тодi граф Кокстера G1 = (G1, f1) – граф Кокстера, отрима-

ний з графа G подрозбиттям ребра e або додаванням вершини z на внутрiшнє
ребро e.

Означення 1.14. Пiдграф графа G в термiнах операцiй над графами – граф,
одержаний шляхом застосування операцiй видалення вершини, ребра або змен-
шенням мiтки на ребрi графа G.

1.3 Теорема Фробенiуса

Означення 1.15. Невiд’ємною матрицею A називаємо таку, у якiй всi еле-
менти є невiд’ємними числами. Позначається A ⩾ 0.

Означення 1.16. Додатною матрицею A називаємо таку, у якiй всi елемен-
ти є додатними числами. Позначається A > 0.

Аналогiчно визначаються невiд’ємний та додатнiй вектори, вектори з не-
вiд’ємними та додатнiми координатами вiдповiдно. Невiд’ємний вектор позна-
чається х ⩾ 0, а додатнiй – x > 0.

Означення 1.17. Розкладною матрицею A називається така, у якiй пере-
ставивши рядки у певному порядку, а потiм стовпчики у тому самому порядку

можна отримати блочну матрицю вигляду
(
A B
0 D

)
з квадратними матрицями

на дiагоналi. В iншому випадку – нерозкладна.

Теорема 1.1. (Фробенiуса) [1, 3, 4, 7] Невiд’ємна нерозкладна матриця A
завжди має додатнє власне значення r, що задовольняє властивостям:

1. r – простий корiнь характеристичного рiвняння;

2. модулi всiх iнших власних значень не перевищують r;

3. власному числу r вiдповiдає власний додатнiй вектор.
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До того ж, якщо A має k власних значень, якi за модулем дорiвнюють r, то цi
числа всi рiзнi мiж собою та є коренями рiвняння λk − xk = 0. Якщо розгля-
дати весь спектр матрицi A як систему точок на комплекснiй площинi, то вiн
вiдображається на себе при поворотi на кут 2π/k.
Якщо k > 1, то перестановкою рядкiв у деякому порядку, а потiм стовпчикiв у
тому самому порядку можна звести матрицю A до "циклiчного"вигляду:

A =


0 A12 0 . . . 0
0 0 A23 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . Ak−1,k

Ak1 0 0 . . . 0


Матриця A iмпритивна, якщо k > 1. Число k – iндекс iмпритивностi матрицi
A. В iншому разi матриця A – примiтивна.

Твердження 1.1. [1, 4, 7] Матриця сумiжностi графа нерозкладна тодi i тiль-
ки тодi, коли граф – зв’язний.

Матриця сумiжностi невiд’ємна, тому всi властивостi невiд’ємних матриць
правдивi для матриць сумiжностi, зокрема теорема Фробенiуса. Також всi власнi
значення матрицi сумiжностi – дiйснi числа. Отже, з теореми 1.1 випливає
теорема про спектральнi властивостi зв’язного графа.

Теорема 1.2. (Фробенiуса для матрицi сумiжностi) [1, 4, 7] Нехай G –
зв’язний граф. λG = λ1 ⩾ λ2 ⩾ ... ⩾ λn – власнi значення графа в порядку не
зростання. Тодi:

1. Iндекс графа додатнiй(λG > 0);

2. Модуль довiльного власного значення не перевищує iндекс графа(∀i :
|λi| ⩽ λG);

3. Алгебраїчна кратнiсть власного значення λG дорiвнює 1(отже геометри-
чна кратнiсть також рiвна 1);

4. Iснує додатнiй власний вектор, який вiдповiдає власному значенню λG(цей
вектор буде називатися вектором Перрона- Фробенiуса);

5. Якщо −λG – власне значення, то його алгебраїчна кратнiсть дорiвнює
1(отже геометрична кратнiсть також рiвна 1).
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2 Iндекси злiченних графiв Кокстера

2.1 Основнi теореми

Твердження 2.1. [5 − 7] G – злiченний зв’язний граф. При видаленнi вер-
шини, або ребра графа G, iндекс не збiльшується. При зменшеннi мiтки на ребрi
графа G, iндекс строго зменшується.

Наслiдок 2.1. [5− 7] Нехай G1, G2 – злiченнi графи. G1 ⊂ G2. Тодi
indG1 ⩽ indG2

Твердження 2.2. [6 − 7] G – злiченний зв’язний граф. При пiдрозбиттi
внутрiшнього ребра графа G, iндекс не збiльшується.

Твердження 2.3. [5− 7] Iндекс злiченного графа рiвен супремуму iндексiв
його компонент зв’язностi.

Далi графи, якi будемо розглядати, вважатимемо зв’язними.

Теорема 2.1. [5 − 7] Нехай G – злiченний граф, {Gn}∞n=1 – послiдовнiсть
його скiнченних пiдграфiв, що задовольняє умовам:

1. Gn ⊂ Gn+1 ∀n ∈ N;

2.
⋃
n∈N

Gn = G.

Тодi ind G = lim
n→∞

ind Gn.

Наслiдок 2.2. [5− 7] Нехай G1, G2 – злiченнi графи,
{
G1

n

}∞
n=1

,
{
G2

n

}∞
n=1

–
послiдовностi скiнченних пiдграфiв G1 i G2 вiдповiдно. Нехай цi послiдовностi
задовольняють умовам:

1. G1
n iзоморфний G2

n ∀n ∈ N;

2. G1
n ⊂ G1

n+1, G2
n ⊂ G2

n+1 ∀n ∈ N;

3.
⋃
n∈N

G1
n = G1,

⋃
n∈N

G2
n = G2.

Тодi ind G1 = ind G2.
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2.2 Iндекси графiв, що складається зi скiнченного графа та нескiн-
ченного ланцюга

Рис.1

Граф G складається з скiнченного графа Г, нескiнченного ланцюга та ребра
{x, y}, що з’єднує їх. Граф такого виду можна задати злiченною кiлькiстю пар
(Γ, x).

Теорема 2.2. [6, 7] Нехай злiченний граф (Γ, x) складається з скiнченного
графа Γ та нескiнченного ланцюга. Тодi:

1. Якщо (Γ, x) ∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(Γ, x) = 2;

2. Якщо (Γ, x) /∈ {A∞,D∞,B∞}, то ind(Γ, x) > 2 та є максимальним коре-
нем рiвняння

PΓ−x(λ)

PΓ(λ)
=

λ+
√
λ2 − 4

2

Алгоритм знаходження iндексу графа G, що складається зi скiнченного гра-
фа Γ та нескiнченного ланцюга, за допомогою теореми 2.2:

1. Знайти характеристичнi многочлени графiв Γ та Γ − x: PΓ(λ), PΓ−x(λ).
Маємо рiвняння PΓ−x(λ)

PΓ(λ)
= λ+

√
λ2−4
2 ;

2. Для зручностi зробити замiну λ = µ + 1
µ . Тодi λ+

√
λ2−4
2 = µ. Пiдстави-

ти значення у рiвняння PΓ−x(λ)
PΓ(λ)

= λ+
√
λ2−4
2 . Отримуємо рiвняння з одним

невiдомим µ;

3. У рiвняннi з пункту 2 знайти максимальне значення µ;

4. Знайти λ, пiдставивши µ у замiну з пункту 2. Це значення λ i є шуканим
iндексом графа G.

Кроки 1 та 2 можна об’єднати.
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3 Класифiкацiя злiченних графiв Кокстера вiдносно зна-
чення iндекса

3.1 Графи Кокстера, якi мають iндекс у промiжку
[
2,
√√

5 + 2
]

Дана теорема дає повну класифiкацiю злiченних графiв Кокстера у промiж-
ку
[
2,
√√

5 + 2
]

Теорема 3.1. [6, 7] Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера, то

1. ind G ⩾ 2

2. Якщо ind G = 2, то G – граф виду:

3. Якщо ind G ∈
(
2;
√√

5 + 2
)
, то G – граф виду:

4. Якщо ind G =
√√

5 + 2, то G – граф виду:
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3.2 Графи Кокстера, якi мають iндекс у промiжку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
Наведемо кiлька визначень, лем та тверджень, що знадобляться для подаль-

ших розрахункiв.

Означення 3.1. Висячою вершиною називаємо вершину графа, яка має сте-
пiнь 1.

Дана лема допомагає обчислити характеристичний многочлен графа, у якого
є висяча вершина.

Лема 3.1. [1] Нехай x – висяча вершина графа G та y – сумiжна до x вер-
шина.

Рис.2

Тодi для обчислення характеристичного многочлена виконується рiвнiсть.

PG(λ) = λPG−x(λ)− PG−x−y(λ)

Сформулюємо подiбну лему, якщо ребро, що з’єднує вершини x та y, має
позначку k.
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Лема 3.2. [1] Нехай x – висяча вершина графа G та y – сумiжна до x вер-
шина. Ребро, що з’єднує вершини x та y, має позначку k.

Рис.3

Тодi для обчислення характеристичного многочлена виконується рiвнiсть.

PG(λ) = λ PG−x(λ)− 4 cos2
π

k
PG−x−y(λ)

Доведення. Побудуємо матрицю сумiжностi для графа G для порядку вер-
шин x, y, ... (подальший порядок неважливий). Введемо для матриць сумiжностi
графiв G−x та G−x− y позначення A1 = A(G−x) та A2 = A(G−x− y) вiд-
повiдно. Тодi характеристичнi многочени будуть PG−x = |λI −A1| та PG−x−y =
|λI − A2| вiдповiдно.

Розглянемо структуру характеристичного многочлену PG = |λI − A|:

PG =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −2 cos π

k 0 . . . 0
−2 cos π

k
0
... λI − A1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −2 cos π

k
0 . . . 0

−2 cos π
k λ ∗ . . . ∗

0 ∗
... ... λI − A2

0 ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Розкладемо визначник за першим рядком.

PG = λ|λI − A1| − (−2 cos π
k )

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 cos π

k
∗ . . . ∗

0
... λI − A2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= λ|λI − A1|+ 2 cos π
k

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 cos π

k
∗ . . . ∗

0
... λI − A2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
Розкладемо визначник у другому доданку за першим стовпчиком.

PG(λ) = λ |λI−A1|+2 cos π
k (−2 cos π

k ) |λI−A2| = λ |λI−A1|−4 cos2 π
k |λI−A2| =

= λ PG−x(λ)− 4 cos2 π
k PG−x−y(λ)
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Зауваження 3.1. Для зручностi характеристичний многочлен графа An будемо
позначати: PAn

(λ) = Pn(λ)

Твердження 3.1. [1] Характеристичний многочлен графа An задоволняє
наступному рекурентному спiввiдношеню:

Pn(λ) = λPn−1(λ)− Pn−2(λ)

З початковими умовами
P1(λ) = λ

P2(λ) = λ2 − 1

Лема 3.3. Характеристичний многочлен графа An можна знайти за насту-
пному формулою:

Pn(λ) =
1

µ− 1
µ

(
µn+1 − 1

µn+1

)
, де

µ =
λ+

√
λ2 − 4

2

Твердження 3.2. [1] Характеристичний многочлен графа Dn задоволняє
наступному рекурентному спiввiдношеню:

PDn
(λ) = λ (Pn−1(λ)− Pn−3(λ))

Твердження 3.3. Характеристичний многочлен графа Bn задовiлняє насту-
пному рекурентному спiввiдношеню:

PBn
(λ) = λPBn−1

(λ)− PBn−2
(λ)

З початковими умовами
PB1

(λ) = λ

PB2
(λ) = λ2 − 2

Лема 3.4. Характеристичний многочлен графа An можна знайти за насту-
пному формулою:

PBn
(λ) = µn +

1

µn
, де

µ =
λ+

√
λ2 − 4

2
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Лема 3.5. Характеристичний многочлен незв’язного графа дорiвнює добу-
тку характеристичних многочленiв його компонент зв’язностi.

Лема 3.6. [7] Нехай µ =
√

1+
√
5

2 та λ = µ+ 1
µ , тодi λ =

√
2 +

√
5

Доведення. [7]

λ =

√
1 +

√
5

2
+

1√
1+

√
5

2

=

√
1 +

√
5√

2
+

√
2√

1 +
√
5
=

3 +
√
5√

2(1 +
√
5)

=

=

√
(3 +

√
5)2

2(1 +
√
5)

=

√
14 + 6

√
5

2(1 +
√
5)

=

√
7 + 3

√
5

1 +
√
5

=

√
(7 + 3

√
5)(1−

√
5)

(1 +
√
5)(1−

√
5)

=

=

√
−8− 4

√
5

−4
=

√
2 +

√
5

Приклад 3.1. Знайдемо iндекс графа G, що складається з зiрчатого скiн-
ченного графа K1,n, n > 1 та нескiнченного ланцюга(рис.4). [17]

Рис.4

Нехай Г рiвний графу K1,n на рис.5.

Рис.5
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Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 1
1 1 . . . 1 0



PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0 −1
0 λ . . . 0 −1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . λ −1
−1 −1 . . . −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0 −1
0 λ . . . 0 −1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . λ −1
0 0 . . . 0 λ− n

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= λn(λ− n
λ) = λn+1 − nλn−1

PΓ−x(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λn

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λn

λn+1 − nλn−1
=

λ

λ2 − n
=

λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − n
= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − n
= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ2 + 2− n

= µ
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µ2 + 1

µ4 + (2− n)µ2 + 1
= 1

µ4 − (1− n)µ2 = 0

µ2 + 1− n = 0

µ =
√
n− 1

4. Отже,

λ =
√
n− 1 +

1√
n− 1

=
n√
n− 1

Iндекс графа G:
ind G =

n√
n− 1

При n = 2 граф збiгiється с графом D∞ i ind D∞ = 2.
При n = 3 граф збiгiється с графом T1,1,1,∞ i ind T1,1,1,∞ = 3√

2

При n = 4 ind G = 4√
3
> 3√

2
.

Отже, iз зiрчастих графiв, iндекс яких належить промiжку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
,

пiдходить тiльки при n = 3. Тобто граф T1,1,1,∞, бо при n = 4 iндекс строго
бiльший за 3√

2
, а при збiльшенi кiлькостi ребер, iндекс не зменшується (твер-

дження 2.1).
Також можна зробити висновок, що степiнь вершини не повинен перевищу-

вати 3.

Приклад 3.2. Знайдемо iндекс графа G, що складається з зiрчатого скiн-
ченного графа K1,n загального виду, з позначками k1, k2, k3, . . . , kn на ребрах та
нескiнченного ланцюга(рис.6). [17]

Рис.6

Нехай Г рiвний графу K1,n з позначками k1, k2, k3, . . . , kn на ребрах на рис.7.
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Рис.7

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =


0 0 . . . 0 2 cos π

k1
0 0 . . . 0 2 cos π

k2... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 2 cos π

kn
2 cos π

k1
2 cos π

k2
. . . 2 cos π

kn
0



PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 . . . 0 −2 cos π
k1

0 λ . . . 0 −2 cos π
k2... ... . . . ... ...

0 0 . . . λ −2 cos π
kn

−2 cos π
k1

−2 cos π
k2

. . . −2 cos π
kn

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 . . . 0 −2 cos π
k1

0 λ . . . 0 −2 cos π
k2... ... . . . ... ...

0 0 . . . λ −2 cos π
kn

0 0 . . . 0 λ− 4
λ

n∑
i=1

cos2 π
ki

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn

(
λ− 4

λ

n∑
i=1

cos2
π

ki

)
=

= λn+1 − 4λn−1
n∑

i=1

cos2 π
ki

PΓ−x(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λn
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Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λn

λn+1 − 4λn−1
n∑

i=1

cos2 π
ki

=
λ

λ2 − 4
n∑

i=1

cos2 π
ki

=
λ+

√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4
n∑

i=1

cos2 π
ki

= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4
n∑

i=1

cos2 π
ki

= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ2 + 2− 4

n∑
i=1

cos2 π
ki

= µ

µ2 + 1

µ4 + 1 + (2− 4
n∑

i=1

cos2 π
ki
)µ2

= 1

µ4 + (1− 4
n∑

i=1

cos2
π

ki
)µ2 = 0

µ2 + 1− 4
n∑

i=1

cos2
π

ki
= 0

µ =

√√√√4
n∑

i=1

cos2
π

ki
− 1

4. Отже,

λ =

√√√√4
n∑

i=1

cos2
π

ki
− 1 +

1√
4

n∑
i=1

cos2 π
ki
− 1

=

4
n∑

i=1

cos2 π
ki√

4
n∑

i=1

cos2 π
ki
− 1
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Iндекс графа G:

ind G =

4
n∑

i=1

cos2 π
ki√

4
n∑

i=1

cos2 π
ki
− 1

При n = 2, k1 = 3, k2 = 4 ind G =
4(cos2 π

3+cos2 π
4 )√

4(cos2 π
3+cos2 π

4 )−1
=

4( 14+
1
2 )√

4( 14+
1
2 )−1

= 3√
2
.

Якщо ще збiльшити позначку, то iндекс графа буде строго бiльше за 3√
2

(твердження 2.1)
При n = 3, ki = 3 граф збiгiється с графом T1,1,1,∞ i ind T1,1,1,∞ = 3√

2
. При

збiльшенi мiтки, iндекс строго збiльшується (твердження 2.1), тому у ребер,
iнцидентних з вершиною степеня 4, може бути тiльки одна позначка 4.

Приклад 3.3. Знайдемо iндекс графа T2,2,∞(рис.8). [7]

Рис.8

Нехай Г рiвний графу на рис.9.

Рис.9

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = P5(λ)

Pn(λ) = λPn−1(λ)− Pn−2(λ) (твердження 3.1)

P1(λ) = λ, P2(λ) = λ2 − 1, P3(λ) = λ3 − 2λ,
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P4(λ) = λ4 − 3λ2 + 1, P5(λ) = λ5 − 4λ3 + 3λ = λ(λ2 − 1)(λ2 − 3)

Отже,
PΓ(λ) = λ(λ2 − 1)(λ2 − 3)

PΓ−x(λ) = P2(λ) · P2(λ) = (λ2 − 1)2

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

(λ2 − 1)2

λ(λ2 − 1)(λ2 − 3)
=

λ2 − 1

λ(λ2 − 3)
=

λ2 − 1

λ3 − 3λ
=

λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
(µ+ 1

µ)
2 − 1

(µ+ 1
µ)

3 − 3(µ+ 1
µ)

= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)

2 − 1

(µ+ 1
µ)

3 − 3(µ+ 1
µ)

= µ

µ2 + 1
µ2 + 2− 1

µ3 + 3µ+ 3 1
µ + 1

µ3 − 3µ− 3 1
µ

= µ

µ2 + 1
µ2 + 1

µ3 + 1
µ3

= µ

µ4 + µ2 + 1

µ6 + 1
= 1

µ6 − µ4 − µ2 = 0

µ4 − µ2 − 1 = 0

µ =

√
1 +

√
5

2



25

4. Отже, за лемою 3.6

λ =

√√
5 + 2

Iндекс графа G:

ind G =

√√
5 + 2

Приклад 3.4. Знайдемо iндекс графа T1,k,∞, k ⩾ 2(рис 10). [7]

Рис.10

Нехай Г рiвний графу на рис.11.

Рис.11

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = Pk+2(λ) =
1

µ− 1
µ

(µk+3 − 1

µk+3
)(лема 3.3)

PΓ−x(λ) = Pk(λ) · P1(λ) =
λ

µ− 1
µ

(µk+1 − 1

µk+1
)(лема 3.3)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ−x(λ) =

µ+ 1
µ

µ− 1
µ

(µk+1 − 1

µk+1
)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

µ+ 1
µ

µ− 1
µ

(µk+1 − 1
µk+1 )

1
µ− 1

µ

(µk+3 − 1
µk+3 )

=
(µ+ 1

µ)(µ
k+1 − 1

µk+1 )

µk+3 − 1
µk+3

=
µ(µ2 + 1)(µ2k+2 − 1)

µ2k+6 − 1
= µ



26

2. Знайдемо максимальне значення µ

µ(µ2 + 1)(µ2k+2 − 1)

µ2k+6 − 1
= µ

µ2k+4 − µ2 + µ2k+2 − 1

µ2k+6 − 1
= 1

µ2k+6 − µ2k+4 − µ2k+2 + µ2 = 0

µ2k+4 − µ2k+2 − µ2k + 1 = 0

µ2k(µ4 − µ2 − 1 +
1

µ2k
) = 0

µ4 − µ2 − 1 +
1

µ2k
= 0

Граф T1,k,∞ одержується з T1,k+1,∞ видаленням вершини. Тому послiдов-
нiсть ind T1,k,∞ не спадає. Спрямуємо k → ∞

µ4 − µ2 − 1 → 0

µ →

√
1 +

√
5

2

3. Отже, за лемою 3.6

λ →
√√

5 + 2

Iндекс графа G:

ind T1,k,∞ ↑
√√

5 + 2, k → ∞

Отже, для будь-якого k ⩾ 2, ind T1,k,∞ <
√√

5 + 2

Приклад 3.5. Знайдемо рiвняння для знаходження iндекса графа Tk,l,∞, k ⩾
2(рис.12).

Рис.12
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Нехай Г рiвний графу на рис.13.

Рис.13

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = Pk+l+1(λ) =
1

µ− 1
µ

(µk+l+2 − 1

µk+l+2
)(лема 3.3)

PΓ−x(λ) = Pk(λ) · Pl(λ) =
1

(µ− 1
µ)

2
(µk+1 − 1

µk+1
)(µl+1 − 1

µl+1
)(лема 3.3)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

1
(µ− 1

µ )
2 (µ

k+1 − 1
µk+1 )(µ

l+1 − 1
µl+1 )

1
µ− 1

µ

(µk+l+2 − 1
µk+l+2 )

=
(µk+1 − 1

µk+1 )(µ
l+1 − 1

µl+1 )

(µ− 1
µ)(µ

k+l+2 − 1
µk+l+2 )

= µ

2. Спростимо вираз
(µk+1 − 1

µk+1 )(µ
l+1 − 1

µl+1 )

(µ− 1
µ)(µ

k+l+2 − 1
µk+l+2 )

= µ

(µ2k+2 − 1)(µ2l+2 − 1)

(µ2 − 1)(µ2k+2l+4 − 1)
= 1

µ2k+2l+4 − µ2k+2 − µ2l+2 + 1 = µ2k+2l+6 − µ2 − µ2k+2l+4 + 1

µ2k+2l+6 − 2µ2k+2l+4 + µ2k+2 + µ2l+2 − µ2 = 0

µ2(µ2k+2l+4 − 2µ2k+2l+2 + µ2k + µ2l − 1) = 0

µ2k+2l+4 − 2µ2k+2l+2 + µ2k + µ2l − 1 = 0

Приклад 3.6. Знайдемо iндекс графа T2,3,∞(рис.14). [7]
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Рис.14

З прикладу 3.5

µ2k+2l+4 − 2µ2k+2l+2 + µ2k + µ2l − 1 = 0

k = 3; l = 2

µ14 − 2µ12 + µ6 + µ4 − 1 = 0

(µ2 − 1)(µ12 − µ10 − µ8 − µ6 + µ2 + 1) = 0

µ12 − µ10 − µ8 − µ6 + µ2 + 1 = 0

(µ2 − 1)(µ10 − µ6 − 2µ4 − 2µ2 − 1) = 0

µ10 − µ6 − 2µ4 − 2µ2 − 1 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√

1+
√
5

2 :

√1 +
√
5

2

10

−

√1 +
√
5

2

6

− 2

√1 +
√
5

2

4

− 2

√1 +
√
5

2

2

− 1 =

=

(
1 +

√
5

2

)5

−

(
1 +

√
5

2

)3

− 2

(
1 +

√
5

2

)2

− 2
1 +

√
5

2
− 1 =

=
(
√
5)5 + 5(

√
5)4 + 10(

√
5)3 + 10(

√
5)2 + 5

√
5 + 1

25
−(

√
5)3 + 3(

√
5)2 + 3

√
5 + 1

23
−

−2
(
√
5)2 + 2

√
5 + 1

22
− 2

1 +
√
5

2
− 1 =

=
25
√
5 + 125 + 50

√
5 + 50 + 5

√
5 + 1

25
− 5

√
5 + 15 + 3

√
5 + 1

23
−

−2
5 + 2

√
5 + 1

22
− 2

1 +
√
5

2
− 1 =

=
176 + 80

√
5

25
− 16 + 8

√
5

23
− 2

6 + 2
√
5

22
− 2

1 +
√
5

2
− 1 =
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=
24(11 + 5

√
5)

25
− 23(2 +

√
5)

23
− 2

2(3 +
√
5)

22
− 2

1 +
√
5

2
− 1 =

=
11 + 5

√
5

2
− 2(2 +

√
5)

2
− 2(3 +

√
5)

2
− 2(1 +

√
5)

2
− 1 =

=
11 + 5

√
5− 4− 2

√
5− 6− 2

√
5− 2− 2

√
5− 2

2
=

−3−
√
5

2
< 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√

1+
√
5

2 .

Тодi λ >
√√

5 + 2 i iндекс графа ind T2,3,∞ >
√√

5 + 2

Приклад 3.7. Знайдемо iндекс графа T∞,∞,∞(рис.15).

Рис.15

Розглянемо серiю скiнченних пiдграфiв Tk,k,k

Рис.16

Розкладемо за мостом:
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PΓ(λ) = PΓ1
PΓ2

− PΓ1−xPΓ1−y = P2k+1Pk − PkPkPk−1 =

=
1(

µ− 1
µ

)2 (µ2k+2 − 1

µ2k+2

)(
µk+1 − 1

µk+1

)
−

− 1(
µ− 1

µ

)3 (µk+1 − 1

µk+1

)2(
µk − 1

µk

)
=

=
1(

µ− 1
µ

)2 (µk+1 − 1

µk+1
)

(
(µ2k+2 − 1

µ2k+2
)− 1

µ− 1
µ

(µk+1 − 1

µk+1
)(µk − 1

µk
)

)

Прирiвняємо до 0:

1(
µ− 1

µ

)2 (µk+1 − 1

µk+1
)

(
(µ2k+2 − 1

µ2k+2
)− 1

µ− 1
µ

(µk+1 − 1

µk+1
)(µk − 1

µk
)

)
= 0

(µ2k+2 − 1

µ2k+2
)− µ

µ2 − 1
(µk+1 − 1

µk+1
)(µk − 1

µk
) = 0

(µ4k+4 − 1)− µ2

µ2 − 1
(µ2k+2 − 1)(µ2k − 1) = 0

(µ4k+4 − 1)(µ2 − 1)− µ2(µ4k+2 − µ2k+2 − µ2k + 1) = 0

µ4k+6 − µ4k+4 − µ2 + 1− µ4k+4 + µ2k+4 + µ2k+2 − µ2 = 0

µ4k+6 − 2µ4k+4 + µ2k+4 + µ2k+2 − 2µ2 + 1 = 0

µ4k+4

(
µ2 − 2 +

1

µ2k
+

1

µ2k+2
− 2

1

µ4k+2
+

1

µ4k+4

)
= 0

µ2 − 2 +
1

µ2k
+

1

µ2k+2
− 2

µ4k+2
+

1

µ4k+4
= 0

Спрямуємо k → ∞

µ2 − 2 → 0

µ →
√
2

Отже,

λ → 3√
2
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Iндекс графа G:

ind T∞,∞,∞ = lim
k→∞

ind Tk,k,k =
3√
2

Приклад 3.8. Знайдемо iндекс графа T1,1,2,∞(рис.17).

Рис.17

Нехай Г рiвний графу на рис.18.

Рис.18

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = PD5
(λ) = λ(P4(λ)−P2(λ)) = λ(λ4−3λ2+1−(λ2−1)) = λ(λ4−4λ2+2)

PΓ−x(λ) = P2(λ) · P1(λ) · P1(λ) = λ2(λ2 − 1)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ2(λ2 − 1)

λ(λ4 − 4λ2 + 2)
=

λ(λ2 − 1)

λ4 − 4λ2 + 2
=

λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
(µ+ 1

µ)((µ+ 1
µ)

2 − 1)

(µ+ 1
µ)

4 − 4(µ+ 1
µ)

2 + 2
= µ
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3. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)((µ+ 1

µ)
2 − 1)

(µ+ 1
µ)

4 − 4(µ+ 1
µ)

2 + 2
= µ

µ3 + 3µ+ 3 1
µ + 1

µ3 − µ− 1
µ

µ4 + 4µ2 + 6 + 4 1
µ2 +

1
µ4 − 4µ2 − 8− 4 1

µ2 + 2
= µ

µ3 + 1
µ3 + 2µ+ 2 1

µ

µ4 + 1
µ4

= µ

µ6 + 1 + 2µ4 + 2µ2

µ8 + 1
= 1

µ8 − µ6 − 2µ4 − 2µ2 = 0

µ6 − µ4 − 2µ2 − 2 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

(
√
2)6 − (

√
2)4 − 2(

√
2)2 − 2 = 23 − 22 − 2 · 2− 2 =

= 8− 4− 4− 2 = −2 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√
2.

4. Тодi
λ >

3√
2

Iндекс графа G:

ind T1,1,2,∞ >
3√
2

Приклад 3.9. Знайдемо iндекс графа G(рис.19).

Рис.19

Нехай Г рiвний графу на рис.20.

Рис.20
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Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =

(
0 2 cos π

k
2 cos π

k 0

)

PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =
∣∣∣∣ λ −2 cos π

k
−2 cos π

k λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4 cos2
π

k

PΓ−x(λ) = λ

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ

λ2 − 4 cos2 π
k

=
λ+

√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
µ+ 1

µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4 cos2 π
k

= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

µ+ 1
µ

(µ+ 1
µ)

2 − 4 cos2 π
k

= µ

µ+ 1
µ

µ2 + 1
µ2 + 2− 4 cos2 π

k

= µ

µ2 + 1

µ4 + 1 + 2µ2 − 4µ2 cos2 π
k

= 1

µ4 + µ2 − 4µ2 cos2
π

k
= 0

µ2 + 1− 4 cos2
π

k
= 0

µ2 = 4 cos2
π

k
− 1

µ =

√
4 cos2

π

k
− 1
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4. Отже

λ =
4 cos2 π

k√
4 cos2 π

k − 1

При k = 4 граф збiгається з B∞ i ind B∞ = 2

При k = 5 граф збiгається з H∞ i ind H∞ =
√

2 +
√
5

При k = 6 граф збiгається з G∞ i ind G∞ = 3√
2

Приклад 3.10. Знайдемо iндекс графа G(рис.21).

Рис.21

Нехай Г рiвний графу на рис.22.

Рис.22

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =

 0 1 0
1 0 2 cos π

k
0 2 cos π

k 0



PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣
λ −1 0
−1 λ −2 cos π

k
0 −2 cos π

k λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − (4λ cos2
π

k
+ λ) =

= λ(λ2 − 1− 4 cos2 π
k )

A(Γ− x) =

(
0 1
1 0

)
PΓ−x(λ) = |λI − A(Γ− x)| =

∣∣∣∣ λ −1
−1 λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ2 − 1

λ(λ2 − 1− 4 cos2 π
k )

=
λ+

√
λ2 − 4

2
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2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
PΓ−x

PΓ
=

(µ+ 1
µ)

2 − 1

(µ+ 1
µ)((µ+ 1

µ)
2 − 1− 4 cos2 π

k )
= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)

2 − 1

(µ+ 1
µ)((µ+ 1

µ)
2 − 1− 4 cos2 π

k )
= µ

µ2 + 1
µ2 + 2− 1

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 + 2− 1− 4 cos2 π

k )
= µ

µ2 + 1
µ2 + 1

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 + 1− 4 cos2 π

k )
= µ

µ4 + 1 + µ2

(µ2 + 1)(µ4 + 1 + µ2 − 4µ2 cos2 π
k )

= 1

µ4 + 1 + µ2 = µ6 + µ2 + µ4 − 4µ4 cos2
π

k
+ µ4 + 1 + µ2 − 4µ2 cos2

π

k

µ6 + µ4(1− 4 cos2
π

k
) + µ2(1− 4 cos2

π

k
) = 0

µ4 + µ2(1− 4 cos2
π

k
) + 1− 4 cos2

π

k
= 0

µ2 =
4 cos2 π

k − 1 +
√
16 cos4 π

k + 8 cos2 π
k − 3

2

µ =

√
4 cos2 π

k − 1 +
√
16 cos4 π

k + 8 cos2 π
k − 3

2

4. Отже

λ =
4 cos2 π

k + 1 +
√

16 cos4 π
k + 8 cos2 π

k − 3√
2(4 cos2 π

k − 1 +
√
16 cos4 π

k + 8 cos2 π
k − 3)

При k = 4 граф збiгається з F∞ i ind F∞ =
√

2 +
√
5

При k = 5 граф збiгається з H̃∞ i ind H̃∞
5+

√
5

2 +

√
11+3

√
5

2√
1+

√
5+2

√
11+3

√
5

2

> 3√
2

Приклад 3.11. Знайдемо iндекс графа F̃∞(рис.23). [7]
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Рис.23

Нехай Г рiвний графу на рис.24.

Рис.24

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени: Розкладемо за висячою верши-
ною:

PΓ(λ) = λPΓ−v1(λ)−PΓ−v1−v2(λ) = λ·λ·(λ2−1−4 cos2
π

4
)−(λ2−4 cos2

π

4
) =

= λ4 − 4λ2 + 2

PΓ−x(λ) = P3(λ) = λ3 − 2λ = λ(λ2 − 2)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ(λ2 − 2)

λ4 − 4λ2 + 2
=

λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
(µ+ 1

µ)((µ+ 1
µ)

2 − 2)

(µ+ 1
µ)

4 − 4(µ+ 1
µ)

2 + 2
= µ

3. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)((µ+ 1

µ)
2 − 2)

(µ+ 1
µ)

4 − 4(µ+ 1
µ)

2 + 2
= µ

µ3 + 3µ+ 3 1
µ + 1

µ3 − 2µ− 2 1
µ

µ4 + 4µ2 + 6 + 4 1
µ2 +

1
µ4 − 4µ2 − 8− 4 1

µ2 + 2
= µ
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µ3 + 1
µ3 + µ+ 1

µ

µ4 + 1
µ4

= µ

µ6 + 1 + µ4 + µ2

µ8 + 1
= 1

µ8 − µ6 − µ4 − µ2 = 0

µ6 − µ4 − µ2 − 1 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√

1+
√
5

2 :

√1 +
√
5

2

6

−

√1 +
√
5

2

4

−

√1 +
√
5

2

2

− 1 =

=

(
1 +

√
5

2

)3

−

(
1 +

√
5

2

)2

− 1 +
√
5

2
− 1 =

=
1 + 3

√
5 + 3(

√
5)2 + (

√
5)3

23
− 1 + 2

√
5 + (

√
5)2

22
− 1 +

√
5

2
− 1 =

=
1 + 3

√
5 + 15 + 5

√
5

23
− 1 + 2

√
5 + 5

22
− 1 +

√
5

2
− 1 =

=
16 + 8

√
5

23
− 6 + 2

√
5

22
− 1 +

√
5

2
− 1 =

=
23(2 +

√
5)

23
− 2(3 +

√
5)

22
− 1 +

√
5

2
− 1 =

=
2(2 +

√
5)− (3 +

√
5)− (1 +

√
5)− 2

2
=

=
−2

2
= −1 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√

1+
√
5

2 .

4. Тодi

λ >

√√
5 + 2

Iндекс графа G:

ind T1,1,1,∞ >

√√
5 + 2
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Приклад 3.12. Знайдемо iндекс графа G(рис.25).

Рис.25

Нехай Г рiвний графу на рис.26.

Рис.26

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = PBk+2
(λ) = µk+2 +

1

µk+2

PΓ−x(λ) = Pk+1(λ) =
1

µ− 1
µ

(µk+2 − 1

µk+2
)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

1
µ− 1

µ

(µk+2 − 1
µk+2 )

µk+2 + 1
µk+2

=
µk+2 − 1

µk+2

(µ− 1
µ)(µ

k+2 + 1
µk+2 )

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

µk+2 − 1
µk+2

(µ− 1
µ)(µ

k+2 + 1
µk+2 )

= µ

µ2k+4 − 1

(µ2 − 1)(µ2k+4 + 1)
= 1

µ2k+4 − 1 = µ2k+6 + µ2 − µ2k+4 − 1

µ2k+6 − 2µ2k+4 + µ2 = 0

µ2k+4 − 2µ2k+2 + 1 = 0
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µ2k+2(µ2 − 2 +
1

µ2k+2
) = 0

µ2 − 2 +
1

µ2k+2
= 0

Граф Gk одержується з Gk+1 видаленням вершини. Тому послiдовнiсть
ind Gk не спадає. Спрямуємо k → ∞

µ2 − 2 → 0

µ →
√
2

3. Отже,

λ → 3√
2

Iндекс графа G:

ind Gk ↑
3√
2
, k → ∞

Отже, для будь-якого k ind Gk <
3√
2

Приклад 3.13. Знайдемо iндекс графа G(рис.27).

Рис.27

Розглянемо серiю скiнченних пiдграфiв Γk,k

Рис.28

Розкладемо за мостом:
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PΓ(λ) = PΓ1
PΓ2

− 4 cos2
π

4
PΓ1−xPΓ1−y = Pk+1Pk+1 − 4 · 1

2
PkPk =

=
1(

µ− 1
µ

)2 (µk+2 − 1

µk+2

)2

− 2
1(

µ− 1
µ

)2 (µk+1 − 1

µk+1

)2

=

=
1(

µ− 1
µ

)2
((

µk+2 − 1

µk+2

)2

− 2

(
µk+1 − 1

µk+1

)2
)

Прирiвняємо до 0:

1(
µ− 1

µ

)2
((

µk+2 − 1

µk+2

)2

− 2

(
µk+1 − 1

µk+1

)2
)

= 0

(
µk+2 − 1

µk+2

)2

− 2

(
µk+1 − 1

µk+1

)2

= 0

µ2k+4 +
1

µ2k+4
− 2− 2µ2k+2 − 2

1

µ2k+2
+ 4 = 0

µ2k+2

(
µ2 − 2 + 2

1

µ2k+2
+

1

µ4k+6
− 2

1

µ4k+4

)
= 0

µ2 − 2 + 2
1

µ2k+2
+

1

µ4k+6
− 2

1

µ4k+4
= 0

Спрямуємо k → ∞

µ2 − 2 → 0

µ →
√
2

Отже,

λ → 3√
2

Iндекс графа G:

ind G = lim
k→∞

ind Γk,k =
3√
2

Приклад 3.14. Знайдемо iндекс графа G(рис.29).
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Рис.29

Нехай Г рiвний графу на рис.30.

Рис.30

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

A(Γ) =

 0 2 cos π
4 0

2 cos π
4 0 2 cos π

4
0 2 cos π

4 0



PΓ(λ) = |λI − A(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣
λ −2 cos π

4 0
−2 cos π

4 λ −2 cos π
4

0 −2 cos π
4 λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
λ −

√
2 0

−
√
2 λ −

√
2

0 −
√
2 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − (2λ+ 2λ) = λ3 − 4λ

A(Γ− x) =

(
0 2 cos π

4
2 cos π

4 0

)
PΓ−x(λ) = |λI − A(Γ− x)| =

∣∣∣∣ λ −2 cos π
4

−2 cos π
4 λ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ λ −
√
2

−
√
2 λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

λ2 − 2

λ3 − 4λ
=

λ+
√
λ2 − 4

2

2. Зробимо замiну λ = µ+ 1
µ .

Маємо:
(µ+ 1

µ)
2 − 2

(µ+ 1
µ)

3 − 4(µ+ 1
µ)

= µ
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3. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)

2 − 2

(µ+ 1
µ)

3 − 4(µ+ 1
µ)

= µ

µ2 + 1
µ2 + 2− 2

µ3 + 3µ+ 3 1
µ + 1

µ3 − 4µ− 4 1
µ

= µ

µ2 + 1
µ2

µ3 + 1
µ3 − µ− 1

µ

= µ

µ4 + 1

µ6 + 1− µ4 − µ2
= 1

µ6 − 2µ4 − µ2 = 0

µ4 − 2µ2 − 1 = 0

µ2 = 1 +
√
2

µ =

√
1 +

√
2

λ =

√
1 +

√
2 +

1√
1 +

√
2
=

2 +
√
2√

1 +
√
2

Iндекс графа G:

ind G =
2 +

√
2√

1 +
√
2
>

3√
2

Приклад 3.15. Знайдемо iндекс графа G(рис.31).

Рис.31

Нехай Г рiвний графу на рис.32.

Рис.32

Тодi
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1. Знайдемо характеристичнi многочлени: Розкладемо за висячою верши-
ною:

PΓ(λ) = λPΓ−v1(λ)− 4 cos
π

4
PΓ−v1−v2(λ) = λ · PB3

(λ)− 2PB2
(λ) =

= λ(µ3 +
1

µ3
)− 2(µ2 +

1

µ2
)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ = (µ+

1

µ
)(µ3 +

1

µ3
)− 2(µ2 +

1

µ2
) =

= µ4 +
1

µ2
+ µ2 +

1

µ4
− 2µ2 − 2

1

µ2
= µ4 +

1

µ4
− µ2 − 1

µ2

PΓ−x(λ) = PB3
(λ) = µ3 +

1

µ3

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

µ3 + 1
µ3

µ4 + 1
µ4 − µ2 − 1

µ2

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

µ3 + 1
µ3

µ4 + 1
µ4 − µ2 − 1

µ2

= µ

µ6 + 1

µ8 + 1− µ6 − µ2
= 1

µ8 − 2µ6 − µ2 = 0

µ6 − 2µ4 − 1 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

(
√
2)6 − 2(

√
2)4 − 1 = 23 − 2 · 22 − 1 = 8− 8− 1 = −1 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√
2.
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3. Тодi
λ >

3√
2

Iндекс графа G:

ind G >
3√
2

Приклад 3.16. Знайдемо iндекс графа G(рис.33).

Рис.33

Нехай Г рiвний графу на рис.34.

Рис.34

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени: Розкладемо за висячою верши-
ною:

PΓ(λ) = λPΓ−v1(λ)− 4 cos
π

4
PΓ−v1−v2(λ) = λ · PBk+2

(λ)− 2PBk+1
(λ) =

= λ(µk+2 +
1

µk+2
)− 2(µk+1 +

1

µk+1
)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ = (µ+

1

µ
)(µk+2 +

1

µk+2
)− 2(µk+1 +

1

µk+1
) =

= µk+3 +
1

µk+1
+ µk+1 +

1

µk+3
− 2µk+1 − 2

1

µk+1
= µk+3 +

1

µk+3
− µk+1 − 1

µk+1

PΓ−x(λ) = PBk+2
(λ) = µk+2 +

1

µk+2
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Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

µk+2 + 1
µk+2

µk+3 + 1
µk+3 − µk+1 − 1

µk+1

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

µk+2 + 1
µk+2

µk+3 + 1
µk+3 − µk+1 − 1

µk+1

= µ

µ2k+4 + 1

µ2k+6 + 1− µ2k+4 − µ2
= 1

µ2k+6 − 2µ2k+4 − µ2 = 0

µ2k+4 − 2µ2k+2 − 1 = 0

µ2k+2(µ2 − 2− 1

µ2k+2
) = 0

µ2 − 2− 1

µ2k+2
= 0

Граф Gk+1 одержується з Gk пiдрозбиттям внутрiшнього ребра. Тому по-
слiдовнiсть ind Gk не зростає. Спрямуємо k → ∞

µ2 − 2 → 0

µ →
√
2

3. Отже,

λ → 3√
2

Iндекс графа G:

ind Gk ↓
3√
2
, k → ∞

Отже, для будь-якого k ind Gk >
3√
2

Приклад 3.17. Знайдемо iндекс графа G(рис.35).
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Рис.35

Нехай Г рiвний графу на рис.36.

Рис.36

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = PB4
(λ) = µ4 +

1

µ4

PΓ−x(λ) = P2(λ) · P1(λ) = λ(λ2 − 1)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ−x = (µ+

1

µ
)

(
(µ+

1

µ
)2 − 1

)
=

= (µ+
1

µ
)(µ2 +

1

µ2
+ 2− 1) = (µ+

1

µ
)(µ2 +

1

µ2
+ 1)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 + 1)

µ4 + 1
µ4

= µ
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2. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 + 1)

µ4 + 1
µ4

= µ

(µ2 + 1)(µ4 + 1 + µ2)

µ8 + 1
= 1

µ6 + µ2 + µ4 + µ4 + 1 + µ2 = µ8 + 1

µ8 − µ6 − 2µ4 − 2µ2 = 0

µ6 − µ4 − 2µ2 − 2 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

(
√
2)6 − (

√
2)4 − 2(

√
2)2 − 2 = 23 − 22 − 2 · 2− 2 = 8− 4− 4− 2 = −2 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√
2.

3. Тодi
λ >

3√
2

Iндекс графа G:

ind G >
3√
2

Приклад 3.18. Знайдемо iндекс графа G(рис.37).

Рис.37

Нехай Г рiвний графу на рис.38.

Рис.38
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Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени: Розкладемо за висячою вершиною
v1:

PΓ(λ) = λPΓ−v1(λ)−PΓ−v1−v2(λ) = λPB3
(λ)−P2(λ) = λ(µ3+

1

µ3
)− (λ2− 1)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ = (µ+

1

µ
)(µ3 +

1

µ3
)− ((µ+

1

µ
)2 − 1) =

= µ4 +
1

µ2
+ µ2 +

1

µ4
− µ2 − 1

µ2
− 1 = µ4 +

1

µ4
− 1

Аналогiчно до прикладу 3.17

PΓ−x(λ) = (µ+
1

µ
)(µ2 +

1

µ2
+ 1)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 + 1)

µ4 + 1
µ4 − 1

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 + 1)

µ4 + 1
µ4 − 1

= µ

(µ2 + 1)(µ4 + 1 + µ2)

µ8 + 1− µ4
= 1

µ6 + µ2 + µ4 + µ4 + 1 + µ2 = µ8 + 1− µ4

µ8 − µ6 − 3µ4 − 2µ2 = 0

µ6 − µ4 − 3µ2 − 2 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

(
√
2)6 − (

√
2)4 − 3(

√
2)2 − 2 = 23 − 22 − 3 · 2− 2 = 8− 4− 6− 2 = −4 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√
2.
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3. Тодi
λ >

3√
2

Iндекс графа G:

ind G >
3√
2

Приклад 3.19. Знайдемо iндекс графа G(рис.39). [7]

Рис.39

Нехай Г рiвний графу на рис.40.

Рис.40

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени: Розкладемо за висячою вершиною
v1:

PΓ(λ) = λPΓ−v1(λ)− PΓ−v1−v2(λ) = λPB3
(λ)− (P1(λ))

2 = λ(µ3 +
1

µ3
)− λ2

λ = µ+
1

µ
→ PΓ = (µ+

1

µ
)(µ3 +

1

µ3
)− (µ+

1

µ
)2 =

= µ4 +
1

µ2
+ µ2 +

1

µ4
− µ2 − 1

µ2
− 2 = µ4 +

1

µ4
− 2

PΓ−x(λ) = P3(λ) =
1

µ− 1
µ

(µ4 − 1

µ4
)



50

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

1
µ− 1

µ

(µ4 − 1
µ4 )

µ4 + 1
µ4 − 2

=
µ4 − 1

µ4

(µ− 1
µ)(µ

4 + 1
µ4 − 2)

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

1
µ− 1

µ

(µ4 − 1
µ4 )

µ4 + 1
µ4 − 2

=
µ4 − 1

µ4

(µ− 1
µ)(µ

4 + 1
µ4 − 2)

= µ

µ8 − 1

(µ2 − 1)(µ8 + 1 + 2µ4)
= 1

µ8 − 1 = µ10 + µ2 − 2µ6 − µ8 − 1 + 2µ4

µ10− 2µ8 − 2µ6 + 2µ4 + µ2 = 0

µ8 − 2µ6 − 2µ4 + 2µ2 + 1 = 0

(µ2 − 1)(µ6 − µ4 − 3µ2 − 1) = 0

µ6 − µ4 − 3µ2 − 1 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

(
√
2)6 − (

√
2)4 − 3(

√
2)2 − 1 = 23 − 22 − 3 · 2− 1 = 8− 4− 6− 1 = −3 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√
2.

3. Тодi
λ >

3√
2

Iндекс графа G:

ind G >
3√
2

Приклад 3.20. Знайдемо iндекс графа G(рис.41).

Рис.41
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Нехай Г рiвний графу на рис.42.

Рис.42

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = PB4
(λ) = µ4 +

1

µ4

PΓ−x(λ) = PB2
(λ) · P1(λ) = λ(µ2 +

1

µ2
)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ−x = (µ+

1

µ
)(µ2 +

1

µ2
)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 )

µ4 + 1
µ4

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)(µ

2 + 1
µ2 )

µ4 + 1
µ4

= µ

(µ2 + 1)(µ4 + 1)

µ8 + 1
= 1

µ6 + µ4 + µ2 + 1 = µ8 + 1

µ8 − µ6 − µ4 − µ2 = 0

µ6 − µ4 − µ2 − 1 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√

1+
√
5

2 :
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√1 +
√
5

2

6

−

√1 +
√
5

2

4

−

√1 +
√
5

2

2

− 1 =

=

(
1 +

√
5

2

)3

−

(
1 +

√
5

2

)2

− 1 +
√
5

2
− 1 =

=
(
√
5)3 + 3(

√
5)2 + 3

√
5 + 1

23
− (

√
5)2 + 2

√
5 + 1

22
− 1 +

√
5

2
− 1 =

=
5
√
5 + 15 + 3

√
5 + 1

23
− 5 + 2

√
5 + 1

22
− 1 +

√
5

2
− 1 =

=
16 + 8

√
5

23
−6 + 2

√
5

22
−1 +

√
5

2
−1 =

23(2 +
√
5)

23
−2(3 +

√
5)

22
−1 +

√
5

2
−1 =

=
2(2 +

√
5)

2
− 3 +

√
5

2
− 1 +

√
5

2
− 1 =

4 + 2
√
5− 3−

√
5− 1−

√
5− 2

2
=

=
−2

2
= −1 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√

1+
√
5

2 .

Тодi λ >
√√

5 + 2 i iндекс графа ind G >
√√

5 + 2

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

(
√
2)6 − (

√
2)4 − (

√
2)2 − 1 = 23 − 22 − 2− 1 = 8− 4− 2− 1 = 1 > 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде меншим за µ =
√
2.

Тодi λ < 3√
2

i iндекс графа ind G < 3√
2

3. Отже, iндекс графа G:

ind G ∈

√1 +
√
5

2
;

3√
2


Приклад 3.21. Знайдемо iндекс графа G(рис.43).
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Рис.43

Нехай Г рiвний графу на рис.44.

Рис.44

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени: Розкладемо за висячою вершиною
v1:

PΓ(λ) = λPΓ−v1(λ)− 4 cos2
π

k
PΓ−v1−v2(λ) = λPn+2(λ)− 4 cos2

π

k
Pn+1(λ) =

= λ
1

µ− 1
µ

(µn+3 − 1

µn+3
)− 4 cos2

π

k

1

µ− 1
µ

(µn+2 − 1

µn+2
)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ−x = (µ+

1

µ
)

1

µ− 1
µ

(µn+3− 1

µn+3
)−4 cos2

π

k

1

µ− 1
µ

(µn+2− 1

µn+2
) =

=
1

µ− 1
µ

(
µn+4 − 1

µn+4
+ µn+2 − 1

µn+2
− 4 cos2

π

k
(µn+2 − 1

µn+2
)

)
Розкладемо за висячою вершиною v1:

PΓ−x(λ) = P1(λ)(λPΓ−x−v1(λ)− PΓ−x−v1−v2(λ)) =

= λ
(
λPn(λ)− 4 cos2

π

k
Pn−1(λ)

)
=

= λ

(
λ

1

µ− 1
µ

(µn+1 − 1

µn+1
)− 4 cos2

π

k

1

µ− 1
µ

(µn − 1

µn
)

)

λ = µ+
1

µ
→ PΓ−x =
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= (µ+
1

µ
)

(
(µ+

1

µ
)

1

µ− 1
µ

(µn+1 − 1

µn+1
)− 4 cos2

π

k

1

µ− 1
µ

(µn − 1

µn
)

)
=

=
µ+ 1

µ

µ− 1
µ

(
µn+2 − 1

µn+2
+ µn − 1

µn
− 4 cos2

π

k
(µn − 1

µn
)

)
Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

µ+ 1
µ

µ− 1
µ

(
µn+2 − 1

µn+2 + µn − 1
µn − 4 cos2 π

k (µ
n − 1

µn )
)

1
µ− 1

µ

(
µn+4 − 1

µn+4 + µn+2 − 1
µn+2 − 4 cos2 π

k (µ
n+2 − 1

µn+2 )
) =

=
(µ+ 1

µ)
(
µn+2 − 1

µn+2 + µn − 1
µn − 4 cos2 π

k (µ
n − 1

µn )
)

µn+4 − 1
µn+4 + µn+2 − 1

µn+2 − 4 cos2 π
k (µ

n+2 − 1
µn+2 )

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

(µ+ 1
µ)
(
µn+2 − 1

µn+2 + µn − 1
µn − 4 cos2 π

k (µ
n − 1

µn )
)

µn+4 − 1
µn+4 + µn+2 − 1

µn+2 − 4 cos2 π
k (µ

n+2 − 1
µn+2 )

= µ

(µ2 + 1)(µ2n+4 − 1 + µ2n+2 − µ2 − 4 cos2 π
kµ

2n+2 + 4 cos2 π
kµ

2)

µ2n+8 − 1 + µ2n+6 − µ2 − 4 cos2 π
kµ

2n+6 + 4 cos2 π
kµ

2
= 1

µ2n+8 − 4 cos2
π

k
µ2n+6 − (2− 4 cos2

π

k
)µ2n+4 − (1− 4 cos2

π

k
)µ2n+2+

+(1− 4 cos2 π
k )µ

4 + µ2 = 0

µ2n+6 − 4 cos2
π

k
µ2n+4 − (2− 4 cos2

π

k
)µ2n+2 − (1− 4 cos2

π

k
)µ2n+

+(1− 4 cos2 π
k )µ

2 + 1 = 0

Граф Gn+1 одержується з Gn пiдрозбиттям внутрiшнього ребра. Тому по-
слiдовнiсть ind Gn не зростає.

3. Розглянемо для рiзних k

• k = 4

4 cos2 π
4 = 4 · 1

2 = 2

µ2n+6 − 2µ2n+4 − (2− 2)µ2n+2 − (1− 2)µ2n + (1− 2)µ2 + 1 = 0
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µ2n+6 − 2µ2n+4 + µ2n − µ2 + 1 = 0

µ2n(µ6 − 2µ4 + 1− 1

µ2n
(µ2 − 1)) = 0

µ6 − 2µ4 + 1− 1

µ2n
(µ2 − 1) = 0

Спрямуємо n → ∞:
µ6 − 2µ4 + 1 → 0

µ →

√
1 +

√
5

2

Тодi

λ →

√
1 +

√
5

2
+

1√
1+

√
5

2

=

√
2 +

√
5

Iндекс графа G:

ind Gn ↓
√

2 +
√
5, n → ∞

При n = 1:
µ8 − 2µ6 + µ2 − µ2 + 1 = 0

µ8 − 2µ6 + 1 = 0

(µ2 − 1)(µ6 − µ4 − µ2 − 1) = 0

µ6 − µ4 − µ2 − 1 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

(
√
2)6 − (

√
2)4 − (

√
2)2 − 1 = 23 − 22 − 2− 1 = 8− 4− 2− 1 = 1 > 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде меншим за µ =
√
2.

Тодi λ < 3√
2

i iндекс графа ind G < 3√
2

Отже, для k = 4 та n ⩾ 1, ind G ∈
(√

1+
√
5

2 ; 3√
2

)
• k = 5

4 cos2 π
5 = 3+

√
5

2

µ2n+6 − 3 +
√
5

2
µ2n+4 − (2− 3 +

√
5

2
)µ2n+2 − (1− 3 +

√
5

2
)µ2n+
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+(1− 3 +
√
5

2
)µ2 + 1 = 0

µ2n+6 − 3 +
√
5

2
µ2n+4 − 1−

√
5

2
µ2n+2 +

1 +
√
5

2
µ2n − 1 +

√
5

2
µ2 + 1 = 0

µ2n(µ6 − 3 +
√
5

2
µ4 − 1−

√
5

2
µ2 +

1 +
√
5

2
− 1

µ2n
(
1 +

√
5

2
µ2 + 1)) = 0

µ6 − 3 +
√
5

2
µ4 − 1−

√
5

2
µ2 +

1 +
√
5

2
− 1

µ2n
(
1 +

√
5

2
µ2 + 1) = 0

Спрямуємо n → ∞:

µ6 − 3 +
√
5

2
µ4 − 1−

√
5

2
µ2 +

1 +
√
5

2
→ 0

µ →

√
1 +

√
5

2

Тодi

λ →

√
1 +

√
5

2
+

1√
1+

√
5

2

=

√
2 +

√
5

Iндекс графа G:

ind Gn ↓
√

2 +
√
5, n → ∞

При n = 1:

µ8 − 3 +
√
5

2
µ6 − 1−

√
5

2
µ4 +

1 +
√
5

2
µ2 − 1 +

√
5

2
µ2 + 1 = 0

µ8 − 3 +
√
5

2
µ6 − 1−

√
5

2
µ4 + 1 = 0

(µ2 − 1)(2µ6 − (1 +
√
5)µ4 − 2µ2 − 2) = 0

2µ6 − (1 +
√
5)µ4 − 2µ2 − 2 = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

2(
√
2)6− (1+

√
5)(

√
2)4− 2(

√
2)2− 2 = 2 · 23− (1+

√
5)22− 2 · 2− 2 =

= 16− 4− 4
√
5− 4− 2 = 6− 4

√
5 < 0
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Отже, максимальний корiнь рiвняння буде бiльшим за µ =
√
2.

Тодi λ > 3√
2

i iндекс графа ind G > 3√
2

При n = 2:

µ10 − 3 +
√
5

2
µ8 − 1−

√
5

2
µ6 +

1 +
√
5

2
µ4 − 1 +

√
5

2
µ2 + 1 = 0

(µ2 − 1)(2µ8 − (1 +
√
5)µ6 − 2µ4 − (1−

√
5)µ2 − 2) = 0

2µ8 − (1 +
√
5)µ6 − 2µ4 − (1−

√
5)µ2 − 2) = 0

Пiдставимо у рiвняння µ =
√
2:

2(
√
2)8 − (1 +

√
5)(

√
2)6 − 2(

√
2)4 − (1−

√
5)(

√
2)2 − 2 =

= 2 · 24 − (1 +
√
5)23 − 2 · 22 − (1−

√
5)2− 2 =

= 32− 8− 8
√
5− 8− 2 + 2

√
5− 2 = 12− 6

√
5 < 0

Отже, максимальний корiнь рiвняння буде меншим за µ =
√
2.

Тодi λ < 3√
2

i iндекс графа ind G < 3√
2

Отже, для k = 5 та n ⩾ 2, ind G ∈
(√

1+
√
5

2 ; 3√
2

)
• k = 6

4 cos2 π
4 = 4 · 3

4 = 3

µ2n+6 − 3µ2n+4 − (2− 3)µ2n+2 − (1− 3)µ2n + (1− 3)µ2 + 1 = 0

µ2n+6 − 3µ2n+4 + µ2n+2 + 2µ2n − 2µ2 + 1 = 0

µ2n(µ6 − 3µ4 + µ2 + 2− 1

µ2n
(2µ2 − 1)) = 0

µ6 − 3µ4 + µ2 + 2− 1

µ2n
(2µ2 − 1) = 0

Спрямуємо n → ∞:

µ6 − 3µ4 + µ2 + 2 → 0

µ →
√
2

Тодi
λ → 3√

2
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Iндекс графа G:

ind Gn ↓ 3√
2
, n → ∞

Отже, для k = 6 ind G > 3√
2

Приклад 3.22. Знайдемо iндекс графа G(рис.45). [7]

Рис.45

Нехай Г рiвний графу на рис.46.

Рис.46

Тодi

1. Знайдемо характеристичнi многочлени:

PΓ(λ) = λPk−1(λ)−2Pk−2(λ)−2 = λ
1

µ− 1
µ

(µk− 1

µk
)−2

1

µ− 1
µ

(µk−1− 1

µk−1
)−2

λ = µ+
1

µ
→ PΓ = (µ+

1

µ
)

1

µ− 1
µ

(µk − 1

µk
)− 2

1

µ− 1
µ

(µk−1 − 1

µk−1
)− 2 =

=
1

µ− 1
µ

(
µk+1 − 1

µk−1
+ µk−1 − 1

µk+1
− 2µk−1 + 2

1

µk−1
)− 2µ+ 2

1

µ

)
=
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=
1

µ− 1
µ

(
µk+1 − 1

µk+1
− µk−1 +

1

µk−1
− 2µ+ 2

1

µ

)

PΓ−x(λ) = Pk−1(λ) =
1

µ− 1
µ

(µk − 1

µk
)

Рiвняння матиме вигляд:

PΓ−x

PΓ
=

1
µ− 1

µ

(µk − 1
µk )

1
µ− 1

µ

(
µk+1 − 1

µk+1 − µk−1 + 1
µk−1 − 2µ+ 2 1

µ

) =

=
µk − 1

µk

µk+1 − 1
µk+1 − µk−1 + 1

µk−1 − 2µ+ 2 1
µ

= µ

2. Знайдемо максимальне значення µ

µk − 1
µk

µk+1 − 1
µk+1 − µk−1 + 1

µk−1 − 2µ+ 2 1
µ

= µ

µ2k − 1

µ2k+2 − µ2k − 2µk+2 − 1 + µ2 + 2µk
= 1

µ2k+2 − 2µ2k − 2µk+2 + 2µk + µ2 = 0

µ2k(µ2 − 2− 1

µk
(2µ2 − 2) +

1

µ2k
µ2) = 0

µ2 − 2− 1

µk
(2µ2 − 2) +

1

µ2k
µ2 = 0

Граф Gk+1 одержується з Gk пiдрозбиттям внутрiшнього ребра. Тому по-
слiдовнiсть ind Gk не зростає. Спрямуємо k → ∞

µ2 − 2 → 0

µ →
√
2

3. Отже,

λ → 3√
2

Iндекс графа G:

ind Gk ↓
3√
2
, k → ∞
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Отже, для будь-якого k ind Gk >
3√
2

Дана теорема дає повну класифiкацiю злiченних графiв Кокстера у промiж-
ку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
для пiдпорядкованих графiв A∞

Теорема 3.2. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з пiдпорядкова-
ними графами A∞, то

1. Якщо ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, то G – граф виду:

2. Якщо ind G = 3√
2
, то G – граф виду:

Доведення. Коли на ланцюзi немає позначок, то ind G = 2.

Коли маємо на ланцюгу з краю позначку 4, то ind G = 2.

Коли маємо на ланцюгу з краю позначку 5, то ind G =
√√

5 + 2.

Коли маємо на ланцюгу з краю позначку 6, то ind G = 3√
2
.
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За твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшує-
ться, тому при збiльшенi мiтки на ланцюгу (7 та бiльше) ind G > 3√

2

Коли маємо позначку 4, посунуту на 1 ребро, то ind G =
√√

5 + 2.

Коли маємо позначку 4, посунуту на 2 ребра, то ind G >
√√

5 + 2.

Коли маємо позначку 4, посунуту на k ребер, то ind G < 3√
2
. За тверджен-

ням 2.1 при видаленi вершини, iндекс графа не збiльшується, тому при збiль-
шенi кiлькостi ребер, на якi посунута позначка 4, iндекс графа не зменшується,
тому при k ⩾ 2 ind G >

√√
5 + 2. Отже, ind G ∈

(√√
5 + 2; 3√

2

)

Коли маємо позначку 5, посунуту на 1 ребро, то ind G > 3√
2
. За твер-

дженням 2.1 при видаленi вершини, iндекс графа не збiльшується, тому при
збiльшенi кiлькостi ребер, на якi посунута позначка 5, iндекс графа не змен-
шується. Отже, при зсуву позначки 5 на k ребер, ind G > 3√

2
. Отож, iндекси

ланцюгiв з позначкою 5, не належать до необхiдного промiжку.

За твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшує-
ться, тому при збiльшенi мiтки, iндекс графа збiльшується. Оскiльки при зсувi 5
вiд края, ind G > 3√

2
, тому для позначок бiльших за 5, також буде виконуватись

дана нерiвнiсть.
Коли маємо двi позначки 4 поруч з краю, то ind G > 3√

2
.
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Коли маємо двi позначки 4 на вiдстаннi k, одна з яких знаходиться з краю,
то ind G > 3√

2
. Отже, на ланцюгу не може бути 2 позначки 4, одна з яких

знаходиться з краю. Якщо посунути цi позначки на певну кiлькiсть ребер, то
вiн буде мiстити цей граф, тому з наслiдка 3.1 ind G > 3√

2
.

За твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшує-
ться, тому при збiльшенi мiтки, iндекс графа збiльшується. Оскiльки при наяв-
ностi двох позначок 4 ind G > 3√

2
, тому при збiльшенi будь-якої позначки 4 або

появi нових позначок, ind G > 3√
2
.

Отже, заданим умовам задовiльнають лише графи з однiєю позначкою 4,
посунутою на k ⩾ 2, iндекси яких лежать у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

)
та ланцюг

з мiткою 6 з краю, iндекс якого дорiвнює 3√
2
.

Дана теорема дає повну класифiкацiю злiченних графiв Кокстера у промiж-
ку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
для пiдпорядкованих графiв AZ

Теорема 3.3. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з пiдпорядкова-
ними графами AZ, то

1. Якщо ind G = 3√
2
, то G – граф виду:

Доведення. Коли на нескiнченному в обидвi боки ланцюзi немає позначок,
то ind G = 2.

Коли на нескiнченному в обидвi боки ланцюзi маємо позначку 4, то ind G =
3√
2
.
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За твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшує-
ться, тому при збiльшенi мiтки на нескiнченному в обидвi боки ланцюгу (5 та
бiльше) ind G > 3√

2
Якщо нескiнченний в обидвi боки ланцюг мiстить двi або бiльше позначок,

то вiм буде мiстити нескiнчений ланцюг в одну сторону з цими позначками, тому
з наслiдка 3.1 ind G > 3√

2
.

Отже, заданим умовам задовiльняє лише нескiнченний в обидвi боки ланцюг
позначкою 4, iндекс якого дорiвнює 3√

2
.

Дана теорема дає повну класифiкацiю злiченних графiв Кокстера у промiж-
ку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
для пiдпорядкованих незважених T графiв.

Теорема 3.4. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з пiдпорядкова-
ними незваженими T графами, то

1. Якщо ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, то G – граф виду:

2. Якщо ind G = 3√
2
, то G – граф виду:
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Доведення. Коли маємо граф T1,1,∞, то ind G = 2.

Коли маємо граф T1,k,∞, то ind G <
√√

5 + 2. Отже, iндекс графа з висячою
вершиною, iнцидентною вершинi степеня 3, буде меншим

√√
5 + 2

Коли маємо граф T2,2,∞, то ind G =
√√

5 + 2.

Коли маємо граф T2,3,∞, то ind G >
√√

5 + 2.

Коли маємо граф T∞,∞,∞, то ind G = 3√
2
.
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За твердженням 2.1 при видаленi вершини, iндекс графа не збiльшується,
тому всi графи Tk,l,∞ при k ⩾ 2, l ⩾ 2 та k+ l > 4 мають iндекс, який належить
промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

)

Коли маємо граф T1,1,1,∞, то ind G = 3√
2
.

Коли маємо граф T1,1,2,∞, то ind G > 3√
2
. Якщо збiльшити довжину будь-

якого пiдланцюга, то граф буде мiстити T1,1,2,∞, тому з наслiдка 3.1 ind G >
3√
2
.

Якщо збiльшити кiлькiсть ланцюгiв, тобто збiльшити степiнь вершини, граф
буде мiстити зiрчастий граф K1, 4 з нескiнченним ланцюгом, iндекс якого бiль-
ший за 3√

2
, тому з наслiдка 3.1 ind G > 3√

2
.
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Отже, заданим умовам задовiльнають лише графи Tk,l,∞ при k ⩾ 2, l ⩾ 2 та
k + l ⩾ 4, iндекси яких лежать у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

)
та T∞,∞,∞ i T1,1,1,∞,

iндекси яких дорiвнюють 3√
2
.

Дана теорема дає повну класифiкацiю злiченних графiв Кокстера у промiж-
ку
(√√

5 + 2; 3√
2

]
для пiдпорядкованих графiв T1,k,∞ з позначкою з краю.

Теорема 3.5. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з пiдпорядкова-
ними графами T1,k,∞ з позначкою з краю, то

1. Якщо ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, то G – граф виду:

2. Якщо ind G = 3√
2
, то G – граф виду:

Доведення. Коли маємо граф T1,1,∞ з позначкою 4, то ind G = 3√
2
.
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Коли маємо граф T1,2,∞ з позначкою 4, то ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
.

Коли маємо граф T1,k+1,∞ з позначкою 4, то ind G >
√√

5 + 2.

За твердженням 2.2 при пiдрозбиттi внутрiшнього ребра, iндекс графа не
збiльшується, тому всi графи T1,k+1,∞ з позначкою 4 при k ⩾ 1 мають iндекс,
який належить промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

)

Коли маємо граф T1,1,∞ з позначкою 5, то ind G > 3√
2
.

Коли маємо граф T1,2,∞ з позначкою 5, то ind G > 3√
2
.

Коли маємо граф T1,3,∞ з позначкою 5, то ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
.
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Коли маємо граф T1,k+1,∞ з позначкою 5, то ind G >
√√

5 + 2.

За твердженням 2.1 при пiдрозбиттi внутрiшнього ребра, iндекс графа не
збiльшується, тому всi графи T1,k+1,∞ з позначкою 5 при k ⩾ 2 мають iндекс,
який належить промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

)

Коли маємо граф T1,k+1,∞ з позначкою 6, то ind G > 3√
2
.

За твердженням 2.1 при пiдрозбиттi внутрiшнього ребра, iндекс графа не
збiльшується, тому всi графи T1,k+1,∞ з позначкою 6 мають iндекс, який бiльше
3√
2

За твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшу-
ється, тому при збiльшенi мiтки, iндекс графа збiльшується. Оскiльки при на-
явностi в графi T1,k+1,∞ мiтки 6 ind G > 3√

2
, тому при збiльшенi позначки (7 i

бiльше) ind G > 3√
2
.

Отже, заданим умовам задовiльнають лише графи T1,k,∞ з позначкою 4
при k ⩾ 1 i T1,k,∞ позначкою 5 при k ⩾ 2, iндекси яких лежать у промiжку(√√

5 + 2; 3√
2

)
та T1,1,∞ з позначкою 4, iндекс якого дорiвнює 3√

2
.

Твердження 3.4. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера. ind G ∈(√√
5 + 2; 3√

2

]
, тодi G не може:

1. Мати позначку 7 або бiльше на ребрi;

2. Мати позначку 5 або 6 на ребрi, не iнцидентному висячiй вершинi;
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3. Мати двi позначки;

4. Мати вершину степеня 5;

5. Ребра, iнцидентнi вершинi степеня 4, не можуть бути iнцидентi висячим
вершинам, окрiм одного;

6. Мати позначку вiдмiнну вiд 4 на ребрi, iнцидентному вершинi степеня 3;

7. Мати позначку 6, якщо має вершину степеня 3;

8. Мати цикл будь-якої довжини.

Доведення. 1. Нехай граф має позначку 7 або бiльше на ребрi.

Коли маємо на ланцюгу позначку 6, то ind G = 3√
2
.

За твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшу-
ється, тому при збiльшенi мiтки (7 та бiльше) ind G > 3√

2
.

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
;

2. Нехай граф має позначку 5 або 6 на ребрi, не iнцидентному висячiй вер-
шинi.

Для позначки 5 рахували.

Для позначки 6 за твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс
графа зменшується, тому при збiльшенi мiтки ind G > 3√

2
.

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
.

3. Нехай граф має двi позначки 4.
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Iндекс такого графа бiльший за 3√
2
. За твердженням 2.1 при зменше-

нi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшується, тому при збiльшенi мiтки
ind G > 3√

2
.

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
.

4. Нехай граф має вершину степеня 5.

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
.

5. Нехай граф у якому ребра, iнцидентнi вершинi степеня 4, є iнцидентими
висячим вершинам, окрiм одного.

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
.

6. Нехай граф має позначку вiдмiнну вiд 4 на ребрi, iнцидентному вершинi
степеня 3.

З позначкою 4 iндекс графа дорiвнює 3√
2
.

За твердженням 2.1 при зменшенi мiтки на ребрi, iндекс графа зменшу-
ється, тому при збiльшенi мiтки ind G > 3√

2

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
.



71

7. Нехай граф має позначку 6 i має вершину степеня 3.

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
.

8. Нехай граф має цикл будь-якої довжини

Тодi граф Кокстера мiстить граф, iндекс якого бiльше за 3√
2
.
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Висновки

У першому роздiлi квалiфiкацiйної роботи наведено означення графа Кок-
стера та основнi поняття спектральної теорiї графiв. Також розглянуто визначе-
ння злiченного графа Кокстера, основнi термiни спектральної теорiї та операцiї
над графами в злiченному випадку. Преставлено теорему Фробенiуса для ма-
триць сумiжностi.

У другому роздiлi роботи розглянуто основнi теореми, якi трапляються в
спектральнiй теорiї графiв Кокстера, для знаходження iндекса графа. Наведено
теорему для знаходження iндекса графа, що складається зi скiнченного графа
та нескiнченного ланцюга.

У третьому роздiлi представлено теорему про класифiкацiю злiченних гра-
фiв Кокстера, iндекс яких належить промiжку

[
2;
√√

5 + 2
]
. Розглянуто при-

клади знаходження iндексiв злiченного графа Кокстера та сформульовано й
доведено кiлька теорем про класифiкацiю злiченних графiв Кокстера, якi ма-
ють iндекс у промiжку

(√√
5 + 2; 3√

2

]
. Також видiлено кiлька обмежень для

злiченний графiв Кокстера, iндекс яких належить даному промiжку.
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