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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

У сучасному свiтi теорiя графiв є важливою галуззю математики та комп’ютерних
наук, яка знаходить застосування в рiзних областях, таких як транспортнi ме-
режi, соцiальнi мережi, бiологiя та iншi. Важливим аспектом теорiї графiв є
аналiз властивостей та характеристик графiв, що може бути корисним у бага-
тьох практичних задачах.

Спектральна теорiя графiв — сучасна розвинена область математики з чи-
сельними у результатами та широкими можливостями застосувань. Вона вивчає
властивостi графiв, характеристичних многочленiв, власних векторiв i власних
значень матриць, пов’язаних з графом. Детальнiше про цю теорiю ви можете
знайти, наприклад, у класичнiй монографiї 12,а про її застосуваняя у 13. Однi-
єю з характеристик є спектральне вiдновлююче число для зважених графiв, яке
є важливим показником стiйкостi графу та може бути використане для рiзнома-
нiтних завдань, таких як класифiкацiя графiв, розробка ефективних алгоритмiв
маршрутизацiї у мережах, аналiз властивостей криптографiчних протоколiв та
багато iнших. Цей напрям у теорiї графiв виник в 1950 – 1960 роках.

У своїй роботи я працюю зi спектральною теорiю графiв, дослiджуючи спе-
ктральне вiдновлююче число для зважених графiв.

1.2 Мета, завдання дослiдження

Мета роботи. Дослiдити спектральнi вiдновлюючi числа для обраних класiв
зважених графiв, знайти оцiнки.

Задачi для дослiдження:

1. Знаходження вiдновлюючого спектрального числа для циклу на чотирьох
вершинах з перегородкою.

2. Знаходження рiзних наборiв пiдспектрiв для циклу на чотирьох вершинах
з перегородкою, за якими вiдновлюється вагова функцiя цього графу.
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3. Знаходження верхньої оцiнки вiдновлюючого спектрального числа для бi-
циклiчного графа.
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2 Основнi поняття реберно-зважених графiв

2.1 Основнi означення з теорiї графiв

На початку роботи хочу ввести базовi поняття теорiї графiв, а саме: граф, вер-
шини та ребра графа, сумiжнi вершини, iнцидентнi вершина та ребро, степiнь
вершини.

Означення 1: Простий неорiєнтований граф — впорядкована пара 𝐺 =

(𝑉,𝐸), в якiй 𝑉 — деяка непорожня скiнченна множина i 𝐸 — множина, що
складається з невпорядкованих пар рiзних елементiв 𝑉 .

Означення 2: Множина 𝑉 називається множиною вершин графа 𝐺.

Означення 3: Множина 𝐸 називається множиною ребер графа 𝐺.

Коли необхiдно пiдкреслити, про вершини та ребра якого графа йде мова,
будемо використовувати наступнi позначення 𝑉 (𝐺) та 𝐸(𝐺). Ребро, що з’єднує
вершини 𝑤 та 𝑣 будемо коротко позначати (𝑣, 𝑤) або 𝑣𝑤.

Означення 4: Якщо (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸, то кажуть, що вершини 𝑣 i 𝑤 сумiжнi,
iнакше вершини 𝑣 i 𝑤 несумiжнi.

Означення 5: Якщо 𝐸 = (𝑣, 𝑤) ребро графа, то вершини 𝑣 i 𝑤 називають
кiнцями ребра 𝐸.

Приклад ми можемо побачити на рисунку 1. Множина вершин графа 𝑉 (𝐺) =
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Множина ребер графа 𝐸(𝐺) = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6} складається
iз зв’язкiв мiж цими вершинами.

1

2

3

4

5

6

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 4
𝑎
3

𝑎
6

𝑎 5

Рис. 1: 𝐺 - граф
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Означення 6: Коли вершина графа є кiнцем деякого ребра, то ця вершина
i ребро називаються iнцидентними.

Означення 7: Кiлькiсть ребер, iнцидентних вершинi 𝑣 графа 𝐺 називаються
степенем вершини i позначається 𝑑𝑒𝑔𝑣.

Означення 8: Реберно-зважений граф G — це пара (𝐺,𝑤), в якiй 𝐺 — граф
i 𝑤 — вагова функцiя, тобто вiдображення множини ребер 𝑅 цього графа 𝐺 в
множину додатнiх дiйсних чисел 𝑤 : 𝐸 → (0,+∞).

Означення 9: 𝑤𝑒 буде позначати число 𝑤(𝑒), яке називатимемо вагою ребра
𝑒.

2.2 Основнi означення з спектральної теорiї зважених гра-

фiв

Означення 10 [5]: Матрицею сумiжностi графа 𝐺, який має 𝑛 вершин — є
квадратна матриця 𝐴(𝐺) розмiру 𝑛

𝐴(𝐺) =
(︁
𝑎𝑖𝑗

)︁
𝑛×𝑛

, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

𝑛 = |𝐺|,
𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 = 𝑤𝑖𝑗 > 0 - елементи матрицi, що є вагою ребер, якщо вершини 𝑖 та

𝑗 сполученi ребром, i 𝑎𝑖𝑗 = 0 для несумiжних вершин.

Матриця сумiжностi простого неорiєнтованого графа є симетричною i мi-
стить 0 на головнiй дiагоналi. Її вигляд залежить вiд порядку, в якому розгля-
даються вершини. Оскiльки матриця 𝐴(𝐺) симетрична (𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖), то її спектр
дiйсний.
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Приклад:

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

𝑎
5

Рис. 2: 𝐺1 - граф

Матриця сумiжностi графа 𝐺1:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 𝑎1 0 𝑎4

𝑎1 0 𝑎2 𝑎5

0 𝑎2 0 𝑎3

𝑎4 𝑎5 𝑎3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Означення 11: Iндекс графа — максимальне власне значення 𝐺 , позначе-

ння символ — 𝑖𝑛𝑑𝐺.

Означення 12: Характеристичний многочлен матрицi сумiжностi познача-
ється:

𝑃𝐺(𝑥) = |𝑥𝐼 − 𝐴(𝐺)|.
Власнi значення матрицi — коренi характеристичного многочлена.

Означення 13: Спектр матрицi сумiжностi позначається 𝜎(𝐺) та називає-
ться спектром графа. Спектр графа не залежить вiд способу нумерацiї вершин.

Означення 14: Точками спектра називають власнi значення матрицi сумi-
жностi.

Теорема Фробенiуса для матрицi сумiжностi графа G = (G, w) має наступний
вигляд:

Теорема 1 (Фробенiуса):

Нехай G = (𝐺, 𝑤) — зв’язний зважений граф та 𝜆G = 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ . . . ≥ 𝜆𝑛 —
власнi значення графа розташованi в порядку не зростання. Тодi:

1. 𝜆𝐺 > 0, де 𝜆𝐺 — iндекс графа;
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2. |𝜆𝑖| ≤ 𝜆𝐺 для всiх 𝑖;

3. алгебраїчна кратнiсть власного значення 𝜆𝐺 дорiвнює одиницi;

4. iснує додатнiй власний вектор, який вiдповiдає власному значенню 𝜆𝐺.

Ця теорема описує властивостi власних значень та власних векторiв матри-
цi сумiжностi графа. Зокрема, вона стверджує, що iндекс графа є найбiльшим
власним значенням матрицi сумiжностi, а додатнiй власний вектор, що вiдпо-
вiдає цьому значенню, може бути використаний для знаходження оптимального
розташування вершин у графi.

2.3 Знаходження характеристичного многочлена та визна-

чника матрицi сумiжностi

Введемо деякi означення для подальшої роботи.

Означення 14: Лiнiйний пiдграф графа 𝐺 — пiдграф, компонентами зв’язностi
якого є тiльки ребра та цикли. Позначимо через 𝐿𝑘, де 𝑘 - кiлькость вершин.

Означення 15: Каркасний пiдграф графа 𝐺 — лiнiйний пiдграф, що мiстить
усi вершини вихiдного графа.

Позначення, якi будуть використовуватись у теоремах Харарi та Захса:

– 𝑝(𝐿𝑘) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐿𝑘, що мають
парну кiлькiсть вершин.

– 𝑟(𝐿𝑘) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐿𝑘.

– 𝑐(𝐿𝑘) — кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐿𝑘, що є цикла-
ми.

– 𝑤(𝐿𝑘) — вага 𝐿𝑘, яка є добутком усiх ваг його компонент зв’язностi.

Якщо компонентa зв’язностi є ребром (𝑖, 𝑗), то його вага дорiвнює 𝑤2
𝑖𝑗.

У компонент зв’язностi, що є циклом, вага дорiвнює добутку значень 𝑤𝑖𝑗 по
всiм його ребрах (𝑖, 𝑗):

𝑤цикл =
∏︁

(𝑖,𝑗)∈цикл

𝑤𝑖𝑗
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Теорема 2 (Харарi) : Визначник матрицi сумiжностi довiльного зваженого
графа 𝐺 можна порахувати за такою формулою:

𝑑𝑒𝑡𝐴(G) =
∑︀

{𝐿𝑛}(−1)𝑝(𝐿𝑛)2𝑐(𝐿𝑛)𝑤(𝐿𝑛)

Теорема 3 (Захса) : Якщо 𝑃G(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0𝑐𝑘𝑥
𝑛−𝑘 = 𝑥𝑛 + 𝑐1𝑥

𝑛−1 + 𝑐2𝑥
𝑛−2 +

...+ 𝑐𝑛,— характеристичний многочлен графа G = (𝐺,𝑤), то
(1) 𝑐1 = 0;
(2) 𝑐2 = −

∑︀
𝑒∈𝐸(𝐺)𝑤(𝑒)

2

(3) 𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐿𝑘}(−1)𝑟(𝐿𝑘)2𝑐(𝐿𝑘)𝑤(𝐿𝑘) для 𝑘 = 1, ..., 𝑛.

Теорема 4 [5]: Нехай 𝑣 — вершина графа 𝐺, через 𝐶(𝑣) позначимо множину
циклiв, що мiстять 𝑣. Тодi

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)−
∑︀

𝑢∼𝑣 𝑤
2
𝑢𝑣𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆)− 2

∑︀
𝑍∈𝐶(𝑣)𝑤(𝑍)𝑃G−𝑉 (𝑍)(𝜆).

Наслiдок 1 (Розклад за висячою вершиною) [5] : Якщо 𝑣 — вершина
графа 𝐺 та 𝑢—вершина сумiжна з 𝑣, то

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)− 𝑤(𝑢𝑣)2𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆)
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2.4 Знаходження характеристичного полiнома

Знайдемо характеристичний полiном для графа 𝐺1, застосовуючи теорему Ха-
рарi та Захса.

Приклад 1:

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

𝑎
5

Рис. 3: 𝐺1 - граф

Випишемо всi лiнiйнi каркаснi пiдграфи графа 𝐺1.

1

2

3

4

𝑎 1
𝑎
2

𝑎 3
𝑎
4

Рис. 4: 𝐻4
1

1

2

3

4

𝑎 1

𝑎 3

Рис. 5: 𝐻4
2
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1

2

3

4

𝑎
2

𝑎
4

Рис. 6: 𝐻4
3

Отримали три каркаснi пiдграфи. Обчислимо 𝑝(𝐻𝑘).

𝑝(𝐻4
1) = 1

𝑝(𝐻4
2) = 𝑝(𝐻4

3) = 2

Обчислимо 𝑐(𝐻𝑘).

𝑐(𝐻4
1) = 1

𝑐(𝐻4
2) = 𝑐(𝐻4

3) = 2

Використовуєм формулу 𝑑𝑒𝑡𝐴(G) =
∑︀

{𝐻𝑛}(−1)𝑝(𝐻𝑛)2𝑐(𝐻𝑛)𝑤(𝐻𝑛)

𝑑𝑒𝑡𝐴(G) = (−1)121𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + (−1)220𝑎21𝑎
2
3 + (−1)220𝑎22𝑎

2
4

За теоремою Захса:

𝑐1 = 0

𝑐2 = -
∑︀

𝑒∈𝐸(𝐺)𝑤(𝑒)
2 = -(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25)

𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘}(−1)𝑟(𝐻𝑘)2𝑐(𝐻𝑘)𝑤(𝐻𝑘) для 𝑘 = 1, ..., 𝑛.

Випишемо всi лiнiйнi пiдграфи, кiлькiсть вершин у яких дорiвнює 3 та об-
числимо 𝑐3.

1

2

4

𝑎 1

𝑎
4

𝑎
5

Рис. 7: 𝐻3
1
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2

3

4

𝑎
2

𝑎 3

𝑎
5

Рис. 8: 𝐻3
2

Маємо два лiнiйнi пiдграфи, де 𝐻3
2 =𝐻3

1

𝑟(𝐻3
2) = 𝑟(𝐻3

1) = 1

𝑐(𝐻3
2) = 𝑐(𝐻3

1) = 1

𝑐3 = −2(𝑎1𝑎4𝑎5 + 𝑎5𝑎3𝑎2)

𝑐4 = 𝑑𝑒𝑡𝐴(G)

Отже, отримуємо
𝑃G(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25)𝜆

2 − 2(𝑎1𝑎4𝑎5 + 𝑎2𝑎3𝑎5)𝜆+ 𝑎21𝑎
2
3 + 𝑎22𝑎

2
4 −

2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4

Тепер знайдемо характеристичнi многочлени породжених пiдграфiв.

1

2

4

𝑎 1

𝑎
4

𝑎
5

Рис. 9: 𝐻3
1

𝑃H3
1
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎21 + 𝑎24 + 𝑎25)𝜆− 2𝑎1𝑎4𝑎5
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2

3

4

𝑎
2

𝑎 3

𝑎
5

Рис. 10: 𝐻3
2

𝑃H3
2
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎25)𝜆− 2𝑎2𝑎3𝑎5

1

2

3

𝑎 1
𝑎
2

Рис. 11: 𝐻2
1

𝑃H2
1
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎21 + 𝑎22)𝜆

1

4

3

𝑎 4
𝑎
3

Рис. 12: 𝐻2
2

𝑃H2
2
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎23 + 𝑎24)𝜆
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3 Оберненi спектральнi задачi на зважених гра-

фах

Вiдновлююче спектральне число будемо позначати 𝑆𝑟𝑛(𝐺). Введемо деякi озна-
чення.

Означення 16: Породжений або iндукований пiдграф графа 𝐺 — пiдграф,
утворений пiдмножиною вершин графа 𝐺 i усiма ребрами, що з’єднують цi вер-
шини.

Означення 17: Пiдспектр графа 𝐺 — спектр пiдграфа.

Означення 18: Вiдновлююче спектральне число 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмальна кiль-
кiсть спектрiв породжених пiдграфiв, за якими однозначно вiдновлюються ваги
ребер вихiдного графа.

Нижня границя 𝑆𝑟𝑛(𝐺) дорiвнює 1, тобто спектр вихiдного графа вiдновлює
свої ж ваги. Єдиним прикладом такого графа є 𝐴2, тобто ребро, спектр якого
дорiвнює 𝜎(𝐴2) = {−𝑤,𝑤} i однозначно вiдновлює вагу на ребрi. Отже, для
довiльного графа вiдмiнного вiд 𝐴2: 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≥ 2.

Верхня границя для довiльного графа 𝐺: 𝑆𝑟𝑛(𝐺) дорiвнює 𝑛, бо будь-який
зважений граф можна вiдновити знаючи спектри пiдграфiв на двох вершинах,
тобто ребрах.

Тобто 1 ≤ 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑛.

Теорема 5 (оцiнка 𝑆𝑟𝑛 для дерев) :

Нехай 𝐺 = (𝐺,𝑤) i граф 𝐺 — дерево, тодi 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) та для вiднов-
лення вагової функцiї 𝑤 достатньо знати спектри таких пiдграфiв: 𝐺 та всiх
пiдграфiв вигляду 𝐺− 𝑣, де 𝑣 пробiгає множину 𝐶𝑉 (𝐺).

Лема 1:[5] Верхня оцiнка вiдновлюючого спектрального числа для дерев.

Нехай 𝐹 — довiльний зважений граф, 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐹 ) та 𝐻 — дерево з коренем 𝑦.
Граф Γ — об’єднання графiв 𝐹 , 𝐻 та ребра, що з’єднує вершини 𝑧 та 𝑦. Тодi
за спектрами Γ та всiх пiдграфiв виду Γ− 𝑣, де 𝑣 пробiгає 𝐶𝑉 (𝐻) — множина
висячих вершин вiдмiнних вiд кореня, можна вiдновити ваги на ребрах графа
𝐻, вагу на ребрi (𝑧, 𝑦), а також 𝑃𝐹 , 𝑃𝐹−𝑧.
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Рис. 13: граф Г

Твердження 1. [5]
Для будь-якого 𝑛 ≥ 3 можна вiдновити зважений граф An за спектром всього
графа 𝜎(An) i пiдспектром 𝜎(An−1).

Твердження 2 [5] :

Для вiдновлення Cn, 𝑛 ≥ 5 достатньо таких трьох пiдспектрiв: 𝜎(Cn − 2),
𝜎(Cn − 2, 3), 𝜎(Cn − 5, . . . , 𝑛).
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4 Оцiнка вiдновлюючого спектрального числа для

графа дiаманта K4 − e

Твердження 3 : За спектрами H3
1 та H3

2 i будь-якими трьома породженими
пiдграфами на двох вершинах, якi в об’єднаннi не є 𝐻3

1 та 𝐻3
2 вiдновлюється

вагова функцiя графа K4 − e

Доведення : маємо графи 𝐻3
1 , 𝐻

3
2 та пiдграфи 𝐻1

1 , 𝐻
2
1 , 𝐻

3
1

1

2
𝑎 1

Рис. 14: 𝐻1
1

3

2
𝑎 2

Рис. 15: 𝐻2
1

3

4
𝑎 3

Рис. 16: 𝐻3
1

Тодi вiдомi значення алгебраїчних виразiв вiд ваг графу K4 − e, записанi в
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лiвих частинах рiвняння наступної системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎25 = 𝑘1

𝑎1𝑎4𝑎5 = 𝑘2

𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎25 = 𝑘3

𝑎2𝑎3𝑎5 = 𝑘4

𝑎1 = 𝑘5

𝑎2 = 𝑘6

𝑎3 = 𝑘7.

(1)

Спочатку знаходимо 𝑎5 через рiвнiсть 𝑎2𝑎3𝑎5 = 𝑘4, а потiм вiдновлюємо 𝑎4 через
𝑎1𝑎4𝑎5 = 𝑘2.

Такими чином, для ребер {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3}, {𝑎1, 𝑎2, 𝑎4}, {𝑎1, 𝑎2, 𝑎5}, {𝑎1, 𝑎3, 𝑎4},{𝑎1, 𝑎3, 𝑎5},
{𝑎3, 𝑎2, 𝑎4}, {𝑎3, 𝑎4, 𝑎5}, {𝑎4, 𝑎2, 𝑎5} аналогiчний розв’язок.

Твердження 4: Вагову фунцкiю графа K4 − e можемо вiдновити за спе-
ктрами графа на трьох вершинах 𝐻3

1 та двох графiв на двох вершинах 𝐻1
1 та

𝐻1
2 .

Доведення: маємо наступну систему рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 = 𝑘1

𝑎1𝑎4𝑎5 + 𝑎2𝑎3𝑎5 = 𝑘2

𝑎21𝑎
2
3 + 𝑎22𝑎

2
4 − 2𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 = 𝑘3

𝑎21 + 𝑎24 + 𝑎25 = 𝑘4

𝑎1𝑎4𝑎5 = 𝑘5

𝑎1 = 𝑘6

𝑎2 = 𝑘7

(2)

За допомогою цiєї системи рiвнянь спочатку знаходимо 𝑎3 , потiм 𝑎5 i 𝑎4.
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5 Знаходження верхньої оцiнки вiдновлюючого

спектрального числа для бiциклiчного графа.

Для знаходження верхної оцiнки вiдновлюючого спектрального числа для бiци-
клiчного графа введемо наступнi означення i теореми.

Означення 19: Граф-кактус — це зв’язний граф, в якому будь-якi два
простi цикли мають не бiльше, нiж одну спiльну вершину. Еквiвалентно, будь-
яке ребро в такому графi належить максимум одному простому циклу.

Означення 20: Бiциклiчний граф - це граф-кактус, циклiчний ранг якого
дорiвнює 2 (тобто мiстить рiвно два простих цикли).

Теорема 6 [5]: Нехай 𝐹 — довiльний зважений граф, 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐹 ) та 𝐻 —
дерево з коренем 𝑦. Граф 𝐺 — об’єднання графiв 𝐹, 𝐻 та ребра, що з’єднує
вершини 𝑧 та 𝑦. .

Тодi за спектрами G та всiх пiдграфiв виду G − 𝑣, де 𝑣 пробiгає 𝐶𝑉 (𝐻) —
множина висячих вершин, можна вiдновити ваги на ребрах графа H, вагу на
ребрi (𝑧, 𝑦), а також 𝑃F,𝑃F−{𝑧}.

Теорема 7: Нехай 𝐺 = (𝐺,𝑤) i граф 𝐺 — бiциклiчний, тодi 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤
𝑐𝑣(𝐺) + 6

Доведення:

Рис. 17: граф G до бази iндукцiї n=0
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База iндукцiї : 𝑛 = 0

Розглянемо граф 𝐺 (див. рисунок 17) без вершин 𝑢2 та 𝑤4, тобто ланцюг. За
допомогою Твердження 1 [3] 𝜎(𝐺−𝑤4−𝑢2)𝜎(𝐺−𝑤4−𝑢2−𝑢1) вiдновлюємо вагову
функцiю графа 𝐺 без вершин 𝑢2 та 𝑤4. Тодi нам достатьно додати спектри
𝜎(G),𝜎(𝑤4𝑤), 𝜎(𝑢1𝑢),𝜎(𝑢2𝑢).

Тодi 𝑠𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 6

База iндукцiї: 𝑛 = 1 (не втрачаючи загальностi будемо вважати, що дере-
во прикрiплено до 𝐶2) Позначимо цикли графа 𝐺 через 𝐶1 та 𝐶2. Розглянемо
дерева, якi прикрiпленi до вершин циклiв 𝐶1, 𝐶2 або ланцюга, який їх з’єднує.
Позначимо їх через 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛. Будемо доводити методом математичної iн-
дукцiї за 𝑛 .

Рис. 18: граф G до бази iндукцiї n=1, випадок 1

Позначимо вершину циклу 𝐶2, до якої прикрiплено дерево 𝐻1 через u.

За теоремою 6, знаючи спектри графiв G та G - 𝑣, де 𝑣 пробiгає множину
𝑐𝑣(𝐻1), можна вiдновити ваги графу 𝐻1, 𝜎(F),𝜎(F − 𝑢).

Позначимо сумiжнi у циклi 𝐶2 вершини до вершини 𝑢 через 𝑢1 та 𝑢2. Граф
F = G - 𝐻1∖𝑢. За теоеремою 6, застосованою до F - 𝑢, за 𝜎(F−𝑢), 𝜎(F−𝑢−𝑢1),
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𝜎(F − 𝑢 − 𝑢2), вiдновлюються всi ваги на ланцюгу, що з’єднує цикли, а також
всi ваги циклу 𝐶2, окрiм ваг на ребрах 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, а також 𝜎(𝐶1), 𝜎(𝐶1 − 𝑤).

За спектрами 𝜎(𝐶1), 𝜎(𝐶1−𝑤), 𝜎(𝐶2−𝑤−𝑤1) та 𝜎(𝑤1𝑤2) можна вiдновити
ваги на 𝐶1.

Отже, ми використали 𝑐𝑣(𝐺) + 1 + 2 + 2 + 1 = 𝑐𝑣(𝐺) + 6

Розглянемо другий випадок, коли дерево прикрiплено до ланцюга, що з’єднує
цикли.(див. рисунок 19)

За теоремою 6, знаючи спектри графiв G та G - 𝑣, де 𝑣 пробiгає множину
𝑐𝑣(𝐻1), можна вiдновити ваги графу 𝐻1, 𝜎(F), 𝜎(F−u),F= G−H1∖𝑢.

I тодi аналогiчно до випадку з бiциклiчного графа без дерев 5 ми отримуємо,
що 𝑠𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 6

Рис. 19: граф G до бази iндукцiї n=1, випадок 2

Iндукцiйний перехiд: 𝑛− 1 → 𝑛

Розглянемо дерево 𝐻𝑛, прикрiплене у верщинi u. За теоремою, за спектрами
графiв G та G - 𝑣, де 𝑣 пробiгає множину 𝑐𝑣(𝐻𝑛), можна вiдновити ваги графа
𝐻𝑛, а також спектр графа G - 𝐻𝑛∖𝑢 = 𝐺1.

Тодi 𝑠𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑠𝑟𝑛(𝐺1) + 𝑐𝑣(𝐻𝑛) ≤ 𝑐𝑣(𝐺1) + 6 + 𝑐𝑣(𝐻𝑛) = 𝑐𝑣(𝐺) + 6

Доведення завершено.
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6 Знаходження верхньої оцiнки вiдновлюючого

спектрального числа для графiв-кактусiв

Теорема 8: Нехай 𝐺 = (𝐺,𝑤) i граф 𝐺 — граф-кактус 5, тодi 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺)+

3𝑐, де 𝑐 - кiлькiсть простих циклiв у графi-кактусi. За винятком 𝐶4.

Рис. 20: G - граф-кактус

Доведення: Доводимо за подвiйної iндукцiєю по 𝑛,𝑚, де 𝑛 - кiлькiсть про-
стих циклiв, 𝑚 - кiлькiсть дерев, що прикрiпленi до вершин циклiв i ланцюгiв,
що з’єднують цикли.

База iндукцiї: 𝑚 - будь-яке, 𝑛 = 0,1,2 вже доведено 3
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Iндукцiйний перехiд: 𝑛− 1 → 𝑛

Розглядаємо граф-кактус G без висячих вершин з 𝑛 простими циклами. У
цьому випадку беремо 𝐶1 i розглядаємо вершину 𝑢, з якої виходить ланцюг, що
з’єднує даний цикл з 𝐶2. Розглянемо сумiжну до неї вершину 𝑤 в цьому циклi.
Далi розглядаємо G - 𝑤 - граф-кактус з 𝑛−1 циклом. За припущенням iндукцiї
𝑆𝑟𝑛(G−w) ≤ 1 + 3(n-1)

Якщо вiдомi 𝜎(uw), 𝜎(G), то тодi можна вiдновити всi ваги на G.

Отже,𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑆𝑟𝑛(𝐺− 𝑤) + 2 ≤ 1 + 3(𝑛− 1) + 2 = 3𝑛

Для загального випадку графа-кактуса з 𝑛 циклами доводимо iндукцiєю по
кiлькостi прикрiплених дерев до вершин циклiв i ланцюгiв, що з’єднують цикли,
аналогiчно до доведення для бiциклiчного графу.

Доведення завершено.
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7 Висновки

У цiй дипломнiй роботi було проведено дослiдження спектрального видновлю-
ючого числа для зважених графiв. Було висвiтлено теоретичнi аспекти цього
питання, а саме поняття спектрального видновлюючого числа, його властивостi
та застосування.

У другому роздiли були розглянути основнi поняття реберно-зважених гра-
фiв 2. У третьому роздiлi оберненi спектральнi задачу на зважених графах 3. У
четвертому роздiлi 4 була проведена оцiнка вiдновлюючого спектрального числа
для графа дiаманта K4 − e. У п’ятому розглянуто знаходження верхної оцiнки
вiдновлюючого спектрального числа для бiцкилiчного графа 5.

Для проведення дослiдження було використано рiзнi методи та алгоритми,
якi дозволили визначити спектральне видновлююче число для зважених графiв
рiзного типу та розмiру.

Отриманi результати свiдчать про важливiсть спектрального видновлюю-
чого числа для зважених графiв та його можливих застосувань у рiзних галу-
зях, таких як мережеве проектування, телекомунiкацiї та iнформацiйна безпека.
Також було виявлено, що розмiр та складнiсть графа впливають на значення
спектрального видновлюючого числа, що може бути корисно при аналiзi та про-
ектуваннi рiзних мереж та систем.

Отже, дослiдження спектрального видновлюючого числа для зважених гра-
фiв є важливим та актуальним напрямом дослiдження у теорiї графiв та ме-
режевої теорiї, який має потенцiал для подальшого розвитку та застосування у
практичних задачах.
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