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1 Вступ

На сьогоднiшнiй день у науковому суспiльствi спостерiгається неаби-
який iнтерес до алгебри, оскiльки саме алгебраїчним структурам пiдпоряд-
ковуються природнi явища та фiзичнi процеси. Абстрактна загальна топо-
логiя вiдходить на заднiй план, проте залишається незмiнним залiзобетон-
ним фундаментом для подальшого застосування в задачах математичного
та функцiонального аналiзу, диференцiальної геометрiї, рiвнянь математи-
чної фiзики тощо. Поєднавши топологiю з алгеброю, утворився потужний
математичний апарат – алгебраїчна топологiя, iнструментами якої є по-
няття гомотопiї, гомотопiчної еквiвалентностi, гомотопiчнi групи та групи
гомологiй, що мають пряме прикладне значення: за допомогою перших дає-
ться формалiзацiя неперервної деформацiї одного об’єкта в iнший, за допо-
могою iнших iдентифiкується наявнiсть i кiлькiсть так званих “n-вимiрних
дiрок” у просторi.

У загальнiй топологiї вивчаються простори з точнiстю до гомеомор-
фiзму. В алгебраїчнiй топологiї простори розглядаються вже з точнiстю
до гомотопiчної еквiвалентностi. Незважаючи на те, що гомотопiчна еквi-
валентнiсть є бiльш грубою еквiвалентнiстю, нiж гомеоморфiзм (напри-
клад, Rn ' 0), все ж вона дозволяє розрiзняти деякi властивостi про-
сторiв, наприклад, гомотопiчна еквiвалентнiсть зберiгає лiнiйну зв’язнiсть,
однозв’язнiсть та фундаментальну групу (для лiнiйно зв’язних просторiв).

Окрiм всього, слiд зауважити, що на перетинi алгебри та топологiї також
знаходиться такий роздiл математики як топологiчна алгебра. Вона вивчає
стандартнi алгебраїчнi структури, такi як група, напiвгрупа, кiльце, поле,
на яких задана топологiя. При цьому, алгебраїчнi операцiї пов’язанi з топо-
логiчною структурою цiлком природнiм чином (наприклад, у топологiчнiй
групi операцiї множення та взяття оберненого мають бути неперервними).
У данiй роботi ми сконцентруємось саме на алгебраїчнiй топологiї.

Структура даної роботи є послiдовною. Пiсля вступу йде роздiл iз основ-
ними означеннями, куди винесена бiльшiсть термiнологiї, що використову-
ється в роботi та топологiї загалом, а також наведенi базовi твердження
для подальшої роботи з просторами та вiдображеннями мiж ними. У тре-
тьому роздiлi наведенi приклади топологiчних просторiв та їхнiх гомото-
пiчних властивостей таких, як однозв’язнiсть, стягуванiсть тощо. Також
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розглянуто характеризацiї просторiв через вiдображення ретракцiї та гомо-
топiю в просторi неперервних вiдображень мiж топологiчними просторами
C(X, Y ). У четвертому роздiлi детальнiше розглянуто поняття фундамен-
тальної групи, доведено критерiй абелевостi фундаментальної групи, обчи-
слено фундаментальну групу кола та сформульовано теорему Ван Кампена
для обрахунку фундаментальних груп CW-комплексiв та наведено приклад
її застосування.

П’ятий роздiл присвячений найбiльш прикладнiй частинi роботи – алго-
ритмовi обчислення фундаментальної групи триангульовного многовида. У
1969 роцi Кiрбi i Зiбенманн [16] показали, що в будь-якiй розмiрностi, бiль-
шiй за 4, iснують многовиди без кусково-лiнiйної структури, що означає, що
не кожен топологiчний многовид допускає комбiнаторну триангуляцiю. А
1982 року Фрiдман [12] надав приклад чотиривимiрного многовида (E8),
що не має комбiнаторної триангуляцiї. У роботi [5] був введений новий го-
мологiчний iнварiант для 3-сфер, за допомогою чого можна показати, що
многовид Фрiдмана (E8) не триангульовний. I Кiпрiан Манолеску [17] у 2013
роцi довiв, що у всiх розмiрностях > 5 iснують нетриангульовнi многовиди.

Математичне моделювання топологiчними многовидами є складною ма-
тематичною справою, яка знаходить своє застосування в аналiзi супутни-
кових знiмкiв [7] чи розпiзнаваннi людського почерку [15]. Окрiм цього,
диференцiальна геометрiя, об’єктами дослiдження якої є в бiльшостi ви-
падкiв саме многовиди, загалом часто використовується для теоретичного
аналiзу електромагнетизму, i практичному застосуванню зазвичай придi-
ляється менше уваги. Однак многовиди та диференцiальна геометрiя дуже
пiдходять для практичних вимог чисельного моделювання, i вони дають ро-
зумiння, яке суттєво допомагає при побудовi математичних моделей [19]. У
бiомедичних областях топологiя застосовується для класифiкацiї та iденти-
фiкацiї молекул ДНК, i топологiчнi змiни розглядаються як iдентифiкатори
деяких важливих хiмiчних змiн [9]. У комп’ютернiй графiцi, розробцi iгор,
комп’ютернiй геометрiї та для автоматизацiї завдань iнженерного аналiзу
надiйним методом залишається топологiчний аналiз суцiльних структур [3].

Темою i задачею даної роботи є висвiтлити та структурувати факти
про гомотопiчнi властивостi топологiчних просторiв, а також знайти спосiб
точно обраховувати фундаментальнi групи деяких CW-комплексiв.

5



2 Основнi означення

Означення 2.1. Нехай X – непорожня множина, а τ – такий набiр її
пiдмножин, що:

1. ∅, X ∈ τ ;

2. ∀U, V ∈ τ : U ∩ V ∈ τ ;

3. ∀Ui ∈ τ, i ∈ I :
⋃
i

Ui ∈ τ .

Пара (X, τ) називається топологiчним простором, сiмейство τ – тополо-
гiєю на X, сама множина X називається носiєм топологiї.
Елементи τ називаються вiдкритими множинами. Множина A є замкне-
ною, якщо X\A вiдкрита.
Одночасно вiдкрита й замкнена множина називається вiдкрито-замкненою.

Означення 2.2. Множина A ⊂ X називається околом точки x ∈ X,
якщо x ∈ A ∈ τ .

Приклад 2.3. 1. Дискретна топологiя на X – це τ = 2X .

2. Антидискретна (тривiальна) топологiя на X – це τ = {∅, X}.

3. Евклiдова метрика d(x1, x2) = |x1 − x2| природнiм чином iндукує Ев-
клiдову топологiю на Rn. Вiдкритi кулi B(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) <

r}, x0 ∈ Rn, r > 0 складають базу цiєї топологiї, тобто, кожна вiдкри-
та множина в Rn може бути представлена у виглядi об’єднання таких
куль.

Означення 2.4. Нехай (X, τ) – топологiчний простiр. Пiдмножина β ⊂
2X називається базою топологiчного простору (чи базою топологiї), якщо
будь-яка вiдкрита множина може бути представлена у виглядi об’єднання
елементiв iз β.

Твердження 2.5 (Внутрiшнiй критерiй бази). [1] Набiр вiдкритих мно-
жин β ⊂ τ топологiчного простору (X, τ) є його базою тодi й лише тодi,
коли для будь-якого x ∈ X для будь-якого його околу U iснує деякий еле-
мент B ∈ β такий, що x ∈ B ⊂ U .
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Зауваження 2.6. Якщо зрозумiло, про яку топологiю йдеться, простiр
позначаємо просто X.

Означення 2.7. Вiдображення мiж двома топологiчними просторами
f : X → Y називається

• вiдкритим, якщо образ вiдкритої в X множини є вiдкритим в Y .

• замкненим, якщо образ замкненої в X множини є замкненим в Y .

• неперервним, якщо прообраз вiдкритої в Y множини є вiдкритим в
X.

• гомеоморфiзмом, якщо воно є неперервною вiдкритою бiєкцiєю.

Означення 2.8. Кажуть, що топологiчний простiр є незв’язним, якщо

∃A,B ∈ τ\{∅} : A tB = X.

Iнакше, X є зв’язним.

Означення 2.9. Неперервне вiдображення γ : [0, 1] → X називається
шляхом.
Простiр X є лiнiйно зв’язним, якщо ∀x1, x2 ∈ X ∃γ : [0, 1]→ X :

γ(0) = x1, γ(1) = x2.

Якщо x1 = x2 = x, такий шлях називається петлею в точцi x.

Означення 2.10. Сiмейство вiдображень

ft : X → Y, t ∈ [0, 1]

мiж двома топологiчними просторами X та Y називається гомотопiєю,
якщо вiдповiдне вiдображення H : X × I → Y , що задається так: H(x, t) =

ft(x) є неперервним. Кажуть, що два вiдображення f0, f1 є гомотопними,
якщо мiж ними iснує гомотопiя. Позначаємо це так: f0 ' f1.

Слово гомотопiя часто вживається як загальне позначення для деякого
неперервного вiдображення f : X×[0, 1]→ Y . У цiй роботi ми вживатимемо
обидва означення.
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Зауваження 2.11. Легко показати, що будь-яке неперервне вiдображе-
ння α : [a, b] → X, де [a, b] – зв’язний замкнений iнтервал iз R, гомотопне
деякому шляху β : [0, 1]→ X. Шукана гомотопiя така:

H(t, s) = (1− s)α(t) + sβ(t).

Твердження 2.12. Гомотопнiсть шляхiв є вiдношенням еквiвален-
тностi.

Доведення. Покажемо рефлексивнiсть, симетричнiсть i транзитивнiсть вiд-
ношення '.

Нехай X – топологiчний простiр, a, b ∈ X – двi рiзнi точки цього просто-
ру. Нехай f, g, h – три рiзнi шляхи з a в b. Очевидно, що f ' f за постiйною
гомотопiєю. Якщо f ' g за гомотопiєю ft, то g ' f за гомотопiєю f1−t.

Для транзитивностi припустимо, що f ' g за гомотопiєю ft, i g ' h за
гомотопiєю gt. Тодi бачимо, що f ' h за гомотопiєю ht, що визначається
так:

ht =

{
f2t, t ∈ [0, 12 ]

g2t−1, t ∈ [12 , 1].

I зрозумiло, що вiдповiдне вiдображення H(x, t) = ht(x) є неперервним в
силу того, що його звуження на промiжки [0, 12 ] i [12 , 1] неперервнi, i для
t = 1

2 вiдображення збiгаються.

Означення 2.13. Нехай X – простiр, A ⊂ X. Деформацiєю X на A
називається гомотопiя H : X × [0, 1]→ X з такими властивостями:

1. H(x, 0) = x ∀x ∈ X;

2. H(a, t) ∈ A ∀(a, t) ∈ A× [0, 1];

3. H(x, 1) ∈ A ∀x ∈ X.
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Означення 2.14. Ретракцiєю простору X на пiдпростiр A називається
неперервне вiдображення r : X → A таке, що r(X) = A i r|A = idA.

Означення 2.15. Деформацiйна ретракцiя простору X на пiдпростiр A
– це гомотопiя H : X × [0, 1]→ X :

1. H(x, 0) = x ∀x ∈ X;

2. H(a, t) = a ∀(a, t) ∈ A× [0, 1];

3. H(x, 1) ∈ A ∀x ∈ X.

У такому випадку A називається деформацiйним ретрактом простору X.

Таким чином, деформацiйна ретракцiя є певною гомотопiєю мiж тото-
жним вiдображенням idX i деякою ретракцiєю r : X → A.

Означення 2.16. Вiдображення мiж двома топологiчними просторами
f : X −→ Y називається гомотопiчною еквiвалентнiстю, якщо iснує таке
вiдображення g : Y −→ X, що g ◦ f ' idX i f ◦ g ' idY . Якщо мiж X та
Y iснує гомотопiчна еквiвалентнiсть, то кажуть, що X та Y гомотопiчно
еквiвалентнi, або мають однаковий гомотопiчний тип. Це позначається так:
X ' Y .

Твердження 2.17. Якщо простiр X гомеоморфний простору Y , то
X ' Y .

Доведення. Гомеоморфiзм мiж X та Y i є шуканою гомотопiчною еквiва-
лентнiстю.

Означення 2.18. Нехай X – топологiчний простiр, зафiксуємо точку x0
та розглянемо всi петлi в x0. Позначимо через [γ] клас еквiвалентностi пе-
тлi γ за вiдношенням гомотопностi та назвемо його гомотопiчним класом.
Множина всiх гомотопiчних класiв [γ] петель γ в x0 називається фундамен-
тальною групою i позначається так: π1(X, x0).

Означення 2.19. Нехай X – топологiчний простiр, α, β : [0, 1] −→ X такi
шляхи, що α(1) = β(0).
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Для кожного t ∈ [0, 1] покладемо

(β · α)(t) =

{
α(2t), t ∈ [0, 12 ]

β(2t− 1), t ∈ [12 , 1]

Вiдображення β · α називається конкатенацiєю шляхiв α i β.
Iлюстрацiя цiєї операцiї виглядає так:

Результат конкатенацiї шляхiв також є шляхом.

Твердження 2.20. Фундаментальна група з операцiєю конкатенацiї

утворює групу.

Доведення. Перевiримо аксiоми групи для множини π1(X, x0) деякого то-
пологiчного простору X та бiнарної операцiї конкатенацiї.

Спершу, нейтральний елемент цiєї структури – це клас еквiвалентностi
постiйного вiдображення ε(t) = x0 ∀t ∈ [0, 1]. Оскiльки конкатенацiя є
коректно визначеною, то [ε] · [α] = [ε · α]. Отже, ми бачимо, що ε · α ' α за
гомотопiєю

H(t, s) =

{
α((2− t)s), s ∈ [0, 1+t2 ]

ε(s), s ∈ [1+t2 , 1]

Так само, α · ε ' α, отже [ε] є нейтральним елементом у π1(X, x0).
Далi, як вiдомо, обернена петля до довiльної петлi α ∈ [α] ∈ π1(X, x0) –

це α−1(t) = α(1 − t). Нам необхiдно показати, що α−1 · α ' ε для деякого
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ε ∈ [ε]. Для цього побудуємо гомотопiю:

H(t, s) =


α(s), s ∈ [0, 1−t2 ]

α(1−t2 ), s ∈ [1−t2 ,
1+t
2 ]

α−1(s), s ∈ [1+t2 , 1]

Так само, α · α−1 ' ε, отже, ми покладемо [α]−1 := [α−1].
Тепер перевiримо асоцiативнiсть операцiї конкатенацiї. Щоб довести, що

([γ] · [β]) · [α] = [γ] · ([β] · [α]), зафiксуємо представникiв γ, β, α вiдповiдних
класiв та покажемо, що петлi (γ · β) · α i γ · (β · α) є гомотопними.

((γ · β) · α)(s) =

{
α(2t), t ∈ [0, 12 ]

(γ · β)(2t− 1), t ∈ [12 , 1]
=


α(2t), t ∈ [0, 12 ]

β(4t− 2), t ∈ [12 ,
3
4 ]

γ(4t− 3), t ∈ [34 , 1]

(γ · (β · α))(s) =

{
(β · α)(2t), t ∈ [0, 12 ]

γ(2t− 1), t ∈ [12 , 1]
=


α(4t), t ∈ [0, 14 ]

β(4t− 1), t ∈ [14 ,
1
2 ]

γ(2t− 1), t ∈ [12 , 1]

Гомотопiя мiж γ · (β · α) i (γ · β) · α є наступною:

H(t, s) =


γ(t(2s) + (1− t)(4s)), s ∈ [0, t2 + 1−t

4 ]

β(4s− 2), s ∈ [ t2 + 1−t
4 ,

3t
4 + 1−t

2 ]

α(t(4s− 3) + (1− t)(2s− 1)), s ∈ [3t4 + 1−t
2 , 1]

Оскiльки γ · (β · α) гомотопне (γ · β) · α, ми маємо асоцiативнiсть.

Зауваження 2.21. У лiнiйно зв’язних просторах усi фундаментальнi
групи iзоморфнi. Iзоморфiзм мiж π1(X, x0) i π1(X, x1) у таких випадках
такий: ϕ : [α] 7→ [f−1 · α · f ], де α – це петля в x0, f – шлях iз x1 в x0.
Доведення цього факту буде надано в Теоремi 4.1.
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У таких випадках ми позначаємо фундаментальну групу просто як π1(X).

Означення 2.22. Лiнiйно зв’язний простiрX називається однозв’язним,
якщо його фундаментальна група тривiальна: π1(X) = {1}.
Простiр X є локально однозв’язним, якщо вiн має базу, що складається з
однозв’язних множин.
ПростiрX є напiвлокально однозв’язним, якщо кожна точка x ∈ X має окiл
U такий, що iндукований гомоморфiзм π1(U, x) −→ π1(X, x) є тривiальним.
Iншими словами, кожен x ∈ X має окiл U такий, що кожна петля в U є
стягуваною по X. (нуль-гомотопна)

Наприклад, кожен CW-комплекс є локально однозв’язним топологiчним
простором (означення CW-комплекса дивiться в роздiлi 4.3).

Означення 2.23. Простiр X є локально (лiнiйно) зв’язним, якщо вiн
має базу, що складається з (лiнiйно) зв’язних множин.

Локально однозв’язний простiр є також локально лiнiйно зв’язним (а
отже, i локально зв’язним).

Означення 2.24. Простiр, гомотопiчно еквiвалентний до точки, назива-
ється стягуваним. Вiдображення, гомотопне постiйному, називається нуль-
гомотопним.

Детальнiше про спiввiдношення мiж стягуванiстю, однозв’язнiстю та
їхнiми локальними вiдповiдниками написано далi в роздiлi 3.2.

Означення 2.25. НехайX – топологiчний простiр i∼ – вiдношення еквi-
валентностi на X. Фактор-топологiєю називається найсильнiша топологiя
на X/∼, для якої вiдображення q : X −→ X/∼ є неперервним. Вiдповiдне q
називається факторним вiдображенням, а X/∼ – фактор-простором.

12



Означення 2.26. Нехай X та Y – два топологiчнi простори, f : X → Y

– вiдображення. Вiзьмемо диз’юнктне об’єднання декартового добутку X×
[0, 1] iз Y : Z = (X×[0, 1])

⊔
Y . Розглянемо таке вiдношення еквiвалентностi

на Z: a ∼ b, якщо a = b або a = (x, 1), b = f(x) для x ∈ X. Фактор-простiр
Mf = Z/∼ називається цилiндр вiдображення.

Означення 2.27. Топологiчний простiр називається компактним, якщо
з довiльного його вiдкритого покриття можна вибрати скiнченне пiдпокри-
ття.
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3 Приклади просторiв та їхнi властивостi

3.1 Гомотопiя

Приклад 3.1. Якщо f1, f2 : X → Rm – два вiдображення, то

ht(x) = (1− t)f1(x) + tf2(x)

є гомотопiєю мiж f1 i f2.

Твердження 3.2. Якщо f1, f2 : X → Y i g1, g2 : Y → Z – двi пари гомо-
топних вiдображень, то для композицiй g1f1, g2f2 : X → Z справедливо

g1f1 ' g2f2.

Доведення. Якщо F : X× [0, 1]→ Y – гомотопiя мiж f1, f2, G : Y × [0, 1]→
Z – гомотопiя мiж g1, g2, то вiдображення

H(x, t) = G(F (x, t), t)

є гомотопiєю g1f1 ' g2f2.

Твердження 3.3. Якщо простiр X може бути продеформований на
пiдпростiр A, тодi X є гомотопiчно еквiвалентним до A.

Доведення. Нехай F – ця деформацiйна ретракцiя: F : X × [0, 1] −→ X.
Нехай f(x) = F (x, 1) ∀x ∈ X тому f : X −→ A i g : A ↪→ X вiдображення
вкладення. Бiльше того, f ◦ g = idA, тому що ∀x ∈ A f(g(x)) = f(x) =

F (x, 1) = x. Тепер розглянемо композицiю g ◦ f . Для всiх x ∈ X маємо
g(f(x)) = g(F (x, 1)) = F (x, 1), отже, F (·, 0) = idX , F (·, 1) = g◦f , тому F є
гомотопiєю мiж idX та g◦f , що означає, що X є гомотопiчно еквiвалентним
до A.

Теорема 3.4. [14] Два простори X i Y є гомотопiчно еквiвалентними
тодi й лише тодi, коли iснує третiй простiр Z, що мiстить X та Y у
якостi деформацiйних ретрактiв.

Доведення. ⇒: Нехай f : X → Y – гомотопiчна еквiвалентнiсть i Mf –
вiдповiдний цилiндр вiдображення. Розглянемо таке вiдображення
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H : Mf × [0, 1]→Mf , що
H((x, t), t′) = (x, t) для будь-якого x ∈ X, t > t′;
H((x, t), t′) = (x, t′) для будь-якого x ∈ X, t 6 t′;
H(y, t′) = y для будь-якого y ∈ Y \f(X), t′ ∈ [0, 1] i t′ ∈ [0, 1].
Тодi H є деформацiйною ретракцiєю простору Mf на Y . Дiйсно,

1. H((x, t), 0) = (x, t);

2. H(y, t′) = y;

3. H((x, t), 1) = (x, 1) ∼ f(x) ∈ Y .

⇐: Нехай деякий простiр Z може бути деформацiйно ретрактнутим на
кожен iз просторiв X, Y . За Твердженням 3.3 Z ' X, Z ' Y . За транзи-
тивнiстю вiдношення гомотопiчної еквiвалентностi, X ' Y .

Лема 3.5. Якщо X = A × Z, де Z – простiр, стягуваний по собi в
точку p ∈ Z. Тодi A× p є деформацiйним ретрактом X.

Твердження 3.6. Нехай X – стягуваний простiр, A ⊂ X – його де-
формацiйний ретракт. Тодi кожен шлях iз X iз кiнцями в A гомотопний
деякому шляху, який лежить повнiстю в A.

Доведення. Нехай F : X × [0, 1]→ X – деформацiйна ретракцiя:

1. Для будь-якого x ∈ X F (x, 0) = x;

2. F (·, 1)(X) = A;

3. Для довiльної пари (a, t) ∈ A× [0, 1] F (a, t) = a

Нехай f : [0, 1] → X – деякий шлях, для якого f(0), f(1) ∈ A. Розгля-
немо функцiю g(t) = F (f(t), 1) для кожного t ∈ [0, 1]. Зрозумiло, що g є
шляхом в A, бiльше того, g(0) = f(0), g(1) = f(1). Припустимо G(t, s) =

F (f(t), s) для будь-якої пари (t, s) ∈ [0, 1]2. Тодi G є неперервним вiдобра-
женням i G(t, 0) = F (f(t), 0) = f(t) та G(t, 1) = F (f(t), 1) = g(t), що
означає, що G є гомотопiєю мiж f i g.

Твердження 3.7. Нехай X – стягуваний простiр, A ⊂ X – його ре-
тракт. Тодi A стягуваний.
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Доведення. Оскiльки X стягуваний, то iснує x0 ∈ X такий, що idX гомото-
пне постiйному вiдображенню в x0, тобто, iснує неперервне вiдображення
F : X × [0, 1]→ X таке, що

F (x, 0) = x, F (x, 1) = x0.

Оскiльки A є ретрактом, то iснує неперервне вiдображення r : X → A

таке, що r|A = idA. Припустимо, G(x, t) = r(F (x, t)) для будь-якої пари
(x, t) ∈ A × [0, 1]. Це вiдображення є неперервним, бiльше того, G(x, 0) =

r(F (x, 0)) = r(x) = r|A(x) = x i G(x, 1) = r(F (x, 1)) = r(x0) для всiх x ∈ A.
Це означає, що тотожне вiдображення idA гомотопне постiйному в r(x0), iз
чого слiдує, що A стягуваний.

Твердження 3.8. Нехай A – лiнiйно зв’язний деформацiйний ретракт
простору X. Тодi X є лiнiйно зв’язним.

Доведення. Нехай F i є цiєю деформацiйною ретракцiєю: F : X×[0, 1] −→ X.
Для довiльних фiксованих x1, x2 ∈ X розглянемо a1 = F (x1, 1) i a2 =

F (x2, 1). Далi, припустимо f1(t) = F (x1, t) – шлях мiж x1 та a1, i f2(t) =

F (x2, 1 − t) – шлях мiж x2 i a2. Оскiльки пiдпростiр A є лiнiйно зв’язним,
то iснує шлях g : [0, 1]→ A, g(0) = a1, g(1) = a2.

Визначимо неперервне вiдображення

f(t) =

{
f1(3t), якщо t ∈ [0, 13 ]

f2(3t− 2), якщо t ∈ [23 , 1].

f є шляхом мiж x1 i x2, що означає, що X – лiнiйно зв’язний.

Твердження 3.9. Зв’язний скiнченний граф є гомотопiчно еквiвален-
тним букету кiл

∨
S1.

Доведення. Нехай G = (V,E) – зв’язний скiнченний топологiчний граф.
Побудуємо в G деяке кiстякове дерево T . Тодi T є стягуваним. Вершини
кожного ребра G, що не лежить у T , самi належать T . це означає, що пiсля
стягування T ми отримаємо букет кiл

∨
k S

1, де k = |E| − |V |+ 1.
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Рис. 1: Стягування графа

17



3.2 Спецiальнi простори

Лема 3.10. Для топологiчного простору має мiсце наступна дiаграма:

локально однозв’язний

(1) (0

ks
(2)

+3 однозв’язний
(3)
��

стягуваний
(4)

ks

напiвлокально однозв’язний

Доведення. Доведемо по черзi кожен пункт.

(1) Якщо простiр X є локально однозв’язним, то для кожної точки x

простору X для кожного елементу U його бази, що мiстить x, усi
петлi в U є нуль-гомотопними. Оскiльки цi петлi стягуванi в U , то
вони стягуванi в X.

(2) 6⇒: Топологiчний простiр X = S1 є локально однозв’язним (iз топо-
логiєю, iндукованою з R2), але не однозв’язним;
6⇐: Розглянемо такий простiр: для кожного додатного цiлого числа n
нехай Cn ⊂ C означає коло {z ∈ C : |z− 1

n | =
1
n}. Об’єднання

⋃∞
n=1Cn є

топологiчним простором H ⊂ C, що називається Гавайська сережка.
Для цього простору побудуємо конус CH = (H × [0, 1])/(H×0):

Цей фактор-простiр є однозв’язним, але не локально однозв’язним
(у точцi 0 на комплекснiй площинi будь-який окiл мiститиме в собi
нестягуванi кола).

(3) Очевидно, кожна точка x однозв’язного простору X має тривiальний
окiл (весь простiр X), у якому кожна петля стягувана.
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(4) Нехай X – стягуваний простiр. Це означає, що iснує така точка x0 ∈
X, що idX є гомотопним до постiйного вiдображення в x0, тобто, iснує
таке неперервне вiдображення H : X × [0, 1]→ X, що

H(x, 0) = x,H(x, 1) = x0.

Тепер нехай f : [0, 1] → X є петлею в x0. Покладемо G(t, s) =

H(f(t), s) для кожної пари (t, s) ∈ [0, 1]2. Зрозумiло, що G – неперерв-
не. Бiльше того, G(t, 1) = H(f(t), 0) = f(t) i G(t, 1) = H(f(t), 1) = x0
для всiх t ∈ [0, 1].

Тому кожна петля в точцi x0 є нуль-гомотопною, iз чого слiдує, що
π(X, x0) є тривiальною, тобто, X є однозв’язним.

Зауважимо, що протилежне не виконується: розглянемо довiльну сфе-
ру Sn, n > 1 – цей простiр є однозв’язним, але не стягуваним.

Лема 3.11. В однозв’язному просторi для довiльної пари точок x, y

iснує єдиний гомотопiчний клас шляхiв мiж x та y.

Доведення. Оскiльки фундаментальна група простору тривiальна, то
β−1 ·α ∈ π1(X, x) = {1} ⇒ β−1 ·α ' εx ⇒ ββ−1α ' β · εx ' β ⇒ α ' β.

Твердження 3.12. Двовимiрна сфера є однозв’язною.

Доведення. Вiзьмемо сферу S2 i позначимо протилежнi полюси як s(пiвдень)
i n(пiвнiч), i вiзьмемо s за базову точку. Оскiльки S2\{n} є гомеоморфною
R2 за стереографiчною проекцiєю, то якщо петля γ не проходить через n,
вона є нуль-гомотопною.
Тепер нехай U є околом n, а V – вiдкритим околом S2\U .

Оскiльки прообрази γ−1(U) i γ−1(V ) є колекцiєю вiдкритих iнтервалiв iз
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[0, 1] та оскiльки [0, 1] є компактом, ми можемо знайти скiнченне пiдпокри-
ття, що тягне за собою iснування таких 0 = t0 < t1 < .. < tn < 1, що

γ([ti, ti+1]) ⊂ U

або
γ([ti, ti+1]) ⊂ V

Тепер якщо γ проходить через n, нам необхiдно знайти гомотопний
шлях, який обходить n. Для кожного такого i, що γ([ti, ti+1]) ∩ U 6= ∅,
ми можемо знайти такий шлях δi вiд γ(ti) до γ(ti+1), що δ не проходить
через n (бо U лiнiйно зв’язний).

Покладемо γi = γ |[ti,ti+1]. Оскiльки γi ' δi, то для кожного такого i ми
замiняємо γi на δi та одержуємо гомотопний до γ шлях, який не проходить
через n. Iз цього слiдує, що γ є гомотопним постiйнiй петлi, i отже сфера
S2 є однозв’язною.
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3.3 Фактор-топологiя

Означення 3.13 (Розширене означення). Неперервне сюр’єктивне вiд-
ображення f : X → Y називається факторним, якщо для нього виконує-
ться одна з двох еквiвалентних умов:

• Множина A ⊂ Y вiдкрита (замкнена) в Y ⇔ прообраз f−1(A) вiдкри-
тий (замкнений) в X.

• Для будь-якого топологiчного простору Z i (комутативної) дiаграми

X
f //

g◦f   

Y
g
��
Z

(1)

вiдображення g неперервне ⇔ композицiя g ◦ f неперервна.

• топологiя на Y – найсильнiша, для якої f є неперервним.

Приклад 3.14. Нехай X – одиничний вiдрiзок, Y – одиничне коло
{z ∈ C : |z| = 1}, f(t) = e2πit для t ∈ X.

Очевидно, f – неперервна сюр’єкцiя. Оскiльки [0, 1] – компакт, а S1 –
хаусдорфовий простiр, то вiдображення f є замкненим, а отже, факторним.

Якщо неперервне вiдображення g : [0, 1] → R2 таке, що g(0) = g(1), то
має мiсце наступна комутативна дiаграма:

[0, 1]
f //

g ""

S1

неперервне
��

R2

Тобто, вкладення вiдрiзка в R2 зi склеюванням його кiнцiв є тим самим,
що вкладення кола в R2.
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Приклад 3.15. Оскiльки будь-яке абстрактне вiдображення з X в Y , по
сутi, задає вiдношення еквiвалентностi ∼ на X (класами еквiвалентностi є
прообрази {f−1(y)}y∈Y ), то завжди iснує сюр’єкцiя з X на фактор-простiр
X/∼ та iн’єкцiя з X/∼ в Y .

Якщо ж f : X → Y – неперервне вiдображення, то на X/∼ природнiм
чином iндукується топологiя: вiдкритi множини в X/∼ тi, у яких прообраз
є вiдкритою множиною. Тодi вiдображення з X на X/∼ є факторним.

Нехай X = Y = R, f(x) = x2. Тодi класи еквiвалентностi утворювати-
муть пари точок вигляду a та −a, якщо a 6= 0, i окремий клас для нуля.
Тобто, фактор-простором у нашому випадку буде не що iнше, як [0,+∞).

f(x) = x2

x ∼ −x
R f //

g◦f $$

R

[0,+∞)

iн’єкцiя

OO

Теорема 3.16. Нехай для просторiв X, Y , вiдношення еквiвалентностi
∼ на X, неперервного вiдображення f та факторного вiдображення p має
мiсце така комутативна дiаграма:

X
f //

p ""

Y

X/∼

g

OO (2)

Тодi якщо f факторне, то g – гомеоморфiзм на образ f(X).

Доведення. Як було згадано в Прикладi 3.15, g буде iн’єкцiєю. Окрiм цього,
g є неперервним, оскiльки p факторне, а f неперервне (див. другу умову
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Означення 3.13). Для того, щоб довести, g – потрiбний нам гомеоморфiзм,
достатньо показати, що обернене до нього є неперервним вiдображенням.
Для цього доведемо, що дiаграма

X
f //

p !!

f(X)

g−1

��

X/∼

є комутативною. Оскiльки g – iн’єкцiя, то вiдображення g−1 : f(X) →
X/∼ iснує. Для x ∈ X справедлива рiвнiсть g(g−1(f(x))) = g(p(x)), тому
що g−1(g(f(x))) = f(x) з очевидних мiркувань, i g(p(x)) = f(x), оскiль-
ки дiаграма 2 комутативна. Iз цього слiдує, що g−1(f(x)) = p(x) в силу
iн’єктивностi g.

Наслiдок 3.17. Для дiаграми 1 справедливо наступне: вiдображення
g ◦ f факторне ⇔ g факторне.

Нехай (X, τ) – топологiчний простiр, {Ui} – покриття X (тобто,
⋃
i Ui =

X). Нехай для кожного i задано неперервне вiдображення fi : Ui → Y

таке, що fi = fj на Ui ∩ Uj. Тодi маємо коректно визначене вiдображення
f : X → Y :

f(x) = fi(x) , якщо x ∈ Ui.

Лема 3.18. Для вiдкритих покриттiв {Ui} вiдображення f буде непе-
рервним.

Доведення. Нехай V ∈ Y – вiдкрита множина. Покажемо, що f−1(V ) –
вiдкрита в X. Зауважимо, що f−1(V ) =

⋃
i

f−1i (V ). А кожна з f−1i (V ) є

вiдкритою в Ui в силу неперервностi fi. Оскiльки кожна з Ui є вiдкритою
в X, то i кожна з f−1i (V ) є вiдкритою в X. Отже, f−1(V ) – вiдкрита як
об’єднання вiдкритих множин.

Теорема 3.19. Нехай X – простiр Алєксандрова (див. 3.29). Тодi iснує
таке фактор-вiдображення qX : X → X ′, що

1. qX є гомотопiчною еквiвалентнiстю;

2. X ′ є простором Алєксандрова i T0;
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3. Для кожного неперервного вiдображення f : X → Y мiж двома
просторами Алєксандрова iснує єдине неперервне вiдображення f ′ :

X ′ → Y ′ мiж їхнiми факторами таке, що qY f = f ′qX .

Доведення. Введемо вiдношення еквiвалентностi на X так: скажемо, що
x ∼ y, x, y ∈ X, якщо їхнi мiнiмальнi околи збiгаються. Нехай X ′ = X/∼, i
q := qX : X → X ′ – факторне вiдображення. Легко бачити, що довiльний
фактор-простiр простору Алєксандрова також є простором Алєксандрова.
Така структура на X ′ задає таке ж, як i на X, вiдношення еквiвалентностi:
якщо x, y ∈ X, то q(x) 6 q(y) ↔ x 6 y (найменший окiл довiльного x пiд
дiєю вiдображення q переходить у найменший окiл q(x); якщо q(x) 6 q(y),
то q(x) ∈ q(Uy) i для z ∈ Uy : x 6 z 6 y, q(x) = q(z), а навпаки виконується
внаслiдок неперервностi q).

Доведемо, що q є гомотопiчною еквiвалентнiстю. Нехай p : X ′ → X –
деяке обернене до q вiдображення (qp = idX ′). Оскiльки p також зберiгає
частковий порядок, то воно є неперервним. Покажемо, що вiдображення
r := pq : X → X гомотопне idX . Оскiльки qr(x) = qpq(x) = q(x), то
для кожного x ∈ X має мiсце Ur(x) = Ux. Визначимо родину вiдображень
F : X × [0, 1]→ X так:

F (x, t) =

{
x, t < 1,

r(x), t = 1.

Щоб показати, що F неперервне, вiзьмемо (x, s) ∈ X × [0, 1]. Тодi Ux ×
[0, 1] є околом (x, s), який вiдображається у UF (x,s). За щойно доведеним,
UF (x,s) = Ux. Тепер вiзьмемо довiльну пару (y, t) ∈ Ux × [0, 1]. Якщо t < 1,
то F (y, t) = y ∈ Ux. Якщо t = 1, то F (y, t) = r(y) ∈ Ur(y) = Uy ⊂ Ux.

Щоб довести пункт 3, зафiксуємо довiльне неперервне вiдображення
f : X → Y мiж двома просторами Алєксандрова. Оскiльки воно зберiгає
порядок, то воно вiдображає еквiвалентнi точки за qX в еквiвалентнi за
qY . Отже, iснує єдине вiдображення f ′ : X ′ → Y ′ таке, що f ′qX = qY f .
Оскiльки qX – факторне, то f ′ – неперервне.

Означення 3.20. Для F : X −→ Y ми говоримо, що F породжує фактор,
якщо ∃ F : X/∼ −→ Y таке, що F = F ◦ q.

Це вiдбувається тодi й лише тодi, коли звуження F на клас еквiвалентностi
є постiйним вiдображенням.
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Лема 3.21. Нехай F : X −→ Y – неперервне вiдображення, що породжує
фактор. Тодi вiдображення F : X/∼ −→ Y є неперервним за вiдношенням
до фактор-топологiї.

Навпаки, маючи неперервне вiдображення G : X/∼ −→ Y , композицiя
F = G ◦ q є неперервним вiдображенням з X в Y , що породжує вiдобра-
ження F = G на факторi.

Доведення. Навпаки є правдою, бо F є композицiєю неперервних вiдобра-
жень.
Якщо F є неперервним вiдображенням, що породжує фактор, то маючи
вiдкриту множину V ⊂ Y , ї ї прообраз F−1(V ) є вiдкритим у факторнiй
топологiї на X/∼ тодi й лише тодi, коли q−1(F (V )) є вiдкритим у X (за
означенням фактор-топологiї). Але q−1 ◦ F−1 = (F ◦ q)−1 = F−1, оскiльки
F = F ◦ q. Але F−1(V ) є вiдкритим, бо F неперервне.

Означення 3.22. Дiя групи G на множинi X – це гомоморфiзм ρ з
групи G в симетричну групу Sym(X).

Приклад 3.23. Симетрична група трикутникаD3 дiє на вершинах {1, 2, 3}.
ρ(reflection) = (23), ρ(120°rotation) = (123).

Означення 3.24. Неперервна дiя групи G – це гомоморфiзм ρ : G −→
Sym(X), де X – топологiчний простiр i кожен ρ(g) є гомеоморфiзмом X.

Приклад 3.25. X = R, G = Z, ρ(0) = id, ρ(n)(x) = x+ n.

Приклад 3.26. X = R2, G = Z2, i ми бачимо, що
(
1
0

)
∈ Z2 дiє шля-

хом перенесення 1 в напрямку x, i
(
0
1

)
∈ Z2 дiє шляхом перенесення 1 в

напрямку y i кожна комбiнацiя цих рухiв залишається в групi.
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Зауваження 3.27. Маючи дiю групи G на X, ми маємо вiдношення
еквiвалентностi ∼ таке, що x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G : gx = y. Як iлюстрацiя,
у Прикладi 3.25 класи еквiвалентностi утворюють точки, що знаходяться
одна вiдносно одної на вiдстанi 1. Отже, фактор-простiр X/G цього прикла-
ду – коло.

Також, не є несподiванкою, що для Прикладу 3.26 фактор-простiр – це
S1 × S1 = T 2 тор.

Лема 3.28. Нехай X – топологiчний простiр, G – група, що дiє непе-
рервно на X. Тодi q : X −→ X/G є вiдкритим.

Доведення. Нехай U ⊂ X – вiдкрита множина. Її образ q(U) є вiдкри-
тим тодi й лише тодi, коли його прообраз q−1(q(U)) є вiдкритим в X. Але
q−1(q(U)) складається з усiх таких точок x ∈ X, що ∃g ∈ G : gx ∈ U , тобто,
q−1(q(U)) =

⋃
g∈G

g(U) i оскiльки g дiє як гомеоморфiзм, g(U) є вiдкритими

∀g, i отже q−1(q(U)) є вiдкритим як об’єднання вiдкритих множин.
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3.4 Характеризацiї топологiчних просторiв

Означення 3.29. Топологiчний простiр називається

• екстремально незв’язним, якщо замикання кожної його вiдкритої
множини також є вiдкритим;

• сильно нерозкладним, якщо кожен його вiдкритий пiдпростiр нероз-
кладний (не може бути представлений як диз’юнктне об’єднання двох
всюди щiльних множин);

• nodec- (або nd-) простором, якщо кожна його нiде не щiльна множина
є замкненою;

• ретрактним, якщо кожна його замкнена множина є його ретрактом;

• лiндельофовим, якщо кожне його вiдкрите покриття мiстить злiченне
пiдпокриття;

• простором Алєксандрова, якщо перетин довiльної кiлькостi його вiд-
критих множин є вiдкритою множиною.

Означення 3.30. Компактифiкацiєю просторуX називається пара (Y, f),
де Y – компактний простiр, а f : X → Y – неперервна iн’єкцiя (вкладення)
така, що f(X) всюди щiльна в Y .

Означення 3.31. Нехай X –простiр. Розглянемо вiдображення “обчи-
слення в точцi” F : X → [0, 1]C(X,[0,1]), де F (x)(f) = f(x) ∀f ∈ C(X, [0, 1]).
Тодi F є гомеоморфiзмом X на образ F (X). Оскiльки [0, 1] – компакт, то
[0, 1]C(X,[0,1]) теж компакт (за теоремою Тихонова). Вiдповiдно, замикання
Cl(F (x)) є компактом. Очевидно, що F (x) – всюди щiльна в Cl(F (x)), отже,
пара (F (X), F ) є компактифiкацiєю простору X, яка називається компа-
ктифiкацiєю Стоуна-Чеха.

У випадку дискретних просторiв є зручний опис ретрактiв їхньої Стоун-
Чехiвської компактифiкацiї.

Теорема 3.32. [20] Топологiчний простiр є ретрактом Стоун-Чехiвської
компактифiкацiї дискретного простору тодi й лише тодi, коли вiн є ком-
пактним, хаусдорфовим (T2) та екстремально незв’язним.
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Нами було отримано [6] iншу характеризацiю екстремально незв’язних
просторiв (а також сильно нерозкладних) у загальному випадку через мно-
жини комутування топологiчних операторiв Cl, Int:

Твердження 3.33. Топологiчний простiр X є екстремально незв’язним
тодi й лише тодi, коли оператори Cl, Int комутують на кожнiй його вiд-
критiй множинi.

Доведення. Якщо X – екстремально незв’язний, то для кожної вiдкри-
тої множини A ⊂ X виконано Int(ClA) = ClA = Cl(IntA). Навпаки,
якщо для вiдкритої множини A має мiсце рiвнiсть Int(ClA) = Cl(IntA), то
ClA = Int(ClA). Тобто, ClA є вiдкритою множиною, i X є екстремально
незв’язним.

Твердження 3.34. Топологiчний простiр X є сильно нерозкладним то-
дi й лише тодi, коли оператори Cl, Int комутують на кожнiй його нiде
не щiльнiй множинi.

Доведення. Для кожної множини A ⊂ X з порожньою внутрiшнiстю рiв-
нiсть Int(ClA) = ∅ = IntA = Cl(IntA) має мiсце тодi й лише тодi, коли A
є нiде не щiльною.

Таким чином, топологiчний простiр X є екстремально незв’язним та
сильно нерозкладним тодi й лише тодi, коли оператори Cl, Int комутують
на кожнiй множинi X.

Наступна лема показує зв’язок мiж загальною та алгебраїчною тополо-
гiєю.

Лема 3.35. [18] Лiндельофовий nd-простiр є ретрактним.

У наших тезах було також отримано характеризацiю nd-просторiв. Щоб
її представити, сформулюємо важливу теорему.

Теорема 3.36. [6] Оператори Cl, ∗ комутують на симетричнiй рiзницi
B4C вiдкрито-замкненої B та нiде не щiльної множини C тодi й лише
тодi, коли перетин B ∩ C замкнений.

Твердження 3.37. Топологiчний простiр є nd-простором тодi й лише
тодi, коли кожна множина комутування операторiв Cl, Int є множиною
комутування операторiв Cl, ∗.
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3.5 Простiр неперервних вiдображень C(X, Y )

Означення 3.38. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Сукупнiсть усiх
неперервних вiдображень iз X в Y утворюють простiр, який позначається
так: C(X, Y ).

Теорема 3.39. Вiдношення гомотопностi вiдображень є вiдношенням
еквiвалентностi на C(X, Y ).

Доведення. Покажемо, що це вiдношення є рефлексивним, симетричним та
транзитивним. Очевидно, що вiдображення H : X × [0, 1] → X, H(x, t) =

f(x) є гомотопiєю мiж f та f . Далi, нехай F : X × [0, 1] → X – гомотопiя
f ' g. Тодi вiдображення G : X × [0, 1]→ X таке, що G(x, t) = F (x, 1− t)
є гомотопiєю g ' f .

Для доведення транзитивностi нехай F : X × [0, 1] → X – гомотопiя
f ' g, G : X × [0, 1] → X – гомотопiя g ' h. Тодi вiдображення H :

X × [0, 1]→ X, таке, що

H(x, t) =

{
F (x, 2t) , якщо t ∈ [0, 12 ],

G(x, 2t− 1) , якщо t ∈ [12 , 1]

є гомотопiєю f ' h.

Лема 3.40. Якщо X,T – топологiчнi простори, що задовольняють пер-
шу аксiому злiченностi (кожна точка простору має не бiльш нiж злiчен-
ну базу околiв), а Y – довiльний простiр, тодi вiдображення h : X×T → Y

неперервне тодi й лише тодi, коли вiдображення h∗ : T → C(X, Y ), де
h∗(t)(x) = h(x, t), є неперервним.

Наслiдок 3.41. Якщо простiр X задовольняє першу аксiому злiчен-
ностi, а Y – довiльний простiр, то класи гомотопностi вiдображень з
C(X, Y ) є класами лiнiйної зв’язностi вiдносно компактно-вiдкритої то-
пологiї.

На довiльному топологiчному просторi X можна ввести передпорядок
(X,6), такий, що x 6 y ⇔ y ∈ Cl({x}).

На просторi C(X, Y ), де X – довiльний простiр, а Y – простiр Алєксан-
дрова, введемо порядок f 6 g ⇔ f(x) 6 g(x) ∀x ∈ X.
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Твердження 3.42. Нехай X – довiльний простiр, Y – простiр Алє-
ксандрова. Тодi перетин усiх вiдкритих множин в C(X, Y ), що мiстять
вiдображення f , дорiвнює нижньому конусу

f ↓= {g ∈ C(X, Y ) : g 6 f}.

Доведення. Нехай Vf – перетин усiх вiдкритих в C(X, Y ) множин, що мi-
стять вiдображення f . НехайK ⊂ X – компакт, U ⊂ Y – вiдкрита множина,
покладемо (K,U) = {g ∈ C(X, Y ) | g(K) ⊂ U}. Якщо g ∈ Vf , x ∈ X, а
Uf(x) – перетин усiх вiдкритих в Y множин, що мiстять f(x), то{

f ∈ ({x}, Uf(x))
g ∈ ({x}, Uf(x)) тобто g(x) ∈ Uf(x)

Тому g(x) 6 f(x) ∀x ∈ X, тобто, g ∈ f ↓.
Множини (K,U) утворюють передбазу компактно-вiдкритої топологiї

на C(X, Y ). Якщо g ∈ f ↓ i f ∈ (K,U), тодi ∀x ∈ K f(x) ∈ U . Тодi
g(x) ∈ Uf(x). Оскiльки U вiдкрита та мiстить f(x), то вона мiстить i Uf(x).
Тому g(x) ∈ U ∀x ∈ K, тобто g ∈ (K,U). Отже, g належить усiм вiдкритим
множинам, якi мiстять f , тобто g ∈ Vf .
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4 Фундаментальна група

4.1 Загальнi твердження

Теорема 4.1. Нехай p : [0, 1] → X – шлях, p(0) = x0, p(1) = x1. Тодi
вiдображення fp : π1(X, x1) → π1(X, x0) таке, що fp([α]) = [p−1 · α · p], є
iзоморфiзмом.

Доведення. Це вiдображення є коректно визначеним: якщо αs – гомотопiя
петель α0 → α1, то p−1 · α · p є гомотопiєю мiж fp([α0]) та fp([α1]). Отже,
fp([α]) не залежить вiд вибору конкретного α всерединi його гомотопiчного
класу.

Далi покажемо, що fp є гомоморфiзмом. Для цього вiзьмемо двi петлi
α, β в точцi x i розпишемо:

fp([α]) · fp([β]) = [p−1αp][p−1βp] = [p−1αβp] = fp([α · β]).

Отже, вiдображення зберiгає операцiю конкатенацiї, а також нейтральний
елемент – постiйне вiдображення:

fp([ε]) = [p−1εp] = [p−1p] = [ε].

I насамкiнець доведемо, що fp є оборотним, а отже, iзоморфiзмом. Роз-
глянемо вiдображення fp−1:

fp−1(fp([α])) = fp−1([p
−1αp]) = [p(p−1αp)p−1] = [α].

Отже, оберненим вiдображенням до fp є fp−1.
Вiдображення fp називається гомоморфiзмом змiни базової точки

Теорема 4.2. Нехай X – лiнiйно зв’язний топологiчний простiр. Тодi
π1(X) є абелевою тодi й лише тодi, коли для всiх шляхiв p1, p2 з p1(0) =

p2(0) i p1(1) = p2(1) iснує гомоморфiзм змiни базової точки fp (iншими
словами, кожен гомоморфiзм змiни базової точки fp залежить лише вiд
кiнцiв шляху p).

Доведення. ⇒: Припустимо π1(X) є абелевою. Розглянемо петлю β в точцi
x0, i нехай a, b : [0, 1] → X – два рiзнi шляхи, що мають спiльнi початки
й кiнцi: a(0) = b(0) = x0, a(1) = b(1) = x1 6= x0. Тодi fa[β] = [a · β · a−1] i
fb[β] = [b · β · b−1].
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Отже,

[a−1] · fa[β] · [a] = [a−1] · [a · β · a−1] · [a] = [a−1 · a · β · a−1 · a] = [β]

[b−1] · fb[β] · [b] = [b−1] · [b · β · b−1] · [b] = [b−1 · b · β · b−1 · b] = [β]

iз чого слiдує
[a] · fa[β] · [a−1] = [b] · fb[β] · [b−1]

fa[β] = [a−1 · b] · fb[β] · [b−1 · a]

Але a−1 · b i b−1 · a – це петлi, тому

fa[β] = [a−1 · b] · fb[β] · [b−1 · a] = fb[β] · [a−1 · b] · [b−1 · a] = fb[β]

що означає, що якщо деякi гомоморфiзми змiни базової точки мають спiльнi
кiнцi, то вони збiгаються. Отже, якщо π1(X) є абелевою, то fp залежить
лише вiд кiнцiв p.
⇐: Тепер припустимо, що гомоморфiзм змiни базової точки fp залежить

лише вiд кiнцiв p. Нехай a i b – двi непостiйнi петлi в x0. Зрозумiло, що цi
петлi можуть бути представленi як конкатенацiї своїх половинок:

a = a2 · a1, a1(t) = a
(
t
2

)
, a2(t) = a

(
1+t
2

)
b = b2 · b1, b1(t) = b

(
t
2

)
, b2(t) = b

(
1+t
2

)
За припущенням, що fa1[b] = fa−12

[b] маємо:

[a1 · b · a−11 ] = [a−12 · b · a2]
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Помноживши на [a2] злiва та [a1] справа, маємо:

[a2] · [a1 · b · a−11 ] · [a1] = [a2] · [a−12 · b · a2] · [a1]

[a2 · a1 · b] = [b · a2 · a1]

[a · b] = [b · a]

тобто, π1(X) абелева.

Твердження 4.3. [14] Фундаментальна група кола в C iзоморфна Z.
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4.2 Теорема Ван Кампена для обчислення фундамен-
тальних груп

Означення 4.4. Вiльним добутком двох груп G i H називається група
G ∗H, класи еквiвалентностi якої – це слова, складенi з лiтер, що вибранi з
диз’юнктного об’єднання GtH, де вiдношення еквiвалентностi є скiнчен-
но породженим a∗b ∼ ab для a, b, що водночас iз G або з H. Нейтральний
елемент є порожнiм словом. Груповою операцiєю є склейка, зiставлення.
Кожне слово має бути редукованим за допомогою таких операцiй:

1. прибирання нейтрального елемента: a1b = ab;

2. замiна ab на їхнiй добуток, якщо цi обидва елементи належать однiй
групi (G чи H).

Означення 4.5. Нехай G i H – групи, G ∗ H – їхнiй вiльний добуток.
Нехай F – деяка група, i ϕ : F → G, ψ : F → H – гомоморфiзми з неї в
G i H вiдповiдно. Вiльний добуток з амальгамацiєю – це група G∗

F

H, яка

будується як вiльний добуток G i H плюс iще одна операцiя редукування:

ϕ(f)ψ(f)−1 = 1

для всiх f iз F .

Наступна теорема використовується для визначення фундаментальної
групи простору X, який може бути представленим у виглядi об’єднання⋃
α Uα вiдкритих множин, знаючи фундаментальнi групи кожної Uα i Uα ∩

Uβ. Формулювання та доведення теореми Ван Кампена було дано в [13].

Теорема 4.6 (Ван Кампен [13]). Якщо X = U1 ∪ U2, де Ui – вiдкри-
та та лiнiйно зв’язна, i U1 ∩ U2 – лiнiйно зв’язна, тодi π1(X) iзоморфна
π1(U1) ∗

π1(U1∩U2)

π1(U2).

Приклад 4.7. Обчислимо фундаментальну групу тора T 2, використо-
вуючи теорему Ван Кампена.

Для цього згадаємо, що тор є фактор-простором квадрата, iз ототожне-
ними сторонами.
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Щоб застосувати теорему Ван Кампена, необхiдно знайти вiдкритi мно-
жини, фундаментальнi групи яких ми знаємо, на якi ми розiб’ємо наш то-
пологiчний простiр. Вирiжемо з квадрата диск, це буде множина U . Нехай
усе iнше, iз невеликим зазором на U , назвемо V . Бачимо, що U стягуваний,
π1(U) = {1}, а π1(V ) = < a, b >, оскiльки V деформується на сторони
квадрата, якi в свою чергу формують букет iз двох кiл.

Тобто, V є нi чим iншим, як букетом двох кiл.
А перетин U ∩ V еквiвалентний до кола, тому його фундаментальна

група також буде iзоморфна Z, позначимо її як π1(U ∩ V ) = < c >. Маємо
комутативну дiаграму:

π1(U ∩ V ) = < c >
f //

g
��

π1(U) = {1}

π1(V ) = < a, b >

Iз якої отримуємо:
f(c) = 1.
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На даний момент ми маємо лише твiрнi елементи для π1 – це a i b. Щоб
дiзнатися вiдношення, необхiдно обрахувати g(c). Iз зображення бачимо,
що межа (рожевого кольору), яка представляє наш перетин U ∩ V , також
розтягується на сторони квадрата, отже, обхiд по сторонах i дасть нам
шукане вiдношення:

f(c) = aba−1b−1.

Отже, фундаментальна група тора така:

π1(T
2) = < a, b | aba−1b−1 = 1 > .

Цей приклад узагальнюється на тори з бiльшою кiлькiстю “дiрок”. Роз-
глянемо наступний приклад.

Приклад 4.8. Нехай X – поверхня роду g (грубо кажучи, тор iз g дiр-
ками, g-складений тор), де g = 2. Аналогiчно до попереднього прикладу,
вiн є восьмикутником iз попарно ототожненими орiєнтованими ребрами, як
показано на другому рисунку.

Щоб отримати фундаментальну групу цього тора iз многокутника, засто-
суємо теорему Ван Кампена, представивши X у виглядi об’єднання двох
вiдкритих множин U i V (третiй рисунок: зелена область – U , бiла область
– V , а салатова – їхнiй перетин). Аналогiчно до попереднього, U є стягува-
ним, тому π1(U) = {1}, а π1(V ) =< a, b, c, d >, оскiльки V може бути про-
деформована в сторони восьмикутника, якi в свою чергу формують букет
iз чотирьох кiл. Оскiльки цикл, що породжує π1(U ∩V ) є aba−1b−1dcd−1c−1,
то π1(X) є вiльною групою, породженою чотирма елементами a, b, c, d про-
факторизованою за нормальною пiдгрупою, породженою aba−1b−1dcd−1c−1.

Отже, узагальнення для поверхнi роду g звучить так: твiрнi елементи
для π1 – це a1, b1, a2, .., ag, bg, а вiдношення таке: a1b1a−11 b−11 ..agbga

−1
g b−1g = 1
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4.3 Фундаментальна група CW-комплекса

Означення 4.9. Довiльний n-вимiрний диск називається n-клiтиною.

Означення 4.10. Неперервне вiдображення називається склейкою (при-
єднанням), якщо воно формує фактор-простiр X ∪f Y = (X t Y )/∼.

Означення 4.11. CW-комплексом називається топологiчний простiр,
утворений iз менших просторiв шляхом iндуктивного процесу приєднання
клiтин за їхнiми сферичними границями.

Топологiя CW-комплекса є фактор-топологiєю, породженою вiдображе-
нням склейки.

Говорячи про гомотопiчнi властивостi топологiчних просторiв, не можна
обiйти увагою теорему Уайтхеда:

Теорема 4.12 (Уайтхед, 1949). Вiдображення мiж CW-комплексами
є гомотопiчною еквiвалентнiстю тодi й тiльки тодi, коли воно iндукує
iзоморфiзм мiж усiма фундаментальними групами.

Як наслiдок iз Теореми 4.6 наступна теорема, за допомогою якої ми
зможемо одержувати фундаментальнi групи CW-комплексiв будь-якої роз-
мiрностi.

Теорема 4.13. Якщо X – CW-комплекс, то π1(X) =< gk | ∂et = 1 >,
де gk – твiрний елемент k-ї 1-клiтини, а ∂et – границя t-ї 2-клiтини, що
визначається як петля в 1-кiстяку, яку ми можемо написати як слово
iз 1-клiтин.

Доведення. Нехай X1 – 1-кiстяк: X1 '
∨

1−cells
S1. Застосувавши Теорему 4.6,

ми бачимо, що букет iз двох кiл дає вiльну групу iз двома твiрними еле-
ментами (Z ∗Z). За iндукцiєю, π1(X1) = ∗

1−cells
Z, отже, ми маємо n твiрних

для n 1-клiтин вiдповiдно.

Якщо Y – деякий простiр, i Z отриманий iз Y шляхом приєднання
2-клiтини e, то як виглядатиме π1(Z)?

Нехай Z = U ∪ V , де U = Int(e), V = Y ∪ (e\{0}) i 0 є центром e. Легко
бачити, що U ∩V = Int(e)\{0} ' S1. U є сама по собi стягуваною, а V ' Y ,
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тому що всi точки e\{0} можуть бути ретрактнутi на Y . Отже, застосу-
вавши Теорему 4.6, ми отримуємо π1(Z) = π1(V ) ∗ π1(U) = π1(Y )∗

Z
{1}, бо

π1(V ∩ U) = Z, iз чого слiдує, що границя цiєї 2-клiтини e є стягуваною в
Z, отже, нове вiдношення об’єднання саме таке: ∂(e) = 1.

Якщо Z одержаний з Y шляхом приєднання n-клiтини (n > 2), то
Теорема 4.6 говорить, що π1(Z) = π1(Y ) ∗

Sn−1
{1}, i оскiльки сфера Sn−1 є

однозв’язною, нам не потрiбно бiльше вiдношень.

На наступному прикладi бачимо, що фундаментальна група тора обчи-
слюється швидше, якщо розглядати його як CW-комплекс.

Приклад 4.14. Тор є CW-комплексом (S1
∨
S1)∪D1, тому можемо об-

числити його фундаментальну групу iншим способом. Маємо для кожної
1-клiтини по елементу – твiрнi a i b, тепер залишились вiдношення. Їх ми
одержуємо, написавши границю єдиної 2-клiтини як слово з 1-клiтин так,
як диск був “приклеєний” до кiстяка: aba−1b−1.

Тому π1(T 2) = < a, b | aba−1b−1 = 1 >.

Приклад 4.15. Розглянемо простенький комплекс, утворений шляхом
приклеювання двох D2-дискiв до 1-кiстяка – двох трикутникiв зi спiльною
стороною:

За теоремою Ван Кампена, фундаментальна група такого простору буде
такою:

π1(X) = < a, b, c, d, e | abc = 1, bed = 1 > .
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Приклад 4.16. Тепер розглянемо складнiший простiр. Продемонструє-
мо приклеювання диска до 1-кiстяка:

1 2

3 4

За теоремою Ван Кампена, фундаментальна група такого простору буде
такою:

π1(X) = < a, b, c, d | adba−1b−1c = 1 > .
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5 Фундаментальнi групи скiнченних CW-комплексiв

5.1 Обчислення фундаментальної групи симплiцiаль-
ного комплекса

Розглянемо такий клас просторiв як симплiцiальнi комплекси.

Означення 5.1. Нехай k, n ∈ N, v0, .., vk ∈ Rn – лiнiйно незалежнi. Сим-
плексом ∆(v0, .., vk), натягнутим на v0, .., vk, називається опукла оболонка
точок v0, .., vk: ∆(v0, .., vk) = {x ∈ Rn | x =

∑k
i=0 aivi,

∑k
i=0 ai = 1, ai > 0}.

Число k називається розмiрнiстю симплекса, v0, .., vk – вершинами. Сим-
плекси, натягнутi на пiдмножину {v0, .., vk} називаються гранями симпле-
ксу ∆(v0, .., vk).

Означення 5.2. Симплiцiальний комплекс – це скiнченний набiр сим-
плексiв, у якому будь-якi два симплекси перетинаються по спiльнiй гранi
або не перетинаються взагалi.

Симплiцiальний комплекс завжди гомеоморфний деякому CW-комплексу,
тому ми вирiшили розглянути, як саме можна узагальнити й фiзично об-
числювати фундаментальнi групи таких просторiв. Нами було створено ал-
горитм, що дозволяє робити це для симплiцiальних комплексiв довiльної
скiнченної розмiрностi. Наведемо приклад застосування його для обчисле-
ння фундаментальної групи тривимiрного симплiцiального комплекса.

Нехай у нас є тривимiрний сиплiцiальний комплекс X, який водночас
є i CW-комплексом розмiрностi 3. У Теоремi 4.13 було показано, що фун-
даментальна група залежатиме лише вiд 1-кiстяка X1, що дасть нам твiр-
нi елементи, i вiд 2-кiстяка X2, що дасть нам вiдношення. Очевидно, що
X0 ⊆ X1 ⊆ X2 ⊂ X3, де Xk отриманий шляхом приєднання k-клiтин до
кiстяка Xk−1. Алгоритм починається з X, що по сутi є X3.
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Algorithm 1: Алгоритм отримання кiстякiв
Result: Знайдено 1-клiтини

1. Кладемо X0, X1, X2 порожнiми множинами, будемо їх заповнювати
далi;

2. Зауважимо, що X3 = X2 ∪ {σ31, σ32, .., σ3n3}, де σ
3
i – це 3-клiтина.

Нехай ∆3 – тетраедр в X, тодi ∆3 має належати деякiй 3-клiтинi σ3i .
Ми з’єднуємо всi тетраедри, що мають спiльну грань, в одну велику
3-клiтину, i робимо це, поки не вичерпаються всi тетраедри чи ця
3-клiтина не зможе бiльше розширитися. Тодi те, що ми отримали,
буде σ3i ;

3. Обираємо тетраедр iз X\σ3i i процедурою, описаною в попередньому
кроцi, одержуємо наступну 3-клiтину, i так далi, поки не
вичерпаються всi тетраедри. Те, що залишилося: X\{σ31, σ32, .., σ3n3}
буде 2-кiстяком X2;

4. Знаходження 2-клiтин i 1-кiстяка є дуже схожим. Для цього ми
обираємо трикутник ∆2 ∈ X2. Об’єднуючи трикутники за спiльними
сторонами, ми розширюємо ∆2 i знаходимо 2-клiтину. Пройшовшись
по всiх трикутниках, аналогiчно до тетраедрiв у попередньому
пунктi, маємо множину 2-клiтин {σ21, σ22, .., σ2n2}, пiсля вилучення
якої з X2 одержуємо 1-кiстяк X1;

5. Усi вершини графа X1, якi мають степiнь, вiдмiнний вiд 2,
формують 0-кiстяк X0;

6. Компоненти зв’язностi X1\X0 є 1-клiтинами.

Вищенаведенi кроки дозволяють отримувати з (k+ 1)-кiстяка k-кiстяк.
Тепер знайдемо твiрнi елементи нашої фундаментальної групи.

Для того, щоб одержати твiрнi π1(X), достатньо одержати твiрнi групи
π1(X

1). Для цього розглядатимемо 1-кiстяк X1 як граф G, де 0-клiтини –
це вершини, а 1-клiтини – ребра. Тодi генерувати π1(X1) будуть тi петлi,
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композицiї яких можуть утворити всi можливi петлi в G.
Algorithm 2: Алгоритм отримання твiрних елементiв
Result: Знайдено твiрнi 1-клiтини

1. Обчислюємо мiнiмальне кiстякове дерево T графа G;

2. Тепер ми маємо подiл множини ребер графа G на тi, що належать
T , i тi, що не належать T ; Позначимо елементи другої множини як
e¬T . Коли ми об’єднуємо ребро e¬Ti з T , у графi G утворюється
унiкальна петля γi;

3. Множина {γ1, γ2, .., γn}, де n – кiлькiсть ребер, що не належать T , є
множиною твiрних елементiв π1(X1), а отже, i π1(X).

Оскiльки границя кожної 2-клiтини є петлею в 1-кiстяковi, то вiдноше-
ння мають отримуватися шляхом конкатенацiї твiрних елементiв π1(C) у
деякi слова wi. Оскiльки межа довiльної 2-клiтини може бути стягнута в
точку в X, то вiдповiдне слово w має дорiвнювати нейтральному елементу
e. Тому вiдношення задаються рiвностями wi = e.
Algorithm 3: Алгоритм отримання вiдношень
Result: Знайдено вiдношення

1. Задаємо довiльну орiєнтацiю всiх ребер ei в G. Символом e−1i
позначатимемо зворотнiй напрям орiєнтацiї вiдповiдного ребра;

2. Задаємо довiльний напрям обходу межi кожної 2-клiтини i
записуємо цей обхiд у виглядi послiдовностi символiв, що означають
ребра з їхньою орiєнтацiєю;

3. Потiм ми виключаємо символ ei (чи e−1i ) iз послiдовностi, якщо ei є
ребром у кiстяковому деревi T ;

4. Тi символи, що залишилися пiсля попереднього пункту, однозначно
задають обходи в термiнах орiєнтованих ребер e¬Tj . Тепер,
пiдставивши замiсть кожного e¬Tj вiдповiдний твiрний елемент γj,
отримуємо всi вiдношення.
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Означення 5.3. Многовидом розмiрностi n називається топологiчний
простiр, кожна точка якого має окiл, гомотопiчно еквiвалентний до Rn.
Многовид називається триангульовним, якщо вiн є гомеоморфним до де-
якого симплiцiального комплексу.

Приклад 5.4. Будь-яка сфера Sn є многовидом розмiрностi n.

Надалi приймемо без доведення факт, що компоненти зв’язностi топо-
логiчного многовида є компонентами лiнiйної зв’язностi.

Означення 5.5. Триангуляцiєю многовида називають розбиття його на
симплекси. Для розмiрностей n > 3 назвемо це просторовою триангуляцi-
єю.

Оскiльки в роботi [17] було доведено, що всi многовиди розмiрностi n 6 4

можуть бути триангульованi, то цей алгоритм працюватиме для будь-якого
такого многовида, оскiльки триангульовнiсть i означає гомеоморфнiсть про-
стору деякому симлiцiальному комплексу.

43



5.2 Пiдхiд через дискретнi векторнi поля

Опишемо пiдхiд до обчислення в iнший спосiб фундаментальних груп
скiнченних регулярних CW-комплексiв. Для того, щоб його презентувати,
введемо наступнi означення.

Означення 5.6. CW-комплекс називається регулярним, якщо всi клi-
тини були приєднанi фактор-вiдображенням, що є гомеоморфiзмом межi
клiтини.

Означення 5.7. Дискретним векторним полем регулярного CW-комплекса
X називається набiр формальних стрiлок s→ t, де

1. s, t є клiтинами X, де dim(t) = dim(s) + 1 i s повнiстю мiститься в
межi t. Кажуть, що s i t задiянi в стрiлцi, де s є джерелом стрiлки,
а t – цiллю стрiлки.

2. Кожна клiтина задiяна не бiльш нiж в однiй стрiлцi.

Означення 5.8. Ланцюгом у дискретному векторному полi називається
послiдовнiсть ..., s1 → t1, s2 → t2, s3 → t3, ..., де si+1 мiститься в межi ti для
кожного i. Ланцюг називається циклом, якщо вiн має скiнченну довжину i
його джерелом є s1 (початкова стрiлка s1 → t1), що мiститься в межi цiлi
tn кiнцевої стрiлки sn → tn.

Означення 5.9. Дискретне векторне поле називається допустимим,
якщо воно не мiстить циклiв чи ланцюгiв, якi нескiнченно тягнуться вправо.
Ми зосередимось на скiнченних CW-комплексах, тому допустимим вважа-
тимемо поле, яке не мiстить циклiв. Ми говоримо, що допустиме дискретне
векторне поле є максимальним, якщо неможливо додати стрiлку, зберiга-
ючи допустимiсть. Кажуть, що клiтина в X є критичною, якщо вона не
задiяна в жоднiй стрiлцi.

Теорема 5.10 ( [10], [11], [22]). Якщо X – це регулярний CW-комплекс
з допустимим дискретним векторним полем, то iснує гомотопiчна еквi-
валентнiсть

X ' Y,

де Y – це CW-комплекс, чиї клiтини знаходяться у взаємно-однозначнiй
вiдповiдностi з критичними клiтинами X.
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Приклад 5.11. Розглянемо допустиме дискретне векторне поле зведе-
ного до регулярного CW-комплекса тора X. Воно має одну критичну 0-

Рис. 2

клiтину, двi критичнi 1-клiтини та одну критичну 2-клiтину. Ми можемо
отримати гомотопiчну еквiвалентнiсть h : X → Y , де Y – CW-комплекс
iз однiєю 0-клiтиною, двома 1-клiтинами та однiєю 2-клiтиною, як пока-
зано на рисунку 2 лiворуч. Для цього нехай Xn позначає n-кiстяк X; T n

позначає об’єднання Xn iз усiма (n + 1)-клiтинами, що є цiлями стрiлок
X; V n позначає об’єднання T n iз усiма критичними (n + 1)-клiтинами X.
Покладемо V 0 множиною всiх критичних 0-клiтин. Тодi маємо включення:

V n ⊂ Xn ⊂ T n ⊂ V n+1.

Простори T 0, V 1 та T 1 проiлюстрованi на рис. 3:

Рис. 3

CW-простiр Y будується рекурсивно: Y 0 складається з критичних 0-
клiтин, тобто, Y 0 = V 0, а далi припустимо, що ми сконструювали гомото-
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пiчну еквiвалентнiсть f : V n → Y n, де клiтини Y n знаходяться у взаємно-
однозначнiй вiдповiдностi з критичними k-клiтинами X для всiх k 6 n.

З того, як ми означили V n та T n, ми стверджуємо, що V n є деформа-
цiйним ретрактом T n. Щоб це зрозумiти, згадаємо, що оскiльки дискретне
векторне поле є допустимим, то має iснувати n-клiтина en в T n, що є дже-
релом початкової стрiлки en → en+1 деякого ланцюга векторного поля на
T n. Нехай T n1 ( T n позначає CW-комплекс, отриманий з T n шляхом вилу-
чення з нього en i en+1. Це породжує не що iнше, як елементарний колапс
T n ↘ T n1 i елементарне розтягнення T n1 ↗ T n, зокрема, T n1 є деформа-
цiйним ретрактом T n. Застосувавши таку ж процедуру для T n1 , отримуємо
ретракт T n2 ↪→ T n1 , де V n ⊂ T n2 . Повторюючи процедуру, отримуємо послi-
довнiсть деформацiйних ретрактiв:

V n ↗ T nk ↗ T nk−1 ↗ ...↗ T n1 ↗ T n,

що означає, що iснує вiдображення g : T n → V n, яке є гомотопiчною еквi-
валентнiстю.

Для кожної критичної (n + 1)-клiтини en+1 простору X iснує характе-
ристичне вiдображення Dn+1 → X, яка звужується до ϕ : Sn → Xn. Ком-
позицiя вiдображень

ϕ′ : Sn
ϕ−→ Xn ⊂ T n

g−→ V n f−→ Y n

може бути використана для того, щоб сформувати об’єднання Y n ∪ en+1

з клiтковою структурою, де ϕ′ продовжується до характеристичного вiд-
ображення для en+1. Таким чином ми приклеюємо критичнi (n+1)-клiтини
простору X до кiстяка Y n, отримуючи Y n+1. Конструкцiя Y n+1 виходить
така, що гомотопiчна еквiвалентнiсть f : V n → Y n продовжується до гомо-
топiчної еквiвалентностi f : V n+1 → Y n+1.

Нехай V та Y – CW-комплекси з кiстяками V n та Y n вiдповiдно. Для
n = dim(X) отримуємо шукану гомотопiчну еквiвалентнiсть

h : X = V n → Y.
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Ми пропонуємо алгоритм побудови максимального допустимого дискре-
тного векторного поля на скiнченному CW-комплексi. Для початку вводимо
частковий порядок на множинi всiх клiтин комплекса так, що кожна клiти-
на є бiльшою за клiтину меншої розмiрностi, i меншою за клiтини бiльшої
розмiрностi. Такий порядок мотивований тим, що ми прагнемо мати одну-
єдину критичну 0-клiтину в структурi дискретного векторного поля.

Algorithm 4: Побудова дискретного векторного поля на регуляр-
ному CW-комплексi
Result: Максимальне допустиме дискретне векторне поле на X.
Вводимо частковий порядок на клiтинах X довiльним чином;
Оголошуємо всi клiтини несуттєво критичними;
while є несуттєво критичнi клiтини do

while є пара несуттєво критичних клiтин s, t така, що
dim(t) = dim(s) + 1 i s належить границi t, i жодна iнша
клiтина розмiрностi dim(s) + 1 не мiстить s у своїй границi
do

Вибираємо таку пару (s, t), де s – мiнiмальний елемент
вiдносно введеного часткового порядку;

Додаємо стрiлку s→ t i оголошуємо клiтини s, t
некритичними;

end
if залишилися несуттєво критичнi клiтини then

Вибираємо мiнiмальну несуттєво критичну клiтину та
оголошуємо її суттєво критичною;

else
end

47



6 Висновки

У данiй квалiфiкацiйнiй роботi було зiбрано та описано основнi гомото-
пiчнi властивостi топологiчних просторiв, доведено базовi твердження 2.12,
2.17, 2.20, 2.21, 3.12, теореми 3.4, 3.16 (опис умов гомеоморфiзму мiж фактор-
просторами), 3.19, та леми 3.10, 3.11 та iншi результати параграфу 3.1, да-
но характеризацiю деяких типiв просторiв через вiдображення ретракцiї,
розглянуто простiр неперервних вiдображень мiж двома просторами та го-
мотопiю на ньому, доведено критерiй абелевостi фундаментальної групи
лiнiйно зв’язного простору, узагальнено результат обрахунку фундамен-
тальної групи g-складеного тора, наведено приклади обчислення фунда-
ментальних груп скiнченних CW-комплексiв, розглянуто пiдклас скiнчених
CW-комплексiв – скiнченнi симплiцiальнi комплекси, створено алгоритми
обчислення фундаментальної групи таких просторiв, а також регулярних
CW-комплексiв через допомiжну структуру – дискретне векторне поле i
проiлюстровано на прикладах.

Новизною роботи є доведення взаємозв’язкiв мiж рiзними типами про-
сторiв (3.10), отримання характеризацiй просторiв (3.33, 3.34, 3.36, 3.37) iз
поданням цих результатiв на одеську конференцiю 2021 року ([6]), опис пе-
ретину всiх околiв точки в C(X, Y ) (3.42), знайдено алгоритми обчислення
фундаментальних груп скiнченних симплiцiальних комплексiв (параграф
5.1) та запропоновано застосування структури дискретного векторного по-
ля для обрахунку фундаментальних груп скiнченних CW-комплексiв (па-
раграф 5.2).
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