
Мiнiстерство освiти i науки України
НАЦIОНАЛЬНИЙ УНIВЕРСИТЕТ «КИЄВО-МОГИЛЯНСЬКА

АКАДЕМIЯ»
Кафедра математики факультету iнформатики

Квалiфiкацiйна робота

Освiтнiй ступiнь – магiстр

На тему «ВДОСКОНАЛЕННЯ АЛГОРИТМУ
КАНТОРА-ЗАССЕНГАУЗА ДЛЯ ФАКТОРИЗАЦIЇ ПОЛIНОМIВ»

Виконав: студент 2-го року навчання
освiтньої програми «Прикладна математика»,
спецiальностi 113 Прикладна математика

Тiхонов Андрiй Миколайович

Керiвник: Малашонок Геннадiй Iванович
доктор фiз-мат наук, професор.

Квалiфiкацiйна робота захищена
з оцiнкою

Секретар ЕК

« » 2024 р.

Київ – 2025



Мiнiстерство освiти i науки України
НАЦIОНАЛЬНИЙ УНIВЕРСИТЕТ «КИЄВО-МОГИЛЯНСЬКА

АКАДЕМIЯ»
Кафедра мережних технологiй факультету iнформатики

ЗАТВЕРДЖУЮ

(пiдпис) 2024 р.

IНДИВIДУАЛЬНЕ ЗАВДАННЯ
на квалiфiкацiйну роботу

студенту 2 р.н. магiстерської програми Прикладна математика
Тiхонову Андрiю Миколайовичу

Розробити
Програмну реалiзацiю послiдовного та вдосконаленого (паралельного) алгоритму
Кантора-Зассенгауза для факторизацiї полiномiв

Змiст текстової частини квалiфiкацiйної роботи:

Дата видачi “ ” 2024 р.

Керiвник
Г.I. Малашонок, доктор фiз.-мат. наук, професор (пiдпис)

Завдання отримав (пiдпис)
А.М. Тiхонов



Тема: ВДОСКОНАЛЕННЯ АЛГОРИТМУ КАНТОРА-ЗАССЕНГАУЗА ДЛЯ
ФАКТОРИЗАЦIЇ ПОЛIНОМIВ

Календарний план виконання роботи:

№ п/п Назва етапу дипломної
роботи

Термiн виконання
етапу

Примiтка

1. Отримання завдання на ди-
пломну роботу

01.11.2024

2. Огляд технiчної лiтератури
за темою роботи

30.12.2024

3. Реалiзацiя послiдовного алго-
ритму Кантора-Зассенгауза

30.01.2025

4. Реалiзацiя паралельно-
го алгоритму Кантора-
Зассенгауза

30.03.2025

5. Тестування алгоритмiв 30.04.2025
6. Написання тез для конферен-

цiї
28.04.2025

7. Участь у XIII Всеукраїнськiй
науковiй конференцiї моло-
дих математикiв

09.05.2025

8. Написання текстової частини
роботи

25.05.2025

10. Попереднiй захист роботи 28.05.2025
11. Коригування роботи за ре-

зультатами попереднього за-
хисту

02.06.2025

12. Остаточне оформлення текс-
тової частини роботи та пре-
зентацiя

06.06.2025

13. Захист магiстерської роботи 13.06.2025

Тiхонов Андрiй Миколайович

Керiвник Малашонок Геннадiй Iванович « » 2025 р.



Змiст
Анотацiя 3

Вступ 4

1 РОЗДIЛ. ТЕОРЕТИЧНI ОСНОВИ ТА ОГЛЯД ПРЕДМЕТНОЇ
ОБЛАСТI 6
1.1 Алгебраїчнi структури та полiноми . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.1 Скiнченне поле (Galois Field, 𝐺𝐹 (𝑝𝑛)) та його властивостi . . 6
1.2 Задача факторизацiї полiномiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.1 Формальна постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.2 Поняття незвiдного полiнома . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.3 Унiкальнiсть факторизацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 РОЗДIЛ. АНАЛIЗ НАЯВНИХ АЛГОРИТМIВ ФАКТОРИЗА-
ЦIЇ ПОЛIНОМIВ 9
2.1 Класифiкацiя алгоритмiв факторизацiї . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 Детермiнiстичнi та ймовiрнiснi пiдходи: та ключовi вiдмiнностi 9
2.2 Алгоритм Берлекампа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2.1 Опис крокiв алгоритму . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2.2 Приклад роботи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2.3 Аналiз складностi алгоритму . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Алгоритм Кантора-Зассенгауза . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3.1 Опис крокiв алгоритму . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3.2 Приклад роботи алгоритму . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3.3 Ймовiрнiсний характер алгоритму . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.4 Аналiз складностi та порiвняння з алгоритмом Берлекампа . 15

3 РОЗРОБКА ПАРАЛЕЛЬНОЇ ВЕРСIЇ АЛГОРИТМУ КАНТОРА-
ЗАССЕНГАУЗА 17
3.1 Виявлення ресурсомiстких етапiв алгоритму . . . . . . . . . . . . . 17

3.1.1 Визначення незалежних задач, якi можна виконувати одно-
часно . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2 Пiдходи до паралельних обчислень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.1 Огляд моделей паралелiзму (Data Parallelism, Task Parallelism) 18
3.2.2 Опис стратегiї динамiчного балансування навантаження "work

stealing"та обґрунтування її вибору для даної задачi . . . . . 19
3.2.3 Недолiки та обмеження стратегiї work stealing . . . . . . . . 20

3.3 Проєктування паралельного алгоритму . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3.1 Опис модифiкованого алгоритму . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3.2 Схема взаємодiї мiж паралельними потоками/процесами . . 21
3.3.3 Псевдокод паралельного алгоритму . . . . . . . . . . . . . . 22



2

4 РОЗДIЛ 4. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ ТА АНА-
ЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ 25
4.1 Програмна реалiзацiя та середовище тестування . . . . . . . . . . . 25

4.1.1 Опис використаних технологiй . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.2 Аналiз отриманих результатiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.3 Загальнi результати та коефiцiєнт прискорення . . . . . . . . . . . . 28

Висновки 30

Додаток А 33

Додаток В. Лiстинг програмної реалiзацiї 35



3

Анотацiя
У роботi запропоновано метод прискорення алгоритму Кантора-Зассенгауза

для факторизацiї полiномiв над скiнченними полями. Розроблено паралельну мо-
дель алгоритму, що використовує стратегiю динамiчного балансування наванта-
ження «work stealing» для ефективної роботи на багатоядерних системах. Про-
грамна реалiзацiя та експериментальне порiвняння з послiдовною версiєю пiдтвер-
дили прискорення обчислень, що є актуальним для криптографiї та комп’ютерної
алгебри.

Ключовi слова: Факторизацiя полiномiв, скiнченне поле, поле Галуа, алго-
ритм Кантора-Зассенгауза, алгоритм Берлекампа, паралельнi обчислення, бага-
тоядернi системи, work stealing, обчислювальна складнiсть.

Anotation
The paper proposes a method for speeding up the Cantor-Sassenhaus algorithm for

factorizing polynomials over finite fields. A parallel model of the algorithm has been
developed that uses a dynamic load balancing strategy called “work stealing” for effi-
cient operation on multi-core systems. The software implementation and experimental
comparison with the sequential version confirmed the computational speedup, which
is relevant for cryptography and computer algebra.

Keywords: Factorization of polynomials, finite field, Galois field, Cantor-Zassenhaus
algorithm, Berlekamp algorithm, parallel computing, multicore systems, work stealing,
computational complexity.
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Вступ
Актуальнiсть теми. Факторизацiя полiномiв над скiнченними полями — це

центральна задача комп’ютерної алгебри. Її застосування охоплюють криптогра-
фiю з вiдкритим ключем, теорiю кодування для корекцiї помилок, зокрема в ко-
дах Боуза-Чоудхурi-Хоквiнгема та Рiда-Соломона, а також системи символьних
обчислень. Для розв’язання цiєї задачi iснують класичнi методи, серед яких ви-
дiляються алгоритми Берлекампа [1] та Кантора-Зассенгауза [2]. Продуктивнiсть
цих алгоритмiв, особливо в умовах паралельних обчислень на багатоядерних ар-
хiтектурах, є предметом активних дослiджень.

Алгоритм Кантора-Зассенгауза, представлений у 1981 роцi, є ймовiрнiсним ме-
тодом для знаходження незвiдних множникiв полiнома. Оскiльки зростання про-
дуктивностi одноядерних процесорiв уповiльнилося, фокус дослiджень змiстився
на паралелiзацiю обчислень для ефективного використання сучасних багатоядер-
них систем. Тому розробка паралельної версiї цього алгоритму є перспективним
напрямом для прискорення обчислень та повнiшого залучення ресурсiв теперiшнiх
комп’ютерних архiтектур.

Мета i задачi дослiдження. Метою даної дипломної роботи є пiдвищення
обчислювальної ефективностi алгоритму Кантора-Зассенгауза шляхом розробки
та аналiзу його паралельної моделi, орiєнтованої на багатоядернi системи з вико-
ристанням динамiчного балансування навантаження.

Для досягнення поставленої мети необхiдно вирiшити такi задачi :

1. Проаналiзувати теоретичнi основи задачi факторизацiї полiномiв над скiн-
ченними полями.

2. Дослiдити наявнi детермiнiстичнi та ймовiрнiснi алгоритми факторизацiї,
зокрема алгоритми Берлекампа та Кантора-Зассенгауза.

3. Визначити обчислювальну складнiсть за часом алгоритмiв.

4. Визначте етапи алгоритму Кантора-Зассенгауза, якi є ресурсомiсткими та
придатними для розпаралелювання.

5. Розробити паралельну модель алгоритму на основi стратегiї динамiчного
балансування навантаження "work stealing".

6. Здiйснити програмну реалiзацiю послiдовної та запропонованої паралельної
версiї алгоритму.

7. Експериментально дослiдити ефективнiсть запропонованого пiдходу, порiв-
нявши час виконання та показники прискорення для рiзних вхiдних даних.

Об’єкт i предмет дослiдження. Об’єктом дослiдження є процес факто-
ризацiї полiномiв над скiнченними полями. Предметом дослiдження є алгоритм
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Кантора-Зассенгауза, його обчислювальна складнiсть та методи його паралелiза-
цiї з використанням динамiчного балансування навантаження.

Наукова новизна отриманих результатiв. Наукова новизна роботи поля-
гає в тому, що вперше запропоновано та дослiджено модель паралельної реалiза-
цiї алгоритму Кантора-Зассенгауза, яка базується на стратегiї "work stealing"для
ефективного розподiлу незалежних задач мiж обчислювальними потоками. Отри-
мано експериментальнi данi щодо практичного прискорення та ефективностi па-
ралельної реалiзацiї порiвняно з послiдовною версiєю на сучасних багатоядерних
процесорах.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати роботи можуть
бути використанi для прискорення обчислень у прикладних задачах криптогра-
фiї та теорiї кодування. Розроблена програмна реалiзацiя може слугувати основою
для створення високоефективних модулiв у системах комп’ютерної алгебри (на-
приклад, SageMath, PARI/GP) або спецiалiзованих криптографiчних бiблiотеках.

Апробацiя результатiв роботи. Основнi положення та результати квалiфi-
кацiйної роботи пройшли апробацiю на XIII Всеукраїнськiй науковiй конференцiї
молодих математикiв (Київ, 2025), де були представленi у виглядi доповiдi. Ма-
терiали доповiдi опублiкованi у збiрнику тез конференцiї [3].

Структура роботи. Квалiфiкацiйна робота складається зi вступу, чотирьох
основних роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв.

• У першому роздiлi наведено теоретичнi вiдомостi, необхiднi для розумiння
роботи: розглянуто поняття полiнома, операцiї над ними, властивостi скiн-
ченних полiв та формально поставлено задачу факторизацiї.

• У другому роздiлi проведено огляд та аналiз iснуючих методiв факторизацiї.
Класифiковано пiдходи на детермiнiстичнi та iмовiрнiснi, а також детально
розглянуто алгоритми Берлекампа та Кантора-Зассенгауза, проаналiзовано
їхню обчислювальну складнiсть.

• У третьому роздiлi представлено основну авторську розробку — паралель-
ну версiю алгоритму Кантора-Зассенгауза. Проаналiзовано алгоритм на пре-
дмет можливостей паралелiзацiї, обґрунтовано вибiр стратегiї "work steali-
ng"та представлено псевдокод модифiкованого алгоритму.

• У четвертому роздiлi описано експериментальне дослiдження. Наведено
опис використаних технологiй (Rust, Rayon, Criterion), середовища тесту-
вання, представлено та проаналiзовано отриманi данi щодо продуктивностi
послiдовної та паралельної версiй.

• У висновках пiдсумовано основнi результати роботи, пiдтверджено дося-
гнення поставленої мети та окреслено можливi напрямки для подальших
дослiджень.
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1 РОЗДIЛ. ТЕОРЕТИЧНI ОСНОВИ ТА ОГЛЯД
ПРЕДМЕТНОЇ ОБЛАСТI

1.1 Алгебраїчнi структури та полiноми
Полiном (або многочлен) є одним з фундаментальних об’єктiв алгебри. Фор-

мально, полiном 𝐴(𝑥) однiєї змiнної 𝑥 над полем F — це вираз вигляду

𝐴(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0,

де коефiцiєнти 𝑎𝑖 належать полю F, а 𝑛 є невiд’ємним цiлим числом, що називає-
ться степенем полiнома (позначається як deg(𝐴)).

Над полiномами визначено арифметичнi операцiї, аналогiчнi операцiям над
цiлими числами:

• Додавання та вiднiмання: Цi операцiї виконуються поелементно шля-
хом додавання або вiднiмання коефiцiєнтiв при однакових степенях змiнної.
Якщо 𝐴(𝑥) =

∑︀
𝑎𝑖𝑥

𝑖 та 𝐵(𝑥) =
∑︀

𝑏𝑖𝑥
𝑖, то 𝐴(𝑥)±𝐵(𝑥) =

∑︀
(𝑎𝑖 ± 𝑏𝑖)𝑥

𝑖.

• Множення: Добутком двох полiномiв 𝐴(𝑥) та 𝐵(𝑥) є полiном 𝐶(𝑥) =
𝐴(𝑥) · 𝐵(𝑥), коефiцiєнти якого обчислюються за правилом згортки: 𝑐𝑘 =∑︀

𝑖+𝑗=𝑘 𝑎𝑖𝑏𝑗. Ступень вислiдного полiнома дорiвнює сумi степенiв множни-
кiв: deg(𝐶) = deg(𝐴) + deg(𝐵).

• Дiлення з остачею: Для будь-яких двох полiномiв 𝐴(𝑥) та 𝐵(𝑥) (де 𝐵(𝑥)
не є нульовим полiномом) iснують унiкальнi полiноми — частка 𝑄(𝑥) та оста-
ча 𝑅(𝑥) — такi, що виконується рiвнiсть 𝐴(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝐵(𝑥) +𝑅(𝑥), причому
степiнь остачi менший за степiнь дiльника: deg(𝑅) < deg(𝐵).

Цi операцiї перетворюють множину полiномiв F[𝑥] на комутативне кiльце, що
є основою для подальших дослiджень, зокрема для задачi факторизацiї [4].

1.1.1 Скiнченне поле (Galois Field, 𝐺𝐹 (𝑝𝑛)) та його властивостi

Скiнченне поле (або поле Галуа) — це множина елементiв, на якiй визначе-
но операцiї додавання, вiднiмання, множення та дiлення, що задовольняють стан-
дартним аксiомам поля, при цьому кiлькiсть елементiв у множинi є скiнченною.
Iснування та унiкальнiсть скiнченних полiв повнiстю описанi в теорiї Галуа [5].
Ключова властивiсть поля полягає в тому, що його порядок (кiлькiсть елементiв)
завжди має вигляд 𝑝𝑛, де 𝑝 — просте число (називається характеристикою поля),
а 𝑛 — додатне цiле число. Поле позначається як GF(𝑝𝑛) або F𝑝𝑛 [6].

Залежно вiд значення 𝑛, скiнченнi поля подiляються на два основнi типи:

1. Простi поля (GF(𝑝)): Коли 𝑛 = 1, поле складається з множини цiлих
чисел {0, 1, . . . , 𝑝 − 1}. Арифметика в такому полi виконується за модулем
𝑝. Наприклад, у полi GF(7) операцiя 5 + 4 дасть результат 9 (mod 7) = 2.
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2. Розширенi поля (GF(𝑝𝑛)): Коли 𝑛 > 1, елементи поля не можна пред-
ставити простими числами. Натомiсть їх розглядають як полiноми степеня
менше 𝑛 з коефiцiєнтами з поля GF(𝑝). Арифметичнi операцiї в GF(𝑝𝑛) є
полiномiальними i виконуються за модулем незвiдного полiнома 𝑚(𝑥) сте-
пеня 𝑛. Саме такi поля, особливо GF(2𝑚), є фундаментальними для крипто-
графiї та теорiї кодування, оскiльки вони дозволяють ефективно працювати
з блоками даних, наприклад, байтами в полi GF(28) [7].

Важливою властивiстю будь-якого скiнченного поля є iснування примiтив-
ного елемента 𝛼 — такого елемента, що всi ненульовi елементи поля можна
представити як його степенi: {𝛼0, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑝𝑛−2}. Це робить операцiю множення
та дiлення значно простiшою, зводячи її до додавання та вiднiмання показникiв
степеня [4].

1.2 Задача факторизацiї полiномiв
Факторизацiя полiномiв є однiєю з центральних задач в комп’ютернiй алгебрi.

Вона полягає в розкладаннi заданого полiнома на добуток простiших полiномiв,
якi неможливо розкласти далi. Цей процес є аналогом розкладання цiлих чисел на
простi множники i має вирiшальне значення для розв’язання рiвнянь та аналiзу
алгебраїчних структур.

1.2.1 Формальна постановка задачi

Нехай F — скiнченне поле, а 𝑓(𝑥) — полiном з кiльця полiномiв F[𝑥]. Задача фа-
кторизацiї полягає у знаходженнi всiх незвiдних полiномiв 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥), . . . , 𝑝𝑘(𝑥)
з F[𝑥] та цiлих додатних чисел 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘 таких, що виконується рiвнiсть:

𝑓(𝑥) = 𝑐 · 𝑝1(𝑥)𝑒1 · 𝑝2(𝑥)𝑒2 · · · · · 𝑝𝑘(𝑥)𝑒𝑘

де 𝑐 — константа з поля F. Метою є знайти цi незвiднi множники та їх кратностi.

1.2.2 Поняття незвiдного полiнома

Полiном 𝑝(𝑥) ∈ F[𝑥] називається незвiдним (або простим) над полем F, якщо
вiн є непостiйним (тобто, deg(𝑝) ≥ 1) i його неможливо представити у виглядi
добутку двох полiномiв 𝑔(𝑥) та ℎ(𝑥) з F[𝑥], степенi яких меншi за степiнь 𝑝(𝑥).

𝑝(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) =⇒ deg(𝑔) = 0 або deg(ℎ) = 0

Iншими словами, єдиними дiльниками незвiдного полiнома є константи та сам
полiном (з точнiстю до множення на константу). Незвiднi полiноми є базовими
"будiвельними блоками"для всiх iнших полiномiв, подiбно до того, як простi числа
є будiвельними блоками для цiлих чисел.
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1.2.3 Унiкальнiсть факторизацiї

Подiбно до основної теореми арифметики для цiлих чисел, для кiльця полi-
номiв над полем справедлива теорема про унiкальнiсть факторизацiї [5]. Вона
стверджує, що будь-який полiном 𝑓(𝑥) ∈ F[𝑥] може бути розкладений на добуток
незвiдних полiномiв, i цей розклад є унiкальним з точнiстю до порядку множникiв
та множення їх на константи з поля F. Ця фундаментальна властивiсть гарантує,
що результат, отриманий будь-яким коректним алгоритмом факторизацiї, буде
однаковим, що робить задачу чiтко визначеною.
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2 РОЗДIЛ. АНАЛIЗ НАЯВНИХ АЛГОРИТМIВ
ФАКТОРИЗАЦIЇ ПОЛIНОМIВ

2.1 Класифiкацiя алгоритмiв факторизацiї
2.1.1 Детермiнiстичнi та ймовiрнiснi пiдходи: та ключовi вiдмiнностi

Алгоритми для розв’язання задачi факторизацiї полiномiв, як i багатьох iнших
обчислювальних задач, можна класифiкувати за двома основними пiдходами: де-
термiнiстичним та ймовiрнiсним. Вибiр пiдходу визначає фундаментальнi хара-
ктеристики методу, зокрема гарантiю правильностi результату та його практичну
ефективнiсть.

Детермiнiстичнi алгоритми для заданого входу завжди виконують одна-
кову послiдовнiсть крокiв i повертають однаковий результат. Їхня поведiнка є
повнiстю передбачуваною.

• Переваги: Головною перевагою є гарантована коректнiсть. Алгоритм зав-
жди знайде правильну факторизацiю, якщо вона iснує.

• Недолiки: Часто такi алгоритми мають вищу обчислювальну складнiсть у
найгiршому випадку. На практицi вони можуть бути значно повiльнiшими
за ймовiрнiснi аналоги, особливо для полiномiв великих степенiв. Типовим
представником у задачi факторизацiї є алгоритм Берлекампа [1].

Ймовiрнiснi (або рандомiзованi) алгоритми використовують випадко-
вiсть на одному чи кiлькох етапах своєї роботи. Їхня поведiнка може вiдрiзнятися
при повторних запусках на однакових вхiдних даних. Такi алгоритми подiляються
на два типи [8]:

• Лас-Вегас (Las Vegas): Це алгоритми, якi завжди повертають коректний
результат, але час їхньої роботи є випадковою величиною. Iснує невелика
ймовiрнiсть, що алгоритм повiдомить про невдачу i не дасть вiдповiдi, але
вiн нiколи не поверне неправильний розклад. Саме до цього типу належить
алгоритм Кантора-Зассенгауза [2].

• Монте-Карло (Monte Carlo): Цi алгоритми завжди виконуються за про-
гнозований час, але з певною ймовiрнiстю можуть повернути неправильний
результат.

Переваги та недолiки ймовiрнiсного пiдходу

• Переваги: Вища середня продуктивнiсть. Завдяки використанню випадко-
вих виборiв, цi алгоритми часто уникають "складних"випадкiв, якi сповiль-
нюють детермiнованi методи. На практицi вони є швидшими для бiльшостi
вхiдних даних.
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• Недолiки: Вiдсутнiсть гарантiї отримання результату за один запуск (для
алгоритмiв типу Лас-Вегас). Для досягнення високої надiйностi може знадо-
битися кiлька перезапускiв у разi невдачi, хоча ймовiрнiсть невдачi зазвичай
є дуже низькою.

Таким чином, вибiр мiж детермiнiстичним та ймовiрнiсним пiдходом є компро-
мiсом мiж гарантiєю отримання результату та практичною швидкiстю обчислень.

2.2 Алгоритм Берлекампа
Алгоритм Берлекампа, запропонований Елвiном Берлекампом у 1967 роцi [1],

є класичним детермiнiстичним методом для факторизацiї полiномiв над скiнчен-
ними полями [9]. Основна iдея алгоритму полягає у зведеннi задачi факторизацiї
до розв’язання системи лiнiйних рiвнянь над базовим полем F𝑞.

2.2.1 Опис крокiв алгоритму

Нехай 𝑓(𝑥) — полiном степеня 𝑛 з коефiцiєнтами з поля F𝑞, який необхiдно
факторизувати.

Крок 1: Перевiрка на вiдсутнiсть кратних множникiв. Перш за все, не-
обхiдно переконатися, що 𝑓(𝑥) не має кратних множникiв. Це робиться шляхом
обчислення найбiльшого спiльного дiльника (НСД) полiнома та його формальної
похiдної 𝑓 ′(𝑥).

𝑑(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑓 ′(𝑥))

Якщо 𝑑(𝑥) = 1, полiном не має кратних множникiв. Якщо 𝑑(𝑥) ̸= 1, то 𝑑(𝑥) є
нетривiальним дiльником 𝑓(𝑥), i ми можемо продовжити факторизацiю для 𝑑(𝑥)
та 𝑓(𝑥)/𝑑(𝑥) окремо. Надалi вважаємо, що 𝑓(𝑥) вже пройшов цю перевiрку.

Крок 2: Побудова матрицi Берлекампа. Алгоритм базується на властиво-
стях так званої алгебри Берлекампа — множини полiномiв 𝑣(𝑥) степеня менше 𝑛,
що задовольняють конгруенцiю:

𝑣(𝑥)𝑞 ≡ 𝑣(𝑥) (mod 𝑓(𝑥))

Ця умова є лiнiйною над полем F𝑞. Для її розв’язання будується 𝑛 × 𝑛 матриця
𝑄 з елементами з F𝑞, яка описує оператор зведення до степеня 𝑞. Стовпцi матрицi
𝑄 — це коефiцiєнти полiномiв 𝑥𝑖𝑞 (mod 𝑓(𝑥)) для 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1. Тодi задача
зводиться до знаходження векторiв 𝑣, що є розв’язками системи:

𝑣 ·𝑄 = 𝑣 ⇐⇒ 𝑣 · (𝑄− 𝐼) = 0

де 𝐼 — одинична матриця. Iншими словами, необхiдно знайти базис нуль-простору
матрицi (𝑄− 𝐼)𝑇 .
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Крок 3: Знаходження базису. За допомогою методу Гаусса знаходиться ба-
зис нуль-простору {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘}. Кiлькiсть векторiв у базисi, 𝑘, дорiвнює кiль-
костi незвiдних множникiв полiнома 𝑓(𝑥). Перший базисний вектор завжди вiд-
повiдає полiному 𝑣1(𝑥) = 1. Якщо 𝑘 = 1, то полiном 𝑓(𝑥) є незвiдним, i алгоритм
завершується.

Крок 4: Видобування множникiв. Якщо 𝑘 > 1, то для будь-якого базисного
полiнома 𝑣𝑖(𝑥) (де 𝑖 > 1) та для кожного елемента 𝑠 ∈ F𝑞 вираз gcd(𝑓(𝑥), 𝑣𝑖(𝑥)−𝑠)
може бути нетривiальним дiльником 𝑓(𝑥). Це випливає з тотожностi:

𝑣(𝑥)𝑞 − 𝑣(𝑥) =
∏︁
𝑠∈F𝑞

(𝑣(𝑥)− 𝑠)

Перебираючи 𝑠 ∈ F𝑞 для одного з базисних полiномiв 𝑣𝑖(𝑥), ми знаходимо дiльники
𝑓(𝑥). Процес повторюється рекурсивно для знайдених дiльникiв, доки не буде
знайдено всi 𝑘 незвiдних множникiв.

2.2.2 Приклад роботи

Розглянемо факторизацiю полiнома 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 1 над полем F2.

1. Перевiрка: 𝑓 ′(𝑥) = 4𝑥3+3𝑥2+2𝑥 ≡ 𝑥2 (mod 2). gcd(𝑓(𝑥), 𝑥2) = 1. Кратних
множникiв немає.

2. Матриця Q: Для F2 (𝑞 = 2) та 𝑛 = 4 необхiдно обчислити 𝑥2𝑖 (mod 𝑓(𝑥)):

• 𝑥0 ≡ 1

• 𝑥2 ≡ 𝑥2

• 𝑥4 ≡ 𝑥3 + 𝑥2 + 1

• 𝑥6 = 𝑥2 · 𝑥4 ≡ 𝑥2(𝑥3 + 𝑥2 + 1) ≡ 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥2 ≡ 𝑥(𝑥3 + 𝑥2 + 1) + (𝑥3 +
𝑥2 + 1) + 𝑥2 ≡ 𝑥4 ≡ 𝑥3 + 𝑥2 + 1

Матриця (𝑄− 𝐼)𝑇 матиме вигляд:

(𝑄− 𝐼)𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

⎞⎟⎟⎠
3. Базис: Розв’язуючи систему, знаходимо базис нуль-простору. Вiн складає-

ться з двох векторiв: 𝑣1 = (1, 0, 0, 0) та 𝑣2 = (0, 1, 1, 0). Це вiдповiдає полiно-
мам 𝑣1(𝑥) = 1 та 𝑣2(𝑥) = 𝑥+ 𝑥2. Кiлькiсть факторiв 𝑘 = 2.

4. Множники: Використовуємо 𝑣2(𝑥) = 𝑥2+ 𝑥. В полi F2 елементи 𝑠 ∈ {0, 1}.

• 𝑠 = 0: gcd(𝑓(𝑥), 𝑣2(𝑥)) = gcd(𝑥4+𝑥3+𝑥2+1, 𝑥2+𝑥). Обчислення дають
𝑥+ 1.
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• 𝑠 = 1: gcd(𝑓(𝑥), 𝑣2(𝑥)+1) = gcd(𝑥4+𝑥3+𝑥2+1, 𝑥2+𝑥+1). Обчислення
дають 𝑥3 + 𝑥+ 1.

Таким чином, розклад полiнома: 𝑓(𝑥) = (𝑥+ 1)(𝑥3 + 𝑥+ 1).

2.2.3 Аналiз складностi алгоритму

Обчислювальна складнiсть алгоритму Берлекампа визначається вартiстю його
основних етапiв:

1. Побудова матрицi Q: Потребує 𝑂(𝑛) множень полiномiв степеня 𝑛 та 𝑛
операцiй пiднесення до степеня 𝑞. Використовуючи метод бiнарного пiднесе-
ння, цей крок має складнiсть 𝑂(𝑛2+𝜖 log 𝑞 + 𝑛2 log 𝑞). У спрощеному виглядi
— 𝑂(𝑛3 log 𝑞).

2. Знаходження базису нуль-простору: Розв’язання системи лiнiйних рiв-
нянь методом Гаусса має складнiсть 𝑂(𝑛3) операцiй над полем F𝑞.

3. Видобування множникiв: У найгiршому випадку необхiдно обчислити
𝑂(𝑘𝑞) НСД полiномiв. Складнiсть цього етапу становить 𝑂(𝑘𝑞𝑛2) [9].

Таким чином, загальна обчислювальна складнiсть алгоритму Берлекампа ста-
новить 𝑂(𝑛3 log 𝑞 + 𝑘𝑞𝑛2) арифметичних операцiй у полi F𝑞.

Аналiз цiєї формули показує, що при фiксованому степенi полiнома 𝑛 скла-
днiсть перших двох етапiв (побудова матрицi та знаходження базису) є цiлком
прийнятною. Однак доданок 𝑂(𝑘𝑞𝑛2), що вiдповiдає за видобування множникiв,
зростає лiнiйно з ростом порядку поля 𝑞. Ця лiнiйна залежнiсть робить алгоритм
непрактичним для полiв з великою характеристикою, якi часто використовуються
в сучаснiй криптографiї. Для таких полiв, де 𝑞 може бути великим простим чи-
слом, етап перебору всiх елементiв 𝑠 ∈ F𝑞 стає обчислювальним "вузьким мiсцем".

Саме цей недолiк стимулював розробку iмовiрнiсних алгоритмiв, таких як ал-
горитм Кантора-Зассенгауза, якi дозволяють уникнути прямої залежностi вiд 𝑞 i
є значно ефективнiшими для великих полiв.

2.3 Алгоритм Кантора-Зассенгауза
Алгоритм Кантора-Зассенгауза, запропонований у 1981 роцi [1], є iмовiрнiсним

методом факторизацiї полiномiв над скiнченними полями. Вiн був розроблений як
ефективна альтернатива алгоритму Берлекампа, особливо для полiв F𝑞 з великою
характеристикою 𝑞. На вiдмiну вiд методу Берлекампа, що базується на лiнiйнiй
алгебрi, цей алгоритм використовує властивостi степенiв та коренiв елементiв у
скiнченних полях.

2.3.1 Опис крокiв алгоритму

Як i в попередньому методi, на вхiд подається полiном 𝑓(𝑥) степеня 𝑛, що не
має кратних множникiв. Алгоритм складається з двох основних етапiв.
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Етап 1: Факторизацiя за степенями (Distinct-Degree Factorization, DDF).
Метою цього етапу є розкладання полiнома 𝑓(𝑥) на добуток полiномiв 𝑔𝑑(𝑥), кожен
з яких мiстить усi незвiднi множники 𝑓(𝑥) однакового степеня 𝑑. Етап базується
на властивостi, що полiном 𝑥𝑞

𝑑 − 𝑥 є добутком усiх незвiдних полiномiв над F𝑞,
степiнь яких дiлиться на 𝑑.

1. Iнiцiалiзуємо ℎ(𝑥) := 𝑥 та 𝑓 *(𝑥) := 𝑓(𝑥).

2. Для 𝑑 вiд 1 до 𝑛:

(а) Обчислюємо ℎ(𝑥) := ℎ(𝑥)𝑞 (mod 𝑓(𝑥)).

(б) Знаходимо 𝑔𝑑(𝑥) = gcd(𝑓 *(𝑥), ℎ(𝑥)− 𝑥).

(в) Якщо 𝑔𝑑(𝑥) ̸= 1, ми знайшли добуток усiх множникiв степеня 𝑑. Зберi-
гаємо 𝑔𝑑(𝑥) та оновлюємо 𝑓 *(𝑥) := 𝑓 *(𝑥)/𝑔𝑑(𝑥).

Пiсля цього етапу початковий полiном 𝑓(𝑥) представлений у виглядi добутку
𝑓(𝑥) =

∏︀
𝑑 𝑔𝑑(𝑥).

Етап 2: Факторизацiя за однаковими степенями (Equal-Degree Factori-
zation, EDF). На цьому етапi кожен отриманий полiном 𝑔𝑑(𝑥), що є добутком
кiлькох незвiдних множникiв однакового степеня 𝑑, розкладається далi. Це iмо-
вiрнiсна частина алгоритму. Розглянемо випадок для полiв з непарною характе-
ристикою 𝑞.

1. Вибираємо випадковий полiном 𝑎(𝑥) степеня менше 2𝑑.

2. Обчислюємо 𝑏(𝑥) = 𝑎(𝑥)(𝑞
𝑑−1)/2 − 1 (mod 𝑔𝑑(𝑥)).

3. Знаходимо дiльник ℎ(𝑥) = gcd(𝑔𝑑(𝑥), 𝑏(𝑥)).

З високою ймовiрнiстю ℎ(𝑥) буде нетривiальним дiльником 𝑔𝑑(𝑥). Якщо нi
(тобто ℎ(𝑥) = 1 або ℎ(𝑥) = 𝑔𝑑(𝑥)), крок повторюється з iншим випадковим по-
лiномом 𝑎(𝑥). Процес продовжується рекурсивно, доки всi множники не стануть
незвiдними. Для полiв характеристики 2 (𝑞 = 2𝑚) використовується аналогiчний
пiдхiд, але на основi властивостей оператора слiду (Trace).

2.3.2 Приклад роботи алгоритму

Щоб продемонструвати роботу обох етапiв алгоритму, розглянемо факториза-
цiю бiльш складного полiнома 𝑓(𝑥) = 𝑥5+2𝑥4+𝑥3+𝑥2+2 над скiнченним полем
F3.

Етап 0: Перевiрка на кратнi множники. Перевiрка показує, що gcd(𝑓(𝑥), 𝑓 ′(𝑥)) =
1, отже, полiном не має кратних множникiв, i ми можемо продовжувати.
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Етап 1: Факторизацiя за степенями (DDF). Метою є згрупувати незвiднi
множники за їхнiм степенем.

• Iтерацiя для 𝑑 = 1 (лiнiйнi множники): Обчислюємо:

𝑔1(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑥3 − 𝑥)

. Розрахунки за алгоритмом Евклiда показують:

𝑔1(𝑥) = 𝑥+ 1

Ми знайшли добуток усiх лiнiйних множникiв. У нашому випадку вiн один.
Оновлюємо полiном, що залишився для факторизацiї:

𝑓 *(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔1(𝑥)
=

𝑥5 + 2𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 2

𝑥+ 1
= 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2

• Iтерацiя для 𝑑 = 2 (квадратичнi множники): Тепер працюємо з 𝑓 *(𝑥) =
𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2. Шукаємо добуток незвiдних множникiв степеня 2.

𝑔2(𝑥) = gcd(𝑓 *(𝑥), 𝑥3
2 − 𝑥) = gcd(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2, 𝑥9 − 𝑥)

Оскiльки 𝑓 *(𝑥) є добутком двох незвiдних квадратичних полiномiв, вiн пов-
нiстю дiлить 𝑥9 − 𝑥. Отже:

𝑔2(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2

Iнших множникiв у 𝑓(𝑥) не залишилося, тому етап DDF завершено.

Пiсля першого етапу ми отримали розклад 𝑓(𝑥) на добуток двох полiномiв: 𝑓(𝑥) =
𝑔1(𝑥) · 𝑔2(𝑥) = (𝑥+ 1) · (𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2).

Етап 2: Факторизацiя за однаковими степенями (EDF). Тепер необхiдно
розкласти кожен з отриманих 𝑔𝑑(𝑥), якщо це можливо.

• Обробка 𝑔1(𝑥) = 𝑥+ 1: Полiном має степiнь 1, отже, є незвiдним.

• Обробка 𝑔2(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 2: Це полiном, що є добутком незвiдних
множникiв степеня 𝑑 = 2.
Виберемо випадковий полiном, наприклад 𝑎(𝑥) = 𝑥. Обчислимо

𝑏(𝑥) = 𝑎(𝑥)(3
2−1)/2 − 1 (mod 𝑔2(𝑥))

:
𝑏(𝑥) = 𝑥4 − 1 (mod 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2)

Використовуючи дiлення полiномiв, знаходимо остачу: 𝑥4 ≡ −𝑥3 − 𝑥 − 2
(mod 𝑔2(𝑥)). В полi F3 це еквiвалентно 2𝑥3 + 2𝑥+ 1.

𝑏(𝑥) = (2𝑥3 + 2𝑥+ 1)− 1 = 2𝑥3 + 2𝑥 = 2𝑥(𝑥2 + 1)
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Тепер знайдемо НСД, щоб отримати дiльник 𝑔2(𝑥):

ℎ(𝑥) = gcd(𝑔2(𝑥), 𝑏(𝑥)) = gcd(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2, 2𝑥(𝑥2 + 1))

Обчислення показують, що НСД дорiвнює 𝑥2 + 1. Ми успiшно знайшли не-
тривiальний дiльник:

ℎ1(𝑥) = 𝑥2 + 1

Другий дiльник знаходимо дiленням:

ℎ2(𝑥) =
𝑔2(𝑥)

ℎ1(𝑥)
=

𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥+ 2

𝑥2 + 1
= 𝑥2 + 𝑥+ 2

Обидва полiноми, 𝑥2 + 1 та 𝑥2 + 𝑥+ 2, є незвiдними над F3.

Результат. Зiбравши всi знайденi незвiднi множники, отримуємо фiнальну фа-
кторизацiю:

𝑥5 + 2𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 2 = (𝑥+ 1)(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 𝑥+ 2)

Цей приклад наочно показує, як етап DDF групує множники за степенями, а етап
EDF ефективно розкладає цi групи на кiнцевi незвiднi множники.

2.3.3 Ймовiрнiсний характер алгоритму

Випадковiсть в алгоритмi Кантора-Зассенгауза проявляється виключно на ета-
пi EDF при виборi полiнома 𝑎(𝑥). Цей алгоритм належить до класу Лас-Вегас
(Las Vegas). Це означає, що:

• Вiн завжди повертає коректний результат. Алгоритм нiколи не видасть
неправильну факторизацiю.

• Час виконання є випадковою величиною. Iснує невелика ймовiрнiсть,
що обраний полiном 𝑎(𝑥) виявиться "невдалим"i не допоможе розкласти
𝑔𝑑(𝑥).

Ймовiрнiсть того, що випадково обраний 𝑎(𝑥) дасть нетривiальний дiльник (за
умови, що 𝑔𝑑(𝑥) має принаймнi два множники), становить приблизно 1/2. Це га-
рантує, що в середньому для знаходження одного дiльника потрiбно лише кiлька
спроб, що робить алгоритм дуже ефективним на практицi.

2.3.4 Аналiз складностi та порiвняння з алгоритмом Берлекампа

Загальна обчислювальна складнiсть алгоритму Кантора-Зассенгауза є полiно-
мiальною вiд степеня полiнома 𝑛 та, що найважливiше, вiд логарифма розмiру
поля log 𝑞. Спрощено її можна оцiнити як 𝑂(𝑛3(log 𝑞)2) [2] [10].
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Порiвняння алгоритмiв:

• Тип алгоритму: Берлекамп — детермiнiстичний, Кантор-Зассенгауз —
iмовiрнiсний (Лас-Вегас).

• Залежнiсть вiд 𝑞: Це ключова вiдмiннiсть. Складнiсть алгоритму Берле-
кампа (𝑂(𝑛2𝑞)) є лiнiйною вiд 𝑞, що робить його повiльним для великих
полiв. Складнiсть алгоритму Кантора-Зассенгауза є полiномiальною вiд
log 𝑞, що робить його значно швидшим для великих 𝑞.

• Сфера застосування: Для великих полiв, що використовуються в крипто-
графiї, алгоритм Кантора-Зассенгауза є стандартом де-факто завдяки своїй
ефективностi.

Однак для полiв малого порядку (наприклад, F2,F3,F5) та для полiномiв
невисокого степеня алгоритм Берлекампа часто виявляється швидшим на
практицi. Це пояснюється тим, що його детермiнована природа, заснова-
на на лiнiйнiй алгебрi, не несе додаткових накладних витрат, притаманних
iмовiрнiсному пiдходу. Алгоритм Кантора-Зассенгауза витрачає час на ге-
нерацiю випадкових полiномiв та виконання iмовiрнiсних перевiрок, i для
простих задач цi накладнi витрати можуть перевищувати час, який алго-
ритм Берлекампа витрачає на пряме розв’язання системи рiвнянь.

Таким чином, алгоритм Кантора-Зассенгауза розв’язує головну проблему ме-
тоду Берлекампа, пропонуючи ефективний шлях факторизацiї полiномiв у най-
важливiших для практики випадках.
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3 РОЗРОБКА ПАРАЛЕЛЬНОЇ ВЕРСIЇ АЛГО-
РИТМУ КАНТОРА-ЗАССЕНГАУЗА

Попереднiй роздiл показав, що алгоритм Кантора-Зассенгауза є високоефе-
ктивним методом для факторизацiї полiномiв над великими скiнченними полями.
Однак зростання обчислювальних потреб вимагає подальшого пiдвищення його
продуктивностi. Цей роздiл присвячено основному завданню даної роботи: розроб-
цi та аналiзу паралельної версiї алгоритму, орiєнтованої на сучаснi багатоядернi
процесорнi архiтектури. Спочатку буде проведено аналiз алгоритму з метою вияв-
лення етапiв, придатних для паралелiзацiї, пiсля чого буде запропоновано модель
паралельних обчислень.

3.1 Виявлення ресурсомiстких етапiв алгоритму
Першим кроком до оптимiзацiї будь-якого алгоритму є аналiз його обчислю-

вальної складностi для виявлення "вузьких мiсць— операцiй, що споживають ле-
вову частку процесорного часу. В алгоритмi Кантора-Зассенгауза основними бу-
дiвельними блоками є операцiї полiномiальної арифметики в скiнченному полi F𝑞:
множення, обчислення НСД та, найголовнiше, модульне пiднесення до степеня.

Розглянемо два основнi етапи алгоритму з точки зору їх ресурсомiсткостi:

• Етап факторизацiї за степенями (DDF): Головний цикл цього етапу
є послiдовним, оскiльки кожна iтерацiя залежить вiд результату попере-
дньої (через оновлення полiнома 𝑓 *(𝑥)). Найбiльш ресурсомiсткою операцi-
єю всерединi циклу є модульне пiднесення до степеня ℎ(𝑥) := ℎ(𝑥)𝑞

(mod 𝑓(𝑥)), яке виконується 𝑂(𝑛) разiв. При великих 𝑛 та 𝑞 цей крок домi-
нує в часi виконання етапу DDF.

• Етап факторизацiї за однаковими степенями (EDF): Цей етап за-
стосовується до кожного полiнома 𝑔𝑑(𝑥), отриманого на попередньому кро-
цi. Всерединi процедури EDF найдорожчою операцiєю також є модульне
пiднесення до степеня 𝑎(𝑥)(𝑞

𝑑−1)/2 (mod 𝑔𝑑(𝑥)). Оскiльки ця процедура
є рекурсивною та iмовiрнiсною, вона може виконуватися багато разiв для
рiзних дiльникiв.

Отже, основнi обчислювальнi витрати припадають на операцiї модульного пiд-
несення до степеня та обчислення НСД, якi виконуються в рамках етапiв DDF та
EDF.

3.1.1 Визначення незалежних задач, якi можна виконувати одночасно

Аналiз структури алгоритму Кантора-Зассенгауза дозволяє видiлити декiль-
ка рiвнiв потенцiйного паралелiзму, де обчислення можна виконувати незалежно
одне вiд одного.
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1. Паралелiзм на рiвнi факторизацiї за степенями (грубозернистий).
Пiсля завершення етапу DDF початковий полiном 𝑓(𝑥) розкладається на добуток
полiномiв 𝑓(𝑥) = 𝑔𝑑1(𝑥) · 𝑔𝑑2(𝑥) · · · · · 𝑔𝑑𝑚(𝑥), де кожен 𝑔𝑑𝑖(𝑥) є добутком незвiдних
множникiв однакового степеня 𝑑𝑖. Подальша факторизацiя кожного з полi-
номiв 𝑔𝑑𝑖(𝑥) є повнiстю незалежною задачею. Наприклад, якщо ми отримали
розклад 𝑓(𝑥) = 𝑔2(𝑥) · 𝑔5(𝑥), то можна одночасно на двох рiзних ядрах процесо-
ра запустити процедуру EDF для 𝑔2(𝑥) та для 𝑔5(𝑥). Це є першим та найбiльш
очевидним джерелом паралелiзму.

2. Паралелiзм на рiвнi рекурсивного розщеплення (дрiбнозернистий).
На етапi EDF, коли ми намагаємося розкласти деякий полiном 𝑃 (𝑥) i знаходимо
його нетривiальний дiльник ℎ1(𝑥), ми отримуємо два новi, меншi полiноми для
подальшої факторизацiї: ℎ1(𝑥) та ℎ2(𝑥) = 𝑃 (𝑥)/ℎ1(𝑥). Факторизацiя ℎ1(𝑥) та
ℎ2(𝑥) є двома новими незалежними задачами. Цей процес створює деревопо-
дiбну структуру залежностей, де на кожному рiвнi кiлькiсть незалежних завдань
може подвоюватися. Це динамiчне джерело паралелiзму iдеально пiдходить для
реалiзацiї за допомогою моделей динамiчного балансування навантаження.

3. Паралелiзм на рiвнi даних (не розглядається в данiй роботi). Варто
зазначити, що самi операцiї полiномiальної арифметики (множення, НСД) та-
кож можна розпаралелювати, використовуючи такi алгоритми, як перетворення
Фур’є. Однак такий пiдхiд є значно складнiшим в реалiзацiї. В данiй роботi основ-
на увага придiляється паралелiзму на рiвнi задач (пункти 1 i 2), оскiльки вiн є
бiльш високорiвневим i дозволяє досягти значного прискорення з меншими на-
кладними витратами.

3.2 Пiдходи до паралельних обчислень
Пiсля iдентифiкацiї незалежних обчислювальних задач в алгоритмi Кантора-

Зассенгауза наступним кроком є вибiр вiдповiдної моделi паралелiзму та стратегiї
її реалiзацiї. Правильний вибiр дозволяє максимально ефективно використати ре-
сурси багатоядерного процесора, мiнiмiзувавши при цьому накладнi витрати на
синхронiзацiю та керування потоками.

3.2.1 Огляд моделей паралелiзму (Data Parallelism, Task Parallelism)

У галузi паралельних обчислень традицiйно видiляють двi основнi моделi:

• Паралелiзм даних (Data Parallelism): Ця модель передбачає виконання
однакової операцiї одночасно над рiзними елементами великого набору да-
них. Класичним прикладом є обробка зображень, де один i той самий фiльтр
застосовується паралельно до рiзних частин зображення. Ця модель ефе-
ктивна, коли обчислення є регулярними та однорiдними. В контекстi нашої
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задачi, паралелiзм даних мiг би застосовуватися на низькому рiвнi, напри-
клад, при реалiзацiї операцiї множення полiномiв, однак вiн не вiдображає
загальної структури алгоритму факторизацiї.

• Паралелiзм задач (Task Parallelism): Ця модель фокусується на одно-
часному виконаннi рiзних незалежних завдань. Завдання можуть бути як
однотипними, так i абсолютно рiзними. Цей пiдхiд є бiльш гнучким i краще
пiдходить для алгоритмiв з нерегулярною структурою. Можливостi парале-
лiзму, виявленi в алгоритмi Кантора-Зассенгауза (одночасна факторизацiя
рiзних полiномiв 𝑔𝑑(𝑥) та рекурсивне розщеплення дiльникiв), є яскравими
прикладами саме паралелiзму задач.

Зважаючи на структуру нашого алгоритму, модель паралелiзму задач є найбiльш
природним та ефективним вибором.

3.2.2 Опис стратегiї динамiчного балансування навантаження "work
stealing"та обґрунтування її вибору для даної задачi

При реалiзацiї паралелiзму задач однiєю з ключових проблем є ефективне
балансування навантаження (load balancing) — розподiл роботи мiж обчи-
слювальними потоками таким чином, щоб уникнути простою процесорних ядер.
Для задач з непередбачуваним часом виконання та динамiчним створенням пiдза-
дач, як у нашому випадку, статичне планування є неефективним. Тому перевага
надається методам динамiчного балансування.

Однiєю з найефективнiших та найпопулярнiших стратегiй динамiчного балан-
сування є "викрадення роботи"(work stealing). Її суть полягає в наступному:

1. Кожен потiк (або ядро процесора) має власну локальну чергу завдань (за-
звичай, двосторонню чергу, або дек).

2. Потiк переважно працює iз завданнями з власної черги. Це забезпечує ви-
соку локальнiсть даних та мiнiмiзує конфлiкти доступу.

3. Коли локальна черга потоку стає порожньою, вiн не простоює, а стає "злодi-
єм"(thief) i намагається "вкрасти"завдання з черги iншого, "багатшого"потоку-
"жертви"(victim).

4. Важливо, що потiк додає i забирає завдання з одного кiнця своєї черги (на-
приклад, з голови), а злодiї крадуть завдання з iншого кiнця (наприклад,
з хвоста). Це зменшує ймовiрнiсть конфлiктiв та дозволяє красти бiльшi,
старiшi завдання, що мiнiмiзує частоту взаємодiй.

Обґрунтування вибору "work stealing"для задачi факторизацiї. Страте-
гiя "викрадення роботи"iдеально пiдходить для паралельної реалiзацiї алгоритму
Кантора-Зассенгауза з таких причин:
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• Непередбачуванiсть навантаження: Час, необхiдний для факторизацiї
полiнома, залежить вiд його внутрiшньої структури (кiлькостi та степенiв
незвiдних множникiв), яка невiдома наперед. Динамiчне балансування до-
зволяє адаптуватися до цього в реальному часi.

• Динамiчне створення задач: Алгоритм природним чином генерує новi,
меншi задачi в процесi рекурсивного розщеплення. "Work stealing"ефективно
обробляє таку деревоподiбну структуру обчислень.

• Висока ефективнiсть та масштабованiсть: Ця стратегiя доведено за-
безпечує хорошу продуктивнiсть та масштабованiсть на сучасних багато-
ядерних системах, оскiльки мiнiмiзує накладнi витрати на синхронiзацiю.
Вона лежить в основi багатьох сучасних фреймворкiв для паралельних об-
числень, таких як Intel TBB, Cilk, та стандартнi бiблiотеки мов програму-
вання [11].

3.2.3 Недолiки та обмеження стратегiї work stealing

Незважаючи на значнi переваги в динамiчних середовищах, стратегiя "викра-
дення роботи"не є унiверсальним розв’язком i має певнi недолiки, якi необхiдно
враховувати.

• Обчислювальнi накладнi витрати (Overhead): Механiзм "викраден-
ня"не є безкоштовним. Коли потiк стає "злодiєм вiн витрачає процесорний
час на перевiрку черг iнших потокiв та синхронiзацiю доступу до них. Якщо
завдання є занадто "дрiбнозернистими"(тобто час їх виконання є спiвмiрним
з часом на викрадення), накладнi витрати можуть перевищити корисну ро-
боту, що призведе до зниження загальної продуктивностi.

• Втрата локальностi даних (Loss of Data Locality): Однiєю з голов-
них переваг локальних черг є те, що потiк працює з даними, якi, ймовiрно,
знаходяться в його локальнiй кеш-пам’ятi (L1/L2). Коли завдання "викра-
дається данi, необхiднi для його виконання, повиннi бути перемiщенi з кешу
одного процесорного ядра в кеш iншого. Ця операцiя є значно дорожчою за
доступ до локального кешу i може спричинити помiтнi затримки.

• Складнiсть реалiзацiї: Для ефективної реалiзацiї "work stealing"потрiбнi
спецiалiзованi, неблокуючi або мiнiмально блокуючi структури даних (за-
звичай, двостороннi черги), якi є складними для коректного проектування
та вiдлагодження порiвняно з простими централiзованими чергами завдань.

Тим не менш, для задачi факторизацiї полiномiв, де завдання є обчислювально
iнтенсивними (велика "гранулярнiсть") та їх кiлькiсть i час виконання є непере-
дбачуваними, переваги динамiчного балансування навантаження, якi надає "work
stealing значно переважають зазначенi недолiки.
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3.3 Проєктування паралельного алгоритму
Було розроблено модифiковану версiю алгоритму. Основна мета модифiкацiї

— максимальне використання ресурсiв сучасних багатоядерних процесорiв для
прискорення найбiльш ресурсомiсткого етапу, а саме факторизацiї за однаковими
степенями (EDF). Запропонований пiдхiд реалiзує модель паралелiзму задач iз
динамiчним балансуванням навантаження за стратегiєю "work stealing".

3.3.1 Опис модифiкованого алгоритму

Модифiкацiя алгоритму стосується переважно етапу EDF, оскiльки етап DDF
має послiдовну природу i залишається без змiн.

Класичний послiдовний пiдхiд до EDF для факторизацiї полiнома 𝑔𝑑(𝑥) поля-
гає в iтерацiйному переборi випадкових полiномiв 𝑎(𝑥) доти, доки не буде знайде-
но той, що дозволяє розкласти 𝑔𝑑(𝑥). Це створює вузьке мiсце, оскiльки кожна
перевiрка є ресурсомiсткою, а кiлькiсть спроб невiдома.

Запропонований паралельний пiдхiд змiнює цю логiку. Замiсть послiдовних
спроб ми запускаємо паралельний пошук (parallel race).

1. Для заданого полiнома 𝑔𝑑(𝑥), що потребує факторизацiї, генерується група
випадкових полiномiв кандидатiв {𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . , 𝑎𝑘(𝑥)}, де 𝑘 зазви-
чай дорiвнює кiлькостi доступних ядер процесора.

2. Кожен полiном-кандидат 𝑎𝑖(𝑥) обробляється в окремому паралельному зав-
даннi. Завдання полягає в обчисленнi gcd(𝑔𝑑(𝑥), 𝑎𝑖(𝑥)(𝑞

𝑑−1)/2 − 1).

3. Ключова оптимiзацiя: як тiльки одне iз завдань (наприклад, для 𝑎𝑗(𝑥))
знаходить нетривiальний дiльник, воно сигналiзує про успiх. Усi iншi пара-
лельнi завдання, що працювали над цим же полiномом 𝑔𝑑(𝑥), негайно при-
пиняють свою роботу (скасовуються).

Цей пiдхiд дозволяє уникнути зайвих обчислень. Замiсть очiкування на завершен-
ня всiх спроб, ми використовуємо результат першої ж вдалої, що значно скорочує
середнiй час на знаходження дiльника. Пiсля успiшного розкладення 𝑔𝑑(𝑥) на
ℎ1(𝑥) та ℎ2(𝑥), обидва новi полiноми додаються до пулу завдань для подальшої
паралельної факторизацiї.

3.3.2 Схема взаємодiї мiж паралельними потоками/процесами

Взаємодiя мiж потоками органiзована за допомогою бiблiотеки Rayon, яка ре-
алiзує стратегiю "work stealing".

1. Створюється глобальний пул завдань, куди спочатку помiщаються всi полi-
номи 𝑔𝑑(𝑥), отриманi пiсля етапу DDF.

2. Rayon створює пул робочих потокiв (worker threads), кiлькiсть яких зазвичай
дорiвнює кiлькостi логiчних ядер процесора.
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3. Отримання завдання: Вiльний потiк-"злодiй"забирає завдання (полiном
𝑃 (𝑥) для факторизацiї) з черги iншого потоку.

4. Паралельний пошук: Потiк, що отримав завдання, запускає пiдзадачi для
паралельної перевiрки групи випадкових полiномiв 𝑎𝑖(𝑥). Rayon розподiляє
цi мiкро-завдання мiж доступними потоками.

5. Скасування: Для реалiзацiї механiзму скасування використовується спiль-
ний для групи пiдзадач прапорець (atomic flag) або вбудованi можливостi
Rayon для "короткого замикання"(short-circuiting), як-от метод find_any
для паралельних iтераторiв. Перший потiк, що знайшов дiльник, встановлює
прапорець, i всi iншi потоки, що перевiряють цей прапорець, завершують ро-
боту.

6. Створення нових завдань: Потiк, що знайшов дiльники ℎ1(𝑥) та ℎ2(𝑥),
додає їх як новi завдання до свого локального деку. Якщо iнший потiк стане
вiльним, вiн зможе "вкрасти"одне з цих нових завдань.

Ця схема забезпечує ефективне динамiчне балансування та мiнiмiзує час простою
ядер.

3.3.3 Псевдокод паралельного алгоритму

Наведемо псевдокод, що описує розроблений паралельний алгоритм. Вiн скла-
дається з основної керуючої процедури (Алгоритм 1) та паралельної функцiї роз-
щеплення (Алгоритм 2), яка реалiзує ключову оптимiзацiю.
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Algorithm 1 Загальна структура паралельного алгоритму
Вхiднi данi: Полiном 𝑓(𝑥) над полем F𝑞.
Вихiднi данi: Множина незвiдних множникiв 𝑓(𝑥).

1: Перевiрити, що 𝑓(𝑥) не має кратних множникiв.
2: 𝐷 ← DDF(𝑓(𝑥)) ◁ Послiдовно виконати етап DDF, отримати множину
{𝑔𝑑(𝑥)}

3: TaskPool← 𝐷 ◁ Створити паралельний пул завдань
4: ResultFactors← ∅ ◁ Створити паралельну множину для результатiв
5: parfor кожен полiном 𝑢(𝑥) з TaskPool do ◁ Основний паралельний цикл,

керований Rayon
6: if deg(𝑢) = 𝑑 та 𝑢 неможливо розкласти далi then
7: ResultFactors.add(𝑢(𝑥))
8: else
9: (ℎ1, ℎ2)← ParallelEDFSplit(𝑢(𝑥), 𝑑) ◁ Виклик паралельної процедури

розщеплення
10: if (ℎ1, ℎ2) ̸= FAIL then
11: TaskPool.add(ℎ1(𝑥)) ◁ Додавання нових завдань у пул
12: TaskPool.add(ℎ2(𝑥))
13: end if
14: end if
15: return ResultFactors
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Algorithm 2 Паралельна процедура розщеплення (Parallel EDF Split)
Вхiднi данi: Полiном 𝑢(𝑥), що є добутком множникiв степеня 𝑑.
Вихiднi данi: Два нетривiальнi дiльники (ℎ1, ℎ2) або FAIL.

1: function ParallelEDFSplit(𝑢, 𝑑)
2: loop
3: found_factor← None
4: cancellation_token← False ◁ Атомарний прапорець для скасування
5: parfor 𝑖 = 1 to 𝑘 do ◁ Паралельний запуск 𝑘 перевiрок (k - кiлькiсть

ядер)
6: if cancellation_token is True then break
7: end if ◁ Перевiрка сигналу на скасування
8: 𝑎𝑖(𝑥)← випадковий полiном степеня < 2𝑑

9: 𝑏𝑖(𝑥)← 𝑎𝑖(𝑥)
(𝑞𝑑−1)/2 − 1 (mod 𝑢(𝑥))

10: ℎ(𝑥)← gcd(𝑢(𝑥), 𝑏𝑖(𝑥))
11: if ℎ(𝑥) ̸= 1 and ℎ(𝑥) ̸= 𝑢(𝑥) then ◁ Знайдено нетривiальний дiльник
12: found_factor← ℎ(𝑥)
13: cancellation_token← True ◁ Сигнал iншим потокам на зупинку
14: end if ◁ Кiнець паралельного блоку
15: if found_factor is not None then
16: ℎ1(𝑥)← found_factor
17: ℎ2(𝑥)← 𝑢(𝑥)/ℎ1(𝑥)
18: return (ℎ1, ℎ2)
19: end if ◁ Якщо за 𝑘 спроб дiльник не знайдено, цикл повториться з

новою групою випадкових полiномiв.
20: end loop
21: end function
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4 РОЗДIЛ 4. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛI-
ДЖЕННЯ ТА АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Попереднiй роздiл був присвячений теоретичнiй розробцi паралельної версiї
алгоритму Кантора-Зассенгауза. Метою даного роздiлу є практична перевiрка
запропонованої моделi, оцiнка її реальної продуктивностi та порiвняльний ана-
лiз iз послiдовною реалiзацiєю. Для досягнення цiєї мети було створено програм-
ний прототип, проведено серiю обчислювальних експериментiв та проаналiзовано
отриманi данi. У цьому роздiлi детально описано використанi технологiї, середо-
вище тестування, представлено результати вимiрювань та їх iнтерпретацiю.

4.1 Програмна реалiзацiя та середовище тестування
Для експериментальної оцiнки ефективностi запропонованого пiдходу було ре-

алiзовано двi версiї алгоритму Кантора-Зассенгауза:

1. Послiдовна версiя — класична реалiзацiя, що слугує еталоном (baseline)
для порiвняння продуктивностi.

2. Паралельна версiя — реалiзацiя, що використовує модель паралелiзму
задач на основi стратегiї "work stealing як було обґрунтовано в попередньому
роздiлi.

Обидвi версiї було реалiзовано з використанням однакової кодової бази для ари-
фметики полiномiв, щоб забезпечити чистоту експерименту, де єдиною вiдмiннi-
стю є саме логiка органiзацiї обчислень.

4.1.1 Опис використаних технологiй

Вибiр технологiчного стеку є критично важливим для отримання надiйних та
вiдтворюваних результатiв у задачах, пов’язаних iз високопродуктивними обчи-
сленнями. Для даної роботи було обрано наступнi iнструменти.

Мова програмування: Rust. Rust — це сучасна системна мова програмуван-
ня, розроблена з акцентом на безпеку, швидкiсть та паралелiзм. Її було обрано з
таких причин:

• Продуктивнiсть: Rust компiлюється в нативний машинний код i надає
рiвень контролю над системними ресурсами, спiвмiрний з C++, що є необ-
хiдною умовою для обчислювально iнтенсивних задач.

• Безпека пам’ятi без збирача смiття: Унiкальна система володiння та
запозичень (ownership and borrowing) гарантує безпеку роботи з пам’яттю
на етапi компiляцiї. Вiдсутнiсть збирача смiття (Garbage Collector) виклю-
чає непередбачуванi паузи в роботi програми, що є критичним для точного
вимiрювання часу виконання.
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• Надiйний паралелiзм: Система типiв Rust запобiгає цiлим класам по-
милок, пов’язаних з паралелiзмом, зокрема гонкам даних (data races). Це
дозволяє писати складний паралельний код з високим ступенем впевненостi
в його коректностi.

Бiблiотека для паралельних обчислень: Rayon. Rayon — це бiблiотека для
паралелiзму даних та задач в екосистемi Rust. Вона iдеально пiдiйшла для реалi-
зацiї запропонованої моделi з таких причин:

• Реалiзацiя "Work Stealing": В основi планувальника завдань Rayon ле-
жить високоефективна реалiзацiя алгоритму "викрадення роботи". Це до-
зволило безпосередньо реалiзувати паралельну модель, описану в роздiлi 3,
не вдаючись до розробки власного складного планувальника.

• Простота використання: Rayon надає високорiвневi та зручнi абстракцiї,
що дозволяють легко перетворювати послiдовний код на паралельний, мiнi-
мiзуючи обсяг необхiдних змiн.

Бiблiотека для тестування продуктивностi: Criterion. Criterion — це
фреймворк для статистичного бенчмаркiнгу в Rust. Його було використано для
отримання точних та надiйних вимiрювань продуктивностi.

• Статистична обґрунтованiсть: На вiдмiну вiд простих вимiрювань часу,
Criterion виконує багатократнi запуски, аналiзує результати, виявляє ви-
киди та надає статистично значущi оцiнки, що є стандартом для наукових
дослiджень.

• Детальнi звiти: Бiблiотека автоматично генерує звiти у форматi HTML з
графiками (PDF, violin plots), що наочно демонструють розподiл часу вико-
нання та дозволяють проводити глибокий аналiз продуктивностi.

Середовище тестування. Всi експерименти проводились на наступнiй конфi-
гурацiї:

• Процесор: AMD Ryzen 7 5800U with Radeon Graphics (16) @ 4.507GHz

• Оперативна пам’ять: 16 ГБ DDR4 3200 МГц

• Операцiйна система: Ubuntu 22.04.3 LTS

• Версiя компiлятора Rust: 1.89.0-nightly (47c911e9e 2025-05-14)

4.2 Аналiз отриманих результатiв
Пiсля проведення серiї тестiв було отримано данi щодо продуктивностi послi-

довної та розробленої паралельної версiй алгоритму. Наведенi нижче результати
для факторизацiї полiнома степеня 57 є репрезентативним прикладом, що iлю-
струє загальнi тенденцiї.
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Iнтерпретацiя вимiрювань. Для полiнома степеня 57 середнiй час виконання
склав:

• Послiдовна версiя: 𝑇𝑠𝑒𝑞 ≈ 1.728ms

• Паралельна версiя: 𝑇𝑝𝑎𝑟 ≈ 1.708ms

Це дозволяє розрахувати коефiцiєнт прискорення (𝑆𝑝):

𝑆𝑝 =
𝑇𝑠𝑒𝑞

𝑇𝑝𝑎𝑟
≈ 1.728ms

1.708ms
≈ 1.012

Таким чином, було досягнуто прискорення приблизно на 1.2%. Це пiдтверджує,
що паралельна реалiзацiя є швидшою, однак досягнуте прискорення є незначним
i значно меншим, нiж теоретично очiкувалося вiд використання багатоядерної
архiтектури.

Примiтка: повiдомлення “Performance has regressed” вiд бiблiотеки Criterion
вказує на погiршення результатiв порiвняно з попереднiм збереженим запу-
ском, а не на порiвняння паралельної версiї з послiдовною в рамках одного те-
сту.

Обмеження ефективностi паралелiзацiї. Аналiз показує, що такий скром-
ний результат зумовлений двома факторами, що узгоджуються з законом Амдала,
який обмежує максимальне прискорення часткою коду, що не пiддається парале-
лiзацiї.

1. Частка послiдовного коду: Значна частина алгоритму, зокрема етап фа-
кторизацiї за степенями (DDF), залишається послiдовною. Якщо час, ви-
трачений на цей етап, є спiвмiрним або бiльшим за час виконання паралель-
ного етапу EDF, загальне прискорення буде суттєво обмеженим. У нашому
випадку паралельна частина становить менше половини загального обсягу
обчислень.

2. Накладнi витрати на паралелiзм (Overhead): Органiзацiя паралель-
них обчислень не є безкоштовною. Керування потоками, синхронiзацiя (зокре-
ма, механiзм скасування), а також сам процес розподiлу роботи в Rayon ство-
рюють додатковi накладнi витрати. Для задач вiдносно невеликого розмiру,
як-от факторизацiя полiнома степеня 57, цi витрати можуть нiвелювати зна-
чну частину виграшу вiд паралельного виконання.

Аналiз залежностей. Експериментальне дослiдження також дозволило ви-
явити ключовi фактори, що впливають на складнiсть обчислень.

• Було пiдтверджено, що вплив порядку поля (𝑞) є вiдносно невеликим, оскiль-
ки складнiсть операцiй залежить вiд log 𝑞, що зростає повiльно.
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• Натомiсть, основним факторами, що мають вплив є степiнь полiнома (𝑛) та,
що особливо важливо для паралельної версiї, кiлькiсть незвiдних множникiв
однакового степеня (𝑘𝑑). Саме велика кiлькiсть таких множникiв створює
достатню кiлькiсть незалежних завдань для ефективного завантаження всiх
ядер процесора на етапi EDF.

Отже, хоча паралелiзацiя i є дiєвою, її ефективнiсть залежить вiд структури вхi-
дного полiнома. Максимальне прискорення досягається на полiномах високого
ступеня, що розкладаються на велику кiлькiсть множникiв однакового ступеня,
де паралельний етап EDF домiнує в загальному часi виконання.

4.3 Загальнi результати та коефiцiєнт прискорення
Для оцiнки залежностi продуктивностi вiд розмiру задачi було проведено те-

стування на полiномах рiзного степеня. Вимiрювання проводились за допомогою
бiблiотеки Criterion, яка надає статистично обґрунтованi оцiнки часу виконання.
У таблицi 4.1 наведено результати для трьох характерних випадкiв. Коефiцiєнт
прискорення 𝑆𝑝 розраховано як вiдношення центральних оцiнок часу виконання
послiдовної та паралельної версiй (𝑆𝑝 = 𝑇𝑠𝑒𝑞/𝑇𝑝𝑎𝑟).

Табл. 1: Порiвняння продуктивностi послiдовної та паралельної версiй алгоритму.
Час наведено у форматi: "оцiнка [нижня межа; верхня межа 95% довiрчого iнтер-
валу]".

(𝑛) Час послiд. (𝑇𝑠𝑒𝑞) Час парал. версiї (𝑇𝑝𝑎𝑟) Прискорення (𝑆𝑝)

10 21.194µs 22.127µs 0.96
[21.057; 21.336] [22.092; 22.166]

100 44.445ms 24.236ms 1.83
[44.284; 44.750] [24.172; 24.276]

1000 49.447 s 40.893 s 1.21
[47.956; 50.955] [39.006; 41.205]

Аналiз результатiв, наведених у таблицi. Данi, представленi в таблицi 1,
дозволяють зробити кiлька важливих висновкiв щодо ефективностi розробленого
паралельного алгоритму.

• Для задач малого розмiру (𝑛 = 10): Оцiнка часу виконання для пара-
лельної версiї є вищою, нiж для послiдовної, що призводить до сповiльнення
(𝑆𝑝 < 1). Це очiкуваний результат, який пояснюється тим, що накладнi ви-
трати на створення потокiв, керування ними та синхронiзацiю значно пере-
вищують виграш вiд розпаралелювання дуже коротких обчислень. Довiрчi
iнтервали не перетинаються, що робить цей висновок статистично значу-
щим.
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• Для задач середнього розмiру (𝑛 = 100): Продемонстровано найбiльш
ефективне прискорення (𝑆𝑝 ≈ 1.83). Оцiнка часу для паралельної версiї май-
же вдвiчi менша, нiж для послiдовної. Це свiдчить про те, що розмiр задачi
є достатньо великим, аби користь вiд паралельного виконання домiнувала
над накладними витратами. Ймовiрно, структура тестового полiнома на цьо-
му етапi дозволила згенерувати достатню кiлькiсть незалежних завдань для
ефективного завантаження декiлькох ядер процесора.

• Для задач великого розмiру (𝑛 = 1000): Хоча прискорення все ще є
суттєвим (𝑆𝑝 ≈ 1.21), воно є меншим, нiж для 𝑛 = 100. Таке зменшен-
ня коефiцiєнта прискорення, ймовiрно, пов’язане зi структурою тестового
полiнома. Якщо полiном високого степеня має мало незвiдних множникiв
однакового степеня, то етап EDF генерує недостатньо паралельних завдань.
В такому випадку значна частина роботи виконується послiдовно або з не-
повним завантаженням ядер, що обмежує максимальне прискорення згiдно
з законом Амдала.

Таким чином, експеримент пiдтверджує, що ефективнiсть запропонованого па-
ралельного пiдходу залежить вiд комбiнацiї двох факторiв: загального розмiру
задачi (степеня полiнома) та її внутрiшньої структури (кiлькостi множникiв, що
дозволяють створювати паралельнi завдання).
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Висновки
У данiй квалiфiкацiйнiй роботi було розв’язано задачу пiдвищення продуктив-

ностi алгоритму Кантора-Зассенгауза для факторизацiї полiномiв над скiнченни-
ми полями шляхом розробки та аналiзу його паралельної версiї, орiєнтованої на
сучаснi багатоядернi архiтектури. У ходi виконання роботи було отримано такi
основнi результати та зроблено наступнi висновки.

1. Проведено комплексний аналiз теоретичних основ та iснуючих ал-
горитмiв факторизацiї. Було розглянуто детермiнiстичний пiдхiд Берлекам-
па та iмовiрнiсний пiдхiд Кантора-Зассенгауза, виявлено їхнi переваги та
недолiки. Ключовим висновком аналiзу є те, що алгоритм Берлекампа є
неефективним для полiв великого порядку через лiнiйну залежнiсть скла-
дностi вiд розмiру поля 𝑞, натомiсть як алгоритм Кантора-Зассенгауза має
лише логарифмiчну залежнiсть, що робить його значно перспективнiшим
для оптимiзацiї.

2. Розроблено нову паралельну модель алгоритму Кантора-Зассенгауза,
що базується на стратегiї динамiчного балансування навантаження "work
stealing". Основна iдея модифiкацiї полягає в паралелiзацiї найбiльш ресур-
сомiсткого етапу EDF шляхом одночасного запуску перевiрок для групи ви-
падкових полiномiв-кандидатiв з механiзмом негайного скасування зайвих
обчислень пiсля знаходження першого ж нетривiального дiльника.

3. Створено програмний прототип та експериментально доведено праце-
здатнiсть запропонованого пiдходу. Для реалiзацiї було обрано мову програ-
мування Rust завдяки її високiй продуктивностi та гарантiям безпеки при
паралельних обчисленнях , а також бiблiотеку Rayon, що надає ефективну
iмплементацiю "work stealing".

4. Встановлено, що ефективнiсть паралельної версiї залежить вiд
структури вхiдного полiнома та розмiру задачi. Експериментальнi
данi пiдтвердили, що для задач малого розмiру (наприклад, полiномiв сте-
пеня 𝑛 = 10) накладнi витрати на паралелiзм призводять до сповiльнення
роботи. Водночас, для задач середнього та великого розмiру досягається
прискорення, максимальна ефективнiсть якого спостерiгається тодi, коли
структура полiнома дозволяє згенерувати велику кiлькiсть незалежних зав-
дань на етапi EDF. Це пiдтверджує, що головними факторами складностi
є степiнь полiнома 𝑛 та кiлькiсть множникiв однакового степеня 𝑘𝑑, а не
порядок поля 𝑞.

5. Таким чином, мета роботи була досягнута, а всi поставленi задачi
— виконанi. Розроблено та дослiджено паралельний алгоритм, який де-
монструє прискорення, хоча i з певними обмеженнями, що узгоджуються з
фундаментальним законом Амдала.
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Напрямки подальших дослiджень. Отриманнi результати вiдкривають про-
стiр для подальших дослiджень та вдосконалень, серед яких можна видiлити:

• Оптимiзацiя на рiвнi даних: Розпаралелювання базових арифметичних
операцiй над полiномами (множення, НСД) з використанням таких методiв,
як швидке перетворення Фур’є.

• Реалiзацiя на графiчних процесорах (GPU): Адаптацiя алгоритму для
архiтектур з масивним паралелiзмом (CUDA, OpenCL) може потенцiйно да-
ти значно бiльше прискорення на етапi перебору випадкових полiномiв.

• Розробка гiбридного пiдходу: Створення алгоритму, який би динамi-
чно обирав стратегiю (наприклад, Берлекамп для малих полiв, послiдов-
ний Кантор-Зассенгауз для полiномiв простої структури, паралельний — для
складних) залежно вiд вхiдних даних.
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Рис. 1: Графiк лiнiйної регресiї часу виконання вiд розмiру вхiдних даних.
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Додаток Б. Лiстинг програмної реалiзацiї
У цьому додатку наведено ключовi фрагменти програмної реалiзацiї паралель-

ного алгоритму Кантора-Зассенгауза мовою програмування Rust.

Фрагмент реалiзацiї паралельної процедури EDF

Лiстинг 1: Реалiзацiя паралельної функцiї розщеплення
pub fn cantor_zassenhaus_base_paral le l<P, R>
( poly_ring : P, mod_f_ring : R, d : u s i z e ) −> El<P>
where

P: RingStore + Sync ,
P : : Type : PolyRing + EuclideanRing ,
R: RingStore + Sync ,
R : : Type : FreeAlgebra ,
<<R as RingStore >: :Type as RingExtension >: : BaseRing : :
RingStore<Type = <<<P as RingStore >: :Type as
RingExtension >: : BaseRing as RingStore >: :Type>,
<<<P as RingStore >: :Type as RingExtension >: : BaseRing as
RingStore >: :Type : F in i teRing + Fie ld ,
<P : : Type as RingBase >: : Element : Send + Sync ,

{
a s s e r t ! ( poly_ring . base_ring ( ) . get_ring ( ) ==
mod_f_ring . base_ring ( ) . get_ring ( ) ) ;
l e t ZZ = BigIntRing : : RING;
l e t q = poly_ring . base_ring ( ) . s i z e (&ZZ ) . unwrap ( ) ;
debug_assert ! ( ZZ . eq_el (

&is_prime_power(&ZZ , &q ) . unwrap ( ) . 0 ,
&poly_ring . base_ring ( ) . c h a r a c t e r i s t i c (&ZZ ) . unwrap ( )

) ) ;
a s s e r t ! ( ZZ . is_odd(&q ) ) ;
assert_eq ! ( mod_f_ring . rank ( ) % d , 0 ) ;
a s s e r t ! ( mod_f_ring . rank ( ) > d ) ;
l e t exp = ZZ . hal f_exact (ZZ . sub (
ZZ . pow(q . c l one ( ) , d ) , ZZ . one ( ) ) ) ;
l e t f = mod_f_ring . generat ing_poly(&poly_ring ,
&poly_ring . base_ring ( ) . i d e n t i t y ( ) ) ;

use rayon : : pre lude : : ∗ ;

l e t r e s = ( 0 . .MAX_PROBABILISTIC_REPETITIONS)
. into_par_iter ( )
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. find_map_any ( | seed | {
l e t mut rng = oorandom : : Rand64 : : new( seed as u128 ) ;

l e t T = mod_f_ring . from_canonical_basis (
( 0 . . mod_f_ring . rank ( ) )
.map ( |_| poly_ring . base_ring ( )
. random_element ( | | rng . rand_u64 ( ) ) ) ,

) ;
l e t G = mod_f_ring . sub (mod_f_ring
. pow_gen(T, &exp , ZZ) , mod_f_ring . one ( ) ) ;
l e t g = poly_ring . ideal_gen (

&f ,
&mod_f_ring
. poly_repr(&poly_ring , &G, &poly_ring

. base_ring ( ) . i d e n t i t y ( ) ) ,
) ;
i f ! poly_ring . i s_uni t (&g ) && poly_ring
. checked_div(&g , &f ) . is_none ( ) {

re turn Some( g ) ;
}
None

} ) ;
r e s . unwrap ( )

}

Лiстинг 2: Реалiзацiя паралельної функцiї розщеплення
pub fn cantor_zassenhaus_base<P, R>
( poly_ring : P, mod_f_ring : R, d : u s i z e ) −> El<P>
where

P: RingStore ,
P : : Type : PolyRing + EuclideanRing ,
R: RingStore ,
R : : Type : FreeAlgebra ,
<<R as RingStore >: :Type as RingExtension >: : BaseRing :

RingStore<Type = <<<P as RingStore >: :Type
as RingExtension >: : BaseRing as RingStore >: :Type>,

<<<P as RingStore >: :Type as RingExtension >: : BaseRing
as RingStore >: :Type : F in i teRing + Fie ld ,

{
a s s e r t ! ( poly_ring . base_ring ( ) . get_ring ( ) ==
mod_f_ring . base_ring ( ) . get_ring ( ) ) ;
l e t ZZ = BigIntRing : : RING;
l e t q = poly_ring . base_ring ( ) . s i z e (&ZZ ) . unwrap ( ) ;
debug_assert ! ( ZZ . eq_el (
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&is_prime_power(&ZZ , &q ) . unwrap ( ) . 0 ,
&poly_ring . base_ring ( ) . c h a r a c t e r i s t i c (&ZZ ) . unwrap ( )

) ) ;
a s s e r t ! ( ZZ . is_odd(&q ) ) ;
a s s e r t ! ( mod_f_ring . rank ( ) % d == 0 ) ;
a s s e r t ! ( mod_f_ring . rank ( ) > d ) ;
l e t mut rng = oorandom : : Rand64 : :
new(ZZ . default_hash(&q) as u128 ) ;
l e t exp = ZZ . hal f_exact (ZZ . sub (ZZ . pow(q , d ) , ZZ . one ( ) ) ) ;
l e t f = mod_f_ring . generat ing_poly(&poly_ring , &poly_ring

. base_ring ( ) . i d e n t i t y ( ) ) ;

f o r _ in 0 . .MAX_PROBABILISTIC_REPETITIONS {
l e t T = mod_f_ring . from_canonical_basis (

( 0 . . mod_f_ring . rank ( ) ) . map ( |_| poly_ring
. base_ring ( ) . random_element ( | | rng . rand_u64 ( ) ) ) ,

) ;
l e t G = mod_f_ring . sub (mod_f_ring

. pow_gen(T, &exp , ZZ) , mod_f_ring . one ( ) ) ;
l e t g = poly_ring . ideal_gen (

&f ,
&mod_f_ring . poly_repr(&poly_ring , &G,
&poly_ring . base_ring ( ) . i d e n t i t y ( ) ) ,

) ;
i f ! poly_ring . i s_uni t (&g ) && poly_ring

. checked_div(&g , &f ) . is_none ( ) {
re turn g ;

}
}
unreachable ! ( )

}
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