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Анотацiя

Мета кфалiфiкацiйної роботи полягає у дослiдженнi теми розфарбування

графiв та хроматичного числа. У роботi розглядаються загальнi поняття теорiї

графiв, доводяться твердження щодо оцiнки хроматичного числа. Отриманi ре-

зультати i теоретичне пiдґрунтя дають змогу розв’язати задачi на знаходження

оптимального розфарбування вершин певного графа.
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Вступ

Першi результати щодо розфарбування графiв почали зароджуватись вже

у 1852 роцi, коли Френсiс Гутрi уперше намагався розфарбувати карту окру-

гiв Англiї. Вiн звернув увагу, що для такого розфарбування вистачає чотирьої

кольорiв. Бiльш точно цей результат був сформульований у 1878 р. Артуром

Келi пiд назваою "Теорема про чотири кольори". Спрощена версiя теореми, а

саме теорема про п’ять кольорiв, мала коротке нескладне доведення, яке вда-

лося отримати вже у 1890 роцi. Тим не менш, незважаючи на значну кiлькiсть

спроб доведення, проблема чотирьох кольорiв залишалась вiдкритою. Теорема

була доведена аж в 1976 роцi Кеннетом Аппелем i Вольфгангом Хакеном. Во-

на стала першою серйозною математичною теоремою, доведеною за допомогою

комп’ютера.

Розфарбування графiв почало вивчатися як алгоритмiчна проблема з 1970-х

рокiв та використовується у багатьох практичних проблемах. Наприклад, роз-

фарбування вершин моделює багато проблем планування. У своїй найпростiшiй

постановцi заданий набiр робiт має бути розподiлений за часовими вiдрiзками,

кожна така робота займає один вiдрiзок. Вони можуть бути виконанi в будь-

якому порядку, але двi роботи можуть конфлiктувати в тому сенсi, що не мо-

жуть бути виконанi одночасно, оскiльки, наприклад, використовують спiльнi

ресурси. Вiдповiдний граф мiстить вершину для кожної з робiт та грань для

кожної конфлiктуючої пари. Хроматичне число побудованого графа – це мiнi-

мальний час виконання всiх робiт без конфлiктiв.

Розфарбування графiв також використовується для вирiшення таких про-

блем, як розподiл регiстрiв, або ж, наприклад, в технологiї цифрових водяних
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знакiв. Але насправдi проблема розфарбування графiв оточує нас усюди i може

виникнути в буденних речах. Навiть рiшення головоломки Судоку може бути

розглянуте, як розфарбування 9 кольорами заданого графа на 81 вершинi.
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1 Графи. Основнi поняття

Означення 1.1. Неорiєнтований граф G – парa множин (V,E), де V — мно-

жина вершин, E ⊆ V (2) – множина ребер; позначають G = (V,E).

Нехай iснують вершини v1, v2 ∈ V . Традицiйно ребра, якi з’єднують такi двi

вершини, записують за допомогою круглих дужок (v1, v2) ∈ E.

Означення 1.2. Граф без кратних ребер та петель називається простим.

Означення 1.3. Вершини v1, v2 ∈ V в неорiєнтованому графi називають сумi-

жними, якщо iснує ребро e ∈ E, яке з’єднує цi вершини.

Означення 1.4. Ребро e ∈ E є iнцидентним вершинi v1 та вершинi v2, якщо

воно їх з’єднує, тобто e = (v1, v2).

Означення 1.5. Ребра e1, e2 в неорiєнтованому графi називають сумiжнимим,

якщо цi ребра мають спiльну вершину.

Означення 1.6. Граф G = (V,E) зазвичай зображається за допомогою ри-

сунка на площинi, який називають дiаграмою графа G. Вершинам графа G

бiєктивно вiдповiдають точки площини. Точки, що вiдповiдають вершинам v1 i

v2, з’єднують вiдрiзком тодi й тiльки тодi, коли v1 i v2 – сумiжнi вершини.

v1

v2

v3

v4

v5

Рис. 1: Дiаграма графа G
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Графи також можна подати за допомогою матрицi сумiжностi. Позначимо

усi вершини графа G v1, ..., vn

Означення 1.7. Матрицею сумiжностi A графа G називають матрицю розмi-

ром n×n, у якiй елемент aij i-го рядка та j-го стовпця дорiвнює 1, якщо вершини

vi та vj сумiжнi, i дорiвнює 0 в iншому випадку.

Рисунок нижче вiдображає матрицю сумiжностi графа G, показаного на

(Рис. 1).
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⎟
⎟
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Рис. 2: Матриця сумiжностi A графа G

Означення 1.8. Степенем deg(v) вершини v ∈ V називають кiлькiсть iнциден-

тних їй ребер.

Твердження 1.9. У будь-якому графi G = (V,E) виконується рiвнiсть:

∑
v∈V

deg(v) = 2∣E∣.

Означення 1.10. Граф називається k-дольним (k > 2), якщо всi його вершини

можна розбити на k частин (долей) так, що сумiжними вершини є лише з рiзних

долей.

Означення 1.11. Доповненням простого графа G = (V,E) називається граф

G = (V,E), у якого двi довiльнi вершини сумiжнi тодi i тiльки тодi, коли вони

не є сумiжними в графi G.
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Означення 1.12. Маршрутом (або шляхом) у графi G = (V, E) називають по-

слiдовнiсть v1, e1, v2, e2, . . . , ek, vk+1 таку, що кожнi два сусiднi ребра в нiй мають

спiльну вершину, отже, ei = (vi, vi+1), i = 1,2, . . . , k.

Означення 1.13. Маршрут називається замкненим (циклiчним), якщо v1 =

vk+1. Замкнений ланцюг називається циклом, а замкнений простий ланцюг —

простим циклом.

Означення 1.14. Граф, усi ребра якого утворюють простий цикл довжиною

n, позначається Cn.

Означення 1.15. Граф називається зв’язним, якщо будь-яку пару його вершин

можна з’єднати деяким маршрутом.

Означення 1.16. Граф без циклiв називається ациклiчним.

Означення 1.17. Ациклiчний зв’язний граф називається деревом. Дерево є

дводольним графом.

Означення 1.18. Клiка графу – пiдмножина його вершин, в якiй будь-якi двi

з них зв’язанi ребром.
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2 Хроматичне число

2.1 Основнi поняття

Означення 2.1. Нехай k – натуральне число. Розфарбуванням графа G =

(V,E), в k кольорiв, або просто k–розфарбуванням, називається вiдображен-

ня f з множини вершин V в множину {1,2, ..., k} .

Якщо при цьому для вершини v ∈ V виконано f(v) = i, то v розфарбована в i−й

колiр.

Означення 2.2. Розфарбування f графа G називається правильним, якщо

f(v) ≠ f(w) для будь-яких двох сумiжних вершин v та w цього графа G.

Означення 2.3. Число k називається хроматичним числом графа G i познача-

ється через χ(G), якщо iснує правильне k-розфарбування графа G, але не iснує

його правильного (k − 1)-розфарбування.

Рис. 3:

Твердження 2.4. Нехай G — простий граф. Тодi:

1. χ(G) = 1 тодi i тiльки тодi, коли G — пустий граф.

2. χ(G) = 2 тодi i тiльки тодi, коли G — непустий дводольний граф.
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Рис. 4: Дводольний граф

Наслiдок 2.5. Якщо непустий граф G є деревом, то χ(G) = 2.

Рис. 5: Дерева

Твердження 2.6. Хроматичне число будь-якого циклу, що мiстить n вер-

шин, дорiвнює 2, якщо n парне, i 3, якщо непарне.

Наслiдок 2.7. Якщо граф G мiстить цикл непарної довжини, то χ(G) > 2.

Рис. 6:
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2.2 Верхня оцiнка хроматичного числа графа

Загалом хроматичне число графа не можна обчислити, знаючи тiльки такi

його стандартнi числовi характеристики, як число вершин, ребер, компонент

зв’язностi, розподiл степенiв вершин.

Приклад 2.8. Розглянемо графи G1 та G2. Кожен iз них має десять вершин,

тринадцять ребер, у тому числi чотири вершини степеня 2 та шiсть вершин

степеня 3, одну компоненту зв’язностi. Але, як легко зрозумiти, χ(G1) = 3, а

χ(G2) = 2. Правильного розфарбування G1 в меншу кiлькiсть кольорiв не iснує,

оскiльки G1 мiстить пiдграф, який є циклом непарної довжини, а саме C3. В

той час як будь-який пiдграф графа G2 – це парний цикл, тому максимальна

оптимальна кiлькiсть фарб для графу G2 – 2.

Рис. 7:

Для оцiнки хроматичного числа у нас є кiлька iнших можливостей, якi ми

розглянемо нижче.

Позначимо ∆(G) як найбiльший степiнь вершини у графi G. При фарбуваннi

чергової вершини в алгоритмi послiдовного розфарбування для сумiжних iз нею

вершин використано не бiльше ∆(G) кольорiв, отже, хоча б один iз кольорiв

1,2, . . . ,∆(G)+1 вiльний i може бути використаний. Звiдси випливає нерiвнiсть

для оцiнки хроматичного числа графа.
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Твердження 2.9.

χ(G) ≤∆(G) + 1

Доведення.

За математичною iндукцiєю по потужностi множини вершин.

База iндукцiї: ∣V ∣ = 1. Маємо: ∆(G) = 0 i χ(G) = 1 ≤ 0 + 1.

Iндукцiйний крок. Нехай твердження має мiсце для графiв з кiлькiстю вершин

не бiльше нiж n, ∣V ∣ = n. Вилучимо довiльну вершину v ∈ V разом з iнцидентни-

ми їй ребрами.

Для отриманого графа G/v, користуючись припущенням iндукцiї, маємо:

χ(G/v) ≤∆(G/v) + 1 ≤∆(G) + 1.

Тобто для розфарбування графа G/v має вистачити ∆(G) + 1 кольорiв. Тепер

треба пофарбувати вершину v. Але її степiнь не бiльший нiж ∆(G), отже, для

неї ми завжди знайдемо потрiбний колiр.

Теорема 2.10 (Брукса). Якщо G зв’язний граф, то χ(G) ≤ ∆(G), якщо G не

є повним графом або непарним циклом.

Доведення.

Для доведення теореми розглянемо декiлька випакiв.

Ми можемо вважати, що ∆ = ∆(G) ≥ 3, оскiльки в iншому випадку результат

простий. Наше доведення вiдбувається шляхом iндукцiї за ∆, i для кожного ∆

ми будемо використовувати iндукцiю за n. Iндукцiя V починається з n =∆+1, i

в цьому випадку теорема вiрна, оскiльки якщо ∣V ∣ = n+ 1 i G ≠Kn+1 ми можемо

розфарбувати G за допомогою ∆ кольорiв, використовуючи той самий колiр

для деяких двох несумiжних вершин. Тому припустимо, що n ≥∆ + 2.

1. Iснує вершина v ∈ V така, що G/v незв’язний.

Нехай компонентами G/v є C1, ...,Ct. Розглянемо графи, iндукованi G на

14



множинах вершин C1∪{v}, ...,Ct∪{v}. Ми можемо ∆-розфарбувати кожен

iз цих графiв за iндукцiєю (якщо один iз графiв є повним графом або

непарним циклом, його максимальний ступiнь має бути строго меншим за

∆). Без втрати загальностi, ми можемо припустити, що v отримає колiр 1

у всiх t розфарбуваннях, якi, таким чином, ми можемо комбiнувати, щоб

отримати ∆-розфарбування G.

2. G/v зв’язний для всiх v ∈ V , але є двi несумiжнi вершини v,w ∈ V такi, що

G/{v ∪w} незв’язний.

Нехай A — компонента G/{v∪w} i B = V (G)/(V (A)∪{v,w}). Якщо немає

ребер вiд v до A, то G/w незв’язний, що, як ми припускаємо, не правиль-

но. Отже, iснує принаймнi одне ребро вiд v до A. Подiбним чином iснує

принаймнi одне ребро вiд w до A, принаймнi одне ребро вiд v до B i при-

наймнi одне ребро вiд w до B.

Позначимо як G1 граф, отриманий з G видаленням B, i як G2 граф, отри-

маний з G видаленням A. На цьому етапi є спокуса ∆-розфарбувати G1 i

G2 за допомогою iндукцiї, а потiм поєднати розфарбування, але це може

бути неможливо зробити (щоб зрозумiти чому, можна розглянути випадок,

коли G є непарним циклом). Замiсть цього ми зауважимо, що, з наведених

вище спостережень, v i w мають ступiнь не бiльше ∆ − 1 як в G1, так i в

G2, так що ми можемо ∆ - розфарбувати G3 = G1+{v,w} i G4 = G2+{v,w}

за припущенням iндукцiї, якщо жоден з них не є повним графом (якщо

будь-який з них є непарним циклом, ми можемо розфарбувати його роз-

фарбувати за ∆, оскiльки ∆ > 2). Такi розфарбування, якщо вони iснують,

можна скомбiнувати, тому що v i w будуть змушенi мати рiзнi кольори в

обох з них. Ми можемо без втрати загальностi змiнити кольори, якщо не-

обхiдно, щоб переконатися, що v i w мають кольори 1 i 2 вiдповiдно в обох
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розфарбуваннях.

Якщо ж G3 є клiкою на ∆ + 1 вершинах, то кожна з v та w повинна мати

ступiнь 1 у G2 (оскiльки обидва мають ступiнь ∆ у G3 та ∆ − 1 у G1). У

G2 ми можемо об’єднати v i w в одну вершину, отримуючи граф G5, який

можна ∆-розфарбувати за iндукцiєю. Отже, iснують ∆-розфарбування як

G1, так i G2, у яких i v, i w отримують однаковий колiр. Цi розфарбування

можна об’єднати, щоб забезпечити ∆-розфарбування графа G.

3. G/{v ∪w} зв’язний для кожної пари несумiжних вершин V i w.

Виберемо вершину u максимального степеня ∆. Оскiльки G ≠ Kn, деяка

пара сусiдiв v i w вершини u не є сумiжними. Покладемо v1 = v, v2 = w,

vn = u i, працюючи у зворотному напрямку вiд vn−1 до v3, ми гарантуємо,

що кожен vi має сусiда серед {vi+1, ...., vn}: це можливо, оскiльки G/{v∪w}

зв’язний. Виконуючи жадiбний алгоритм iз таким упорядкуванням вер-

шин, ми бачимо, що v1 = v i v2 = w обидва отримують колiр 1, а також, що

нам нiколи не потрiбно використовувати колiр ∆+1 для v3, ..., vn−1, оскiль-

ки кожен такий vi має лише не бiльше ∆ − 1 сусiдiв серед уже розфарбо-

ваних вершин. Нарештi, коли ми переходимо до розфарбування vn, два

з його сусiдiв отримали однаковий колiр, так що один iз кольорiв 1, ...,∆

доступний для фарбування самого vn. Це завершує iндукцiйний крок.

Твердження 2.11. Нехай G = (V,E) - довiльний зв’язний неорiєнтовний граф

з m ребрами. Тодi

χ(G) ⩽
1

2
+

√

2m +
1

4
.

Доведення.

Нехай, V1, V2...Vx – множини вершин розфарбованих у вiдповiднi кольори при
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правильному фарбуваннi графа G. Бачимо, що мiж будь-якими двома рiзни-

ми множинами iснує хоча б одне ребро (в протилежному випадку цi множини

можливо було б пофарбувати в один колiр). Тодi

1

2
χ(χ − 1) ⩽mÔ⇒ (χ −

1

2
)2 ⩽ 2m +

1

4
Ô⇒ χ(G) ⩽

1

2
+

√

2m +
1

4
.

2.3 Нижня оцiнка хроматичного числа графа

Означення 2.12. Пiдмножина S вершин графа G називається незалежною,

якщо будь-якi двi вершини з S не сумiжнi в G

Означення 2.13. Число незалежностi α(G) графа G = (V,E) – це потужнiсть

найбiльшої незалежної множини вершин в ньому, тобто

α(G) = max{∣S∣ ∶ S ⊂ V та S незалежна в G}.

Лема 2.14 (Нижня оцiнка). Нехай G = (V,E) - довiльний зв’язний неорiєнто-

ваний граф з n вершинами. Тодi

n

α
⩽ χ(G).

Доведення.

Нехай, V1, V2...Vx – множини вершин, розфарбованi у вiдповiднi кольори при

правильному розфарбуваннi графа G. Кожне з Vi – незалежна множина (оскiль-

ки вершини кожної з множин розфарбованi в один колiр всерединi неї, а граф

G правильно пофарбований, отже, це попарно не сумiжнi всерединi множини).

Бачимо, що для довiльного i ∣Vi∣ ⩽ α (бо Vi – незалежна множина). Тобто
χ

∑
i=1

∣Vi∣ = n ⩽ χαÔ⇒
n

α
⩽ χ.
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Лема 2.15 (Нижня оцiнка Геллера). Нехай G = (V,E) – довiльний зв’язний

неорiєнтовний граф з n вершинами та m ребрами. Тодi

n2

n2 − 2m
⩽ χ(G).

Доведення.

Нехай, V1, V2...Vx – множини вершин, розфарбованi у вiдповiднi кольори при

правильному розфарбуваннi графа G. Маємо:

m ⩽
1

2
n(n − 1) −

1

2

χ

∑
i=1

∣Vi∣(∣Vi∣ − 1)

Отже,

n2

n2 − 2m
⩽

n2

n2 − n(n − 1) +
χ

∑
i=1
∣Vi∣(∣Vi∣ − 1)

=

=
n2

n +
χ

∑
i=1
∣Vi∣(∣Vi∣ − 1)

=

=
n2

χ

∑
i=1
∣Vi∣ +

χ

∑
i=1
∣Vi∣(∣Vi∣ − 1)

=

=
n2

χ

∑
i=1
∣Vi∣

2

=

=

(
χ

∑
i=1
∣Vi∣)

2

χ

∑
i=1
∣Vi∣

2

⩽

⩽ χ
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3 Задачi

3.1 Задача 1

Доведiть, що для довiльного графа G на n вершинах, i його доповнення G

справедлива нерiвнiсть

χ(G) ∗ χ(G) ⩾ n.

Розв’язання.

Нехай хроматичне число графа χ(G) = k. Розглянемо правильне k-розфарбуван-

ня графа G. Нехай, V1, V2...Vk – множини вершин, розфарбованi у вiдповiднi ко-

льори при цьому розфарбуваннi. Кожна така множина буде незалежною в графi

G, отже, вона утворюватиме клiку в його доповленнi. Окрiм того, за принци-

пом Дiрiхле, потужнiсть хоча б однiєї з цих множин має бути не меншою за
n
k . Ми знаємо, що для правильного розфарбування клiки (повного графа), нам

необхiдно рiвно стiльки кольорiв, якою є його потiжнiсть. Тому, оскiльки до-

повлення точно мiстить хоча б один повний пiдграф потужнiстю n
k , для його

розфарбування необхiдно щонайменше n
k кольорiв. Отже,

χ(G) ∗ χ(G) ⩾ k ⋅
n

k
= n.

3.2 Задача 2

Зв’зний граф G має 2022 вершини, причому степiнь довiльної вершини не

бiльше 11. Доведiть, що можна вибрати 337 вершини так, щоб довiльний не-

парний цикл графа G проходив не лише через вибранi вершини.

Розв’язання.

Оскiльки дельта ∆(G) = 11, то, за Твердженням 2.9, χ(G) ≤ 11 + 1. Це озна-
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чає, що iснує розварбування графa в 12 кольорiв. Нехай, V1, V2...V12 – множини

вершин, розфарбованi у вiдповiднi кольори при цьому розфарбуваннi. Тодi

V = V1 ⊔ V2 ⊔ ... ⊔ V12.

Не втрачаючи загальностi припустимо, що

∣V1∣ ≥ ∣V2∣ ≥ ... ≥ ∣V12∣.

Причому пам’ятаємо, що

∣V1∣ + ∣V2∣ + ... + ∣V12∣ = ∣V ∣.

Тепер покажемо, що ∣V1∣ + ∣V2∣ ⩾
∣V ∣
6 . Для цього покажемо, що ∣V1∣ ⩾

∣V ∣
12 . Це дiйсно

має мiсце, оскiльки iнакше ∣V1∣ + ... + ∣V12∣ ⩽ 12 ⋅ ∣V1∣ < 12 ⋅
∣V ∣
12 = ∣V ∣. В такому разi,

якби ∣V1∣ + ∣V2∣ <
∣V ∣
6 , то ми мали б

∣V1∣+...+∣V12∣ ⩽ ∣V1∣+11⋅∣V2∣ < ∣V1∣+11⋅(
∣V ∣

6
−∣V1∣) =

11∣V ∣

6
−10∣V1∣ ⩽

11∣V ∣

6
−
10∣V ∣

12
= V.

Тому

∣V1∣ + ∣V2∣ ≥
∣V ∣

6
=
2022

6
= 337.

Окрiм того, цикл непарної довжини не може мiстити вершини лише з V1, V2,

оскiльки для розфарбвання циклу непарної довжини необхiдно мiнiмум 3 ко-

льори.

3.3 Узагальнення задачi 2

Зв’зний граф G має n вершини, причому степiнь довiльної вершини не бiль-

ше d. Доведiть, що можна вибрати 2n
d+1 вершини так, щоб довiльний непарний

цикл графа G проходив не лише через вибранi вершини.
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Розв’язання.

Оскiльки дельта ∆(G) = d, то, за Твердженням 2.9, χ(G) ≤ d+1. Це означає, що

iснує розварбування графa в d+1 колiр. Нехай, V1, V2...Vd+1 – множини вершин,

розфарбованi у вiдповiднi кольори при цьому розфарбуваннi. Тодi

V = V1 ⊔ V2 ⊔ ... ⊔ Vd+1.

Не втрачаючи загальностi припустимо, що

∣V1∣ ≥ ∣V2∣ ≥ ... ≥ ∣Vd+1∣.

Причому пам’ятаємо, що

∣V1∣ + ∣V2∣ + ... + ∣Vd+1∣ = ∣V ∣ = n.

Тепер покажемо, що ∣V1∣ + ∣V2∣ ⩾
2∣V ∣
d+1 . Для цього покажемо, що ∣V1∣ ⩾

∣V ∣
d+1 . Це дiй-

сно має мiсце, оскiльки iнакше ∣V1∣ + ... + ∣Vd+1∣ ⩽ (d + 1) ⋅ ∣V1∣ < (d + 1) ⋅
∣V ∣
d+1 = ∣V ∣.

В такому разi, якби ∣V1∣ + ∣V2∣ <
2∣V ∣
d+1 , то ми мали б

∣V1∣ + ... + ∣Vd+1∣ ⩽ ∣V1∣ + d ⋅ ∣V2∣ < ∣V1∣ + d ⋅ (
2∣V ∣

d + 1
− ∣V1∣) =

=
2d∣V ∣

d + 1
− (d − 1)∣V1∣ ⩽

2d∣V ∣

d + 1
− (d − 1)

∣V ∣

d + 1
= V = n.

Окрiм того, цикл непарної довжини не може мiстити вершини лише з V1, V2,

оскiльки для розфарбвання циклу непарної довжини необхiдно мiнiмум 3 ко-

льори.

3.4 Задача 4

На площинi намальованi декiлька однакових попарно неперетинних кругiв

(круги можуть дотикатися один до одного). Доведiть, що всi круги можна
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розфарбувати не бiльше нiж в 4 кольори так, що круги одного кольору не бу-

дуть дотикатися.

Розв’язання.

Iндукцiя по кiлькостi кругiв.

База iндукцiї. (n = 1) Очевидно.

База iндукцiї. (n− 1→ n) Зафiксуємо круг, центр якого має найбiльшу абсцису.

Якщо таких кругiв декiлька, зафiксуємо той з них, центр якого має найбiльшу

ординату. В такому разi центри iнших кругiв можуть лежати лише в пiвплощинi,

зображеннiй на рисунку:

Окрiм того, кут α мiж променями, що виходять з центру обраного круга i про-

ходять через центри двох дотичних до нього кругiв, не може бути менший за

60○. Це має мiсце, оскiльки, вiдстань мiж центрами двох таких кругiв a має бути

бiльше або рiвна двом радiусам r, бо iнакше вони б перетинались. Оскiльки цi

два круги дотикаються до обраного, вiдстань вiд його центра до їхнiх центрiв

також дорiвнює двом радiусам.
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Тому

cosα =
4r2 + 4r2 − a2

2 ⋅ 2r ⋅ 2r
=
8r2 − a2

8r2
≤
8r2 − 4r2

8r2
=
1

2
Ð→ 60○ ≤ α < 180○.

Отже, кожен дотичний круг вiдтинає вiд фiксованої пiвплощини кут мiрою що-

найменше 60○. Оскiльки промiнь, що виходить з центру фiксованого круга па-

ралельно осi ординат у напрямку зростання, не включається в пiвплощину, вона

може вмiстити максимум 2 таких кути. Тому фiксований круг може дотикатись

щонайбiльше до 3 кругiв.
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За припущенням iндукцiї, всi iншi круги можна розфарбувати 4 кольори.

Оскiльки фiксований круг дотикається максимум до 3, серед цих 4 кольорiв

також знайдеться колiр для його розфарбування.

3.5 Задача 5

На шахiвницi розтавлено декiлька тур. Покажiть, що достатньо 3 кольо-

ри, щоб розфарбувати тури так, щоб тури одного кольору не били одна одну.

Розв’язання.

Iндукцiя по кiлькостi тур. База iндукцiї. (n = 1) Очевидно.

Крок iндукцiї. (n − 1 → n) Зафiксуємо найправiшу туру. Якщо таких тур де-

кiлька, зафiксуємо найвищу з них. В такому разi фiксована тура може бити

щонайбiльше двi iншi тури. За припущенням iндукцiї, достатньо три кольори,

щоб розфарбувати всi тури, крiм фiксованої. Оскiльки фiксована тура б’є ма-

ксимум двi тури, то серед трьох кольорiв знайдеться ще один колiр саме для

неї.

3.6 Задача 6

Для довiльного графа G на p вершинах, i його доповнення G справедлива

нерiвнiсть

χ(G) + χ(G) ≤ p + 1

Розв’язання.

Для довiльного графа G

χ(G) ≤ 1 +∆(G) = 1 +max
H⊂G
{∆(H)}.
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Нехай q = maxH⊂G{∆(H)}. Тодi χ(G) ≤ 1 + q. Далi покажемо, що для G вико-

нується maxH⊂G{∆(G)} = n− q −1. Припустимо протилежне. Тодi iснує пiдграф

H з G такий, що ∆(H) ≥ n − q. Це означає, що кожна вершина H має степiнь

не бiльший нiж q − 1.

Нехай K – такий пiдграф графа G, що ∆(K) = q (такий пiдграф iснує, оскiльки

q = maxH⊂G{∆(H)}. Зрозумiло, що жодна вершина з K не знаходиться в H.

Далi, ∣V (K)∣ ≥ q + 1 оскiльки ∆(K) = q, що означає

∣V (H)∣ ≤ n − (q + 1) = n − q − 1,

що суперечить факту ∆(H) ≥ n − q. Отже, maxH⊂G{∆(G)} ≤ n − q − 1. Тому

χ(G) ≤ 1 + (n − q − 1) = n − q.

Зiбравши це разом, маємо:

χ(G) + χ(G) ≤ (1 + q) + (n − q) = n + 1.

3.7 Задача 7

Доведiть, що для довiльного графа G з n вершинами, i його доповнення G

справедлива нерiвнiсть

2
√
n ≤ χ(G) + χ(G).

Розв’язання.

Маємо:

(χ(G) − χ(G))2 ≥ 0;

χ2(G) − 2χ(G)χ(G) + χ(G) ≥ 0.

Додамо до обох частин 4χ(G)χ(G):

χ2(G) + 2χ(G)χ(G) + χ(G)2 ≥ 4χ(G)χ(G)
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Оскiльки, за Задачею 1, χ(G)χ(G) ≥ n, то

χ2(G) + 2χ(G)χ(G) + χ(G)2 ≥ 4χ(G)χ(G) ≥ 4n;

(χ(G) + χ(G))2 ≥ 4n;

χ(G) + χ(G) ≥ 2
√
n.
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Висновки

В цiй роботi було розглянуто загальнi поняття теорiї графiв i дослiджена

тема хроматичного числа та розфарбування графiв.

У Роздiлi 1 ми ознайомлюємось з необхiдними означеннями i основними твер-

дженнями теорiї графiв, що формують теоретичне пiдґрунтя для подальшої ро-

боти.

У Роздiлi 2 ми вводимо поняття розфарбування графа та хроматичного чи-

сла графа, тобто найменшого числа кольорiв, який необхiдний для такого роз-

фарбування графа, щоб жоднi двi сумiжнi вершини не мали однакового кольору.

Ми розглядаємо важливi твердження з теорї графiв, якi стосуються оцiнки хро-

матичного числа графа. Виявляється, що граф можна розфарбувати в 1 колiр

тодi i лише тодi, коли вiн пустий, в той час як двох кольорiв достатньо лише

для дводольних графiв. Якщо ж граф мiстить цикл непарної довжини, то його

громатичне число вже строго бiльше 2.

На жаль, основних характеристик заданого графа, як-от кiлькостi його вер-

шин та ребер або набору степенiв вершин, загалом замало, щоб знайти його

точне хроматичне число. Проте цього може бути достатньо, аби надати його

оцiнку.

Пiдроздiл 2.2 присвячено розгляду питання верхньої оцiнки хроматичного

числа графа. Одна з основних теорем в цiй сферi стверджує, що для розфар-

бування довiльного графа достатньо на один колiр бiльше, нiж максимальний

степiнь вершини в цьому графi. Теорема Брукса дає ще бiльш чiтку оцiнку, а

27



саме: якщо зв’язний граф не є непарним циклом або повним графом, то для його

розфарбування достатньо рiвно стiльки кольорiв, яким є максимальний степiнь

вершини в цьому графi. Окрiм того, ми надаємо верхню оцiнку i через кiлькiсть

ребер в графi. У Пiдроздiлi 2.3 розглянуто рiзноманiтнi нижнi оцiнки хромати-

чного числа графа, зокрема через кiлькiсть вершин та число незалежностi або

через кiлькiсть вершин i ребер.

Роздiл 3 присвячено власному внеску, а саме розв’язанню задач на тему роз-

фарбування графiв та знаходження хроматичного числа. Цей роздiл iлюструє

практичне застосування теми i ще раз пiдтверджує, що проблема розфарбува-

ння графiв може виникнути навiть в буденних речах.
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