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Анотацiя

Метою цiєї квалiфiкацiйної роботи є дослiдження властивостей випадкових
графiв та застосування ймовiрнiсного методу у теорiї графiв.

Дослiдження починається з обговорення актуальностi випадкових графiв
та iмовiрнiсного методу. Наведено основнi визначення з теорiї ймовiрностей
та теорiї графiв. Емпiричнi дослiдження проводяться шляхом реалiзацiї алго-
ритмiв на мовi Python для обчислення рiзних властивостей випадкових гра-
фiв, таких як очiкувана кiлькiсть ребер, степенiв вершин, трикутникiв, клiк,
гамiльтонових шляхiв/циклiв. Наведено математичнi вирази для очiкуваних
значень цих властивостей графiв. З використанням ймовiрнiсного методу вве-
дено та розглянуто поняття чисел Рамсея, якi характеризують найменшi роз-
мiри графiв з певними властивостями в термiнах розфарбовування пiдграфiв.

Робота поєднує строгий математичний аналiз з обчислювальними метода-
ми для виявлення закономiрностей i тонкощiв, якi характеризують взаємо-
дiю мiж випадковiстю i структурою в теорiї графiв. Емпiричнi дослiдження
пiдтверджують теоретичнi формули, виведенi для властивостей випадкових
графiв.
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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

У теорiї графiв на перетинi випадковостi та структури виникає захоплюю-
ча галузь - дослiдження властивостей теорiї графiв, зокрема на прикладi
випадкових графiв. Квалiфiкацiйна робота заглиблюється в широку тему ви-
падкових графiв, дослiджуючи їхнi властивостi та поведiнку, за допомогою
ймовiрнiсного методу. Це має посприяти розумiнню їхньої складної природи.

Поняття випадкового графа зараз вiдiграє одну з центральних ролей у
дискретнiй математицi. Однак до середини 1950-х рокiв не iснувало система-
тичної теорiї випадкових графiв. Випадковi графи так чи iнакше виникали
як допомiжнi засоби, проте вперше були описанi в статтi Ердеша та Реньї
наприкiнцi 1950 х та на початку 60-х рокiв, що заклали фундамент сучасної
теорiї випадкових графiв. За пiвстолiття, що минуло з тих пiр теорiя випад-
кових графiв перетворилася на актуальну дисциплiну, багату як на фунда-
ментальнi результати, так i на додатки до рiзних галузей математики, iн-
форматики, бiологiї тощо. На сьогоднi ретельно дослiджено велику кiлькiсть
моделей випадкових графiв, починаючи вiд класичної моделi Ердеша-Реньї
та її природних узагальнень i закiнчуючи моделями веб графiв, соцiальних
мереж, бiологiчних мереж, тощо. У цiй роботi увагу зосереджено на моделi
Ердеша-Реньї.

На вiдмiну вiд детермiнованих графiв, де ребра точно визначенi, випад-
ковi графи вносять елемент випадковостi в процес формування графа. Ця
притаманна їм випадковiсть вiдкриває широке поле для дослiдження, що до-
помагає вивчати появу рiзних структурних властивостей i поведiнки.

Ймовiрнiсний метод, започаткований Ердешем є вiдмiнним iнструментом
для доведення iснування комбiнаторних об’єктiв з певними властивостями.
Не зважаючи на те, що вiн базується на теорiї ймовiрностей - цей метод мо-
жна застосовувати для пiдтвердження теорем, якi не мають жодного зв’язку з
теорiєю ймовiрностей, такi як вищезгаданi випадковi графи. Загальний пiдхiд
може бути визначений наступним чином: замiсть безпосереднього виявлення
"хорошого"об’єкта, метою є доведення iснування такого об’єкта. Хоча явне
виявлення такого об’єкта може виявитися неможливим або зайвим, ймовiр-
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нiсний метод має на метi лише показати, що "хороший"об’єкт iснує. Для цьо-
го розглядається випадковий об’єкт з вiдповiдного ймовiрнiсного простору
i обчислюється ймовiрнiсть того, що вiн вiдповiдає заданим умовам. Якщо
можливо довести, що ця ймовiрнiсть строго позитивна, то можна зробити
висновок, що "хороший"об’єкт iснує, оскiльки в iншому випадку ймовiрнiсть
була б рiвна нулю, якщо всi об’єкти були б "поганими".

Для бiльшої глибини розумiння ширини застосування ймовiрнiсного мето-
ду у роботi розглянуто iнший роздiл теорiї графiв - числа Рамсея. Доведення
оцiнок чисел Рамсея демонструє, як поєднання теорiї ймовiрностей та теорiї
графiв може призводити до нових результатiв i вiдкриттiв у цих галузях.

Ця робота має на метi зробити внесок в iснуючий масив знань про теорiю
графiв та ймовiрнiсний метод, розглядаючи: ключовi питання, застосування,
фундаментальнi принципи. Поєднуючи строгий математичний аналiз з емпi-
ричними дослiдженнями, прагну розкрити основнi закономiрностi та тонко-
щi, якi характеризують взаємодiю мiж випадковiстю та структурою в теорiї
графiв.

1.2 Мета, завдання дослiдження

Метою квалiфiкацiйної роботи є дослiдження застосування ймовiрнiсного ме-
тоду у доведеннi та визначеннi характеристик та теорем теорiї випадкових
графiв та чисел Рамсея.

Це продемонстровано такими задачами:

• Знаходження математичного сподiвання та дисперсiї кiлькостi ребер ви-
падкового графа.

• Знаходження математичного сподiвання та дисперсiї степеня вершини
випадкового графа.

• Знаходження математичного сподiвання кiлькостi трикутникiв та 𝑘-клiк
у випадковому графi.

• Знаходження математичного сподiвання кiлькостi 𝑘-дерев у випадковому
графi.
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• Знаходження математичного сподiвання кiлькостi iзольованих дерев-
компонент заданої та довiльної розмiрностi у випадковому графi.

• Знаходження математичного сподiвання кiлькостi iзольованих циклiв-
компонент довiльної розмiрностi у випадковому графi.

• Доведення твердження про дiаметр випадкових графiв, що майже зав-
жди рiвний 2.

• Доведення твердження, що майже жоден випадковий граф не мiстить 𝑟

незалежних вершин, при 𝑟 ≥ (1 + 𝜖)(2 ln𝑛)/𝑝, 𝜖 > 0 i 𝑝 = 𝑝(𝑛) > 0.

• Емпiричнi дослiдження теоретично знайдених математичних сподiвань
та дисперсiй характеристик випадкового графа.

• Доведення теореми Рамсея. Оцiнка зверху. Для натуральних 𝑚,𝑛 вико-
нується нерiвнiсть 𝑅(𝑚,𝑛) ≤ 𝑅(𝑚− 1, 𝑛) +𝑅(𝑚,𝑛− 1).

• Доведення твердження, що для натуральних 𝑚,𝑛 виконується нерiвнiсть
𝑅(𝑚,𝑛) ≤

(︀
𝑛+𝑚−2
𝑚−1

)︀
.

• Доведення оцiнки знизу, що для натурального числа 𝑘 ≥ 2 виконується
нерiвнiсть 𝑅(𝑘, 𝑘) ≥ 2

𝑘
2 .
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2 Огляд основних теоретичних означень та твер-

джень

2.1 Теорiя ймовiрностей

Означення 2.1.1.
Ймовiрнiсний простiр — це трiйка (Ω,ℱ ,P), де
–Ω — довiльна множина, елементи якої називаються елементарними подiями,
сама множина називається простором елементарних подiй.
–ℱ — сигма-алгебра пiдмножин Ω, званих (випадковими) подiями;
–P — ймовiрнiсна мiра або ймовiрнiсть, тобто сигма-адитивна скiнченна мiра,
така що P(Ω) = 1

Лема 2.1.1.
Для будь-якого набору подiй 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛

𝑃

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
≤

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖)

Означення 2.1.2.
Подiї 𝐴 та 𝐵 називаються незалежними якщо:

𝑃 (𝐴 ∩𝐵) = 𝑃 (𝐴) · 𝑃 (𝐵)

Означення 2.1.3.
Умовна ймовiрнiсть. Коли 𝐴,𝐵 ∈ 𝐹 i 𝑃 (𝐵) > 0, умовна ймовiрнiсть подiї
𝐴 при умовi виконання подiї 𝐵 позначається:

𝑃 (𝐴 | 𝐵) =
𝑃 (𝐵)

𝑃 (𝐴 ∩𝐵)
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Означення 2.1.4.
Випадкова величина — це функцiя 𝑋 : Ω → R визначена на ймовiрнiсно-
му просторi (Ω,ℱ ,P), що є P-вимiрною. Iншими словами: змiнна, значення
якої визначається в результатi випробування або спостереження, при цьому
цi значення є непередбачуваними або випадковими. Випадкова величина мо-
же набувати рiзних числових значень з певною ймовiрнiстю.
Випадковi величини бувають двох основних типiв:
Дискретнi випадковi величини - набувають окремих, iзольованих числових
значень.
Неперервнi випадковi величини - можуть набувати будь-яких числових зна-
чень на певному iнтервалi.

Означення 2.1.5.
Математичне сподiвання (середнє значення) випадкової величини є однi-
єю з основних числових характеристик в теорiї ймовiрностей. Воно визнача-
ється як сума добуткiв кожного з можливих значень випадкової величини на
його ймовiрнiсть. Для дискретної випадкової величини 𝑋, яка може прийма-
ти значення 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 з ймовiрностями 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 вiдповiдно, матема-
тичне сподiвання визначається як:

𝐸(𝑋) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖

де 𝐸(𝑋) позначає математичне сподiвання випадкової величини 𝑋.
Для неперервної випадкової величини 𝑋 з щiльнiстю ймовiрностi 𝑓(𝑥), ма-
тематичне сподiвання визначається як iнтеграл по всiй областi визначення 𝑋:

𝐸(𝑋) =

∫︁ ∞

−∞
𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Властивостi математичного сподiвання:

Математичне сподiвання константи дорiвнює цiй константi:

𝐸(𝑐) = 𝑐, де 𝑐 - константа
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Сталий множник можна виносити за знак математичного сподiвання:

𝐸(𝑋) = 𝐸(𝑋), де - константа

Математичне сподiвання суми двох випадкових величин дорiвнює сумi мате-
матичних сподiвань доданкiв:

𝐸(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌 )

Означення 2.1.6.
Незалежнiсть випадкових величин. Дискретнi випадковi величини 𝑋, 𝑌

є незалежними, коли для довiльних двох множин 𝐴,𝐵 ⊆ R

𝑃 (𝑋 ∈ 𝐴 and 𝑌 ∈ 𝐵) = 𝑃 (𝑋 ∈ 𝐴) · 𝑃 (𝑌 ∈ 𝐵)

Лема 2.1.2.
Для незалежних випадкових величин 𝑋, 𝑌 виконується:

𝐸(𝑋𝑌 ) = 𝐸(𝑋) * 𝐸(𝑌 )

Означення 2.1.7.
Дисперсiя випадкової величини є мiрою розсiяння її значень вiдносно її ма-
тематичного сподiвання. Для випадкової величини 𝑋 з математичним сподi-
ванням 𝐸(𝑋), дисперсiя визначається як:

𝐷(𝑋) = 𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋))2]

Властивостi дисперсiї:

Дисперсiя константи дорiвнює нулю:

𝐷(𝑐) = 𝐸[(𝑐− 𝐸(𝑐))2] = 𝐸[(𝑐− 𝑐)2] = 𝐸[0] = 0, де 𝑐 - константа
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Сталий множник можна виносити за знак дисперсiї:

𝐷(𝑐𝑋) = 𝐸[(𝑐𝑋 −𝐸(𝑐𝑋))2] = 𝑐2𝐸[(𝑋 −𝐸(𝑋))2] = 𝑐2𝐷(𝑋), де - константа

Дисперсiю також можна виразити так:

𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2)− 𝐸(𝑋)2

Лема 2.1.3.
Для випадкових величин 𝑋, 𝑌 виконується:

𝐷(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷(𝑋) +𝐷(𝑌 ) + 2𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌 )

У випадку бiльшої кiлькостi випадкових величин:

𝐷(
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐷(𝑋𝑖) +
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

𝐶𝑜𝑣 або коварiацiя - це мiра лiнiйної залежностi мiж двома випадковими
величинами. Вона показує, як значення однiєї величини змiнюються вiдносно
значень iншої. Коварiацiя незалежних випадкових величин рiвна нулю.
Для випадкових величин 𝑋, 𝑌 :

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌 ) = 𝐸(𝑋𝑌 )− 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌 )
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2.2 Теорiя графiв, означення моделi випадкового графа

Введемо деякi означення з теорiї графiв, якi є необхiдними для розумiння
теми.

Означення 2.2.1.
Графом 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається така пара впорядкованих множин 𝑉 i 𝐸,
де 𝑉 — множина вершин, що є непорожньою i скiнченною, а 𝐸 — множина
ребер, що складається з невпорядкованих пар елементiв множини вершин.

Введемо такi позначення, якi надалi будемо використовувати у роботi:
– 𝐸(𝐺) — множина ребер 𝐸 графа 𝐺.
– 𝑉 (𝐺) — множина вершин 𝑉 графа 𝐺.
– (𝑢, 𝑣) — ребро, що з’єднує вершини 𝑢 i 𝑣.
Такi уточнення допомагають розумiти про ребра та вершини, якого графа
йшлося.

Нехай 𝑛 є натуральним числом, також iснує ймовiрнiсть 0 ≤ 𝑝 ≤ 1. Роз-
глянемо множину графiв з множиною вершин (1, ..., 𝑛) .

Означення 2.2.2.
Ймовiрнiсний простiр 𝐺(𝑛, 𝑝), визначений вiдповiдно до розподiлу 𝑃 [(𝑢, 𝑣) ∈
𝐸(𝐺)] = 𝑝, де всi подiї попарно незалежнi, називається стандартною мо-
деллю випадкового графа, або просто випадковим графом. Цю модель часто
застосовують у ймовiрнiсному методi для доведення iснування деяких графiв.

Теорема 2.2.1.
Якщо 𝑝 ∈ [0, 1] ймовiрнiсть графа з 𝑛 вершинами i 𝑘 ребрами 𝐺(𝑛, 𝑝) введемо
поняття оберненої ймовiрностi 𝑞 = 1 − 𝑝, що позначає ймовiрнiсть того, що
ребро мiж вершинами проведно не буде. Тодi:

𝑃 (𝐺) = 𝑝𝑘𝑞(
𝑛
2)−𝑘

Тодi якщо Ω — множина усiх графiв на 𝑛 вершинах, то 𝑃 (Ω) = 1

Доведення.
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𝑃 (Ω) =

(𝑛2)∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑞(
𝑛
2)−𝑘 = (𝑝+ 𝑞)(

𝑛
2) = (𝑝+ 1− 𝑝)(

𝑛
2) = 1
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2.3 Означення теорiї чисел Рамсея

У теорiї графiв числа Рамсея грають важливу роль i вивчають характеристи-
ки, якi вказують на найменшi розмiри графiв, що мають заданi властивостi.
Числа Рамсея названi на честь математика та фiлософа Френка П. Рамсея,
який першим вивчав комбiнаторнi властивостi цих чисел.

Ймовiрнiсний метод буде корисним для огляду теми чисел Рамсея. Роз-
глянемо досить просте формулювання: нехай для заданої множини об’єктiв
iмовiрнiсть того, що об’єкт не має деякої властивостi, менша за 1. Тодi має
iснувати об’єкт, що має цю властивiсть. Це, насправдi, i є формулювання
теореми про iснування.

Розглянемо сiмейство 𝐹 пiдмножин 𝐴𝑖 скiнченної основної множини 𝑋,
якi мають однакову розмiрнiсть 𝑑 ≥ 2. Сiмейство 𝐹 назвемо 2-розфарбов-
уваним, якщо iснує таке розфарбування 𝑋 у два кольори, що в кожнiй пiд-
множинi 𝐴𝑖 є елементи обох кольорiв. Зрозумiло, що не для кожного сiмейства
iснує таке розфарбування. До прикладу, розглянемо всi 𝑑-елементнi пiдмно-
жини множини 𝑋, що складається з 2𝑑− 1 елементiв.

Тодi за будь-якого розфарбування у два кольори знайдуться 𝑑 елемен-
тiв однакового розфарбування. З iншого боку, настiльки ж зрозумiло, що
кожне пiдсiмейство 2-розфарбованого сiмейства 𝑑-елементних множин саме
є 2-розфарбованим. Тому нас цiкавить найменше число 𝑚 = 𝑚(𝑑), таке що
iснує сiмейство з 𝑚 множин, що не є 2-розфарбовуваним. Iнакше кажучи,
𝑚(𝑑) - найбiльше число, таке що кожне сiмейство, яке мiстить менше за 𝑚

множин, є 2-розфарбованим.
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3 Випадковi графи

3.1 Теоретичнi дослiдження

Задача 3.1.1.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi ребер графа 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Для зручностi i кращого розумiння будемо користуватися iндикаторними
випадковими величинами. Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть ребер.
Оскiльки максимальна кiлькiсть ребер графа рiвна

(︀
𝑛
2

)︀
можна виразити 𝑎

через 𝑎𝑖 — iндикаторнi випадковi величини наявностi 𝑖-го ребра:

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎(𝑛2)

Очевидно, що 𝐸(𝑎𝑖) = 1 · 𝑝+ 0 · 𝑞 = 𝑝, вiдповiдно:

𝐸(𝑎) = 𝐸(

(𝑛2)∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖) =

(𝑛2)∑︁
𝑖=1

𝐸(𝑎𝑖) =

(︂
𝑛

2

)︂
· 𝑝

Задача 3.1.2.
Знайдемо математичне сподiвання степеня вершини графа 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Оскiльки визначення 𝐺(𝑛, 𝑝) є симетричним, вибiр вершини не має значення.
Схоже до задачi 3.1.1 вводимо аналогiчнi iндикаторнi випадковi величини,
але випадкова величина 𝑎 — степiнь вершини. А оскiльки максимально мо-
жливий степiнь вершини рiвний 𝑛− 1:

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛−1

Вiдповiдно:

𝐸(𝑎) = (𝑛− 1) · 𝑝
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Задача 3.1.3.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi трикутникiв в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть трикутникiв. Оскiльки максимальна
кiлькiсть трикутникiв графа рiвна

(︀
𝑛
3

)︀
можна виразити 𝑎 через 𝑎𝑖 — iндика-

торнi випадковi величини наявностi 𝑖-го трикутника:

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎(𝑛3)

У цьому випадку:

𝐸(𝑎𝑖) = 1 · 𝑝3 + 0 · 𝑝2𝑞 + 0 · 𝑝𝑞2 + 0 · 𝑞3 = 𝑝3

Вiдповiдно:

𝐸(𝑎) = 𝐸(

(𝑛3)∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖) =

(𝑛3)∑︁
𝑖=1

𝐸(𝑎𝑖) =

(︂
𝑛

3

)︂
· 𝑝3

Задача 3.1.4.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi клiк розмiрностi 𝑘 в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть клiк розмiрностi 𝑘. Оскiльки макси-
мальна кiлькiсть таких клiк в графi рiвна

(︀
𝑛
𝑘

)︀
можна виразити 𝑎 через 𝑎𝑖 —

iндикаторнi випадковi величини наявностi 𝑖-ї клiки розмiрностi 𝑘:

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎(𝑛𝑘)

Оскiльки кiлькiсть ребер у клiцi дорiвнює
(︀
𝑘
2

)︀
можемо виразити математичне

сподiвання так:
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𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑝(

𝑘
2)

Задача 3.1.5.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi Гамiльтонових шляхiв в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть Гамiльтонових шляхiв. Оскiльки
максимальна кiлькiсть таких шляхiв у неорiєнтованому графi рiвна 𝑛!/2 (ко-
жен Гамiльтонiв шлях має вiдповiдний зворотний шлях, тому дiлимо загальну
кiлькiсть перестановок вершин на 2, щоб не рахувати один i той самий шлях
двiчi) можна виразити 𝑎 через 𝑎𝑖 — iндикаторнi випадковi величини наявно-
стi 𝑖-го Гамiльтонового шляху:

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛!/2

Оскiльки кiлькiсть ребер у шляховi дорiвнює (𝑛− 1) можемо виразити мате-
матичне сподiвання так:

𝐸(𝑎) =
𝑛!

2
· 𝑝𝑛−1

Задача 3.1.6.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi Гамiльтонових циклiв в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть Гамiльтонових циклiв. Оскiльки ма-
ксимальна кiлькiсть таких циклiв у неорiєнтованому графi рiвна (𝑛 − 1)!/2

(мiнус вершина, з якої починається i якою закiнчується цикл) можна вирази-
ти 𝑎 через 𝑎𝑖 — iндикаторнi випадковi величини наявностi 𝑖-го Гамiльтонового
циклу:

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎(𝑛−1)!/2
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Оскiльки кiлькiсть ребер у шляховi дорiвнює (𝑛) можемо виразити матема-
тичне сподiвання так:

𝐸(𝑎) =
(𝑛− 1)!

2
· 𝑝𝑛

Не важко здогадатися, що iндикатори є просто допомiжними поняттями, якi
допомагають краще зрозумiти комбiнаторну i ймовiрнiсну оцiнку характери-
стик та властивостей.
Для наступних задач потрiбно буде оцiнити кiлькiсть можливих дерев у гра-
фi на 𝑛 вершинах. Для цього розглянемо теорему Келi.

Теорема Келi
Кiлькiсть можливих зафiксованих дерев на 𝑛 вершинах дорiвнює 𝑛𝑛−2

Задача 3.1.7.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi дерев розмiрностi 𝑘 в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Варто зазначити що нас цiкавлять всi можливi 𝑘-пiдграфи, якi є деревами,
тобто можуть iснувати навiть у повному графi.
Розв’язання.
Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть дерев розмiрностi 𝑘. Як i в задачi
3.1.4 Ми фiксуємо кiлькiсть пiдграфiв на 𝑘 вершинах рiвну

(︀
𝑛
𝑘

)︀
. Максимальна

кiлькiсть рiзних дерев на цих зафiксованих 𝑘 вершинах рiвна 𝑘𝑘−2 з теореми
Келi. I оскiльки кiлькiсть ребер у деревi дорiвнює (𝑘 − 1) можемо виразити
математичне сподiвання так:

𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑘𝑘−2 · 𝑝𝑘−1

Задача 3.1.8.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi iзольованих дерев-компонент роз-
мiрностi 𝑘 в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
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Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть таких дерев-компонент розмiрностi
𝑘. Як i в задачi 3.1.5 фiксуємо кiлькiсть пiдграфiв на 𝑘 вершинах рiвну

(︀
𝑛
𝑘

)︀
.

Максимальна кiлькiсть рiзних дерев на цих зафiксованих 𝑘 вершинах рiвна
𝑘𝑘−2 з теореми Келi. Кiлькiсть ребер у деревi дорiвнює (𝑘 − 1).
Але на вiдмiну вiд попередньої задачi ще необхiдно переконатись, що зайвих
ребер проведено не буде. Розглянемо кiлькiсть непроведених ребер всерединi
k-пiдграфа. Оскiльки всерединi компоненти не повинно бути додаткових ре-
бер мiж вершинами окрiм тих, що вже формують дерево: усi можливi ребра
в пiдграфi -

(︀
𝑘
2

)︀
i вiд цiєї кiлькостi вiднiмаємо ребра дерева.

(︀
𝑘
2

)︀
− (𝑘 − 1).

Також важливо щоб компонента залишалась iзольованою, тобто розглянемо
кiлькiсть непроведених ребер до вершин поза компонентою для кожної вер-
шини 𝑘-пiдграфа. Досить очевидно що це дорiвнює 𝑘 * (𝑛− 𝑘). Маючи все це
можемо виразити математичне сподiвання:

𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑘𝑘−2 · 𝑝𝑘−1 · 𝑞(

𝑘
2)−(𝑘−1)+𝑘(𝑛−𝑘)

Задача 3.1.9.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi вершин, що належать iзольова-
ним деревам-компонентам будь-якої розмiрностi в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Нехай випадкова величина 𝑎𝑣 — кiлькiсть вершин, що належать iзольованим
деревам-компонентам. Оскiльки у задачi 3.1.8 вже обчислено математичне
сподiвання кiлькостi таких дерев-компонент 𝐸(𝑎𝑡) можна обчислити 𝐸(𝑎𝑣)

шляхом домноження на 𝑘 (оскiльки кожне дерево розмiрностi 𝑘 складається
з 𝑘 вершин) i сумуванням для всiх можливих 𝑘:

𝐸(𝑎𝑣) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘 · 𝐸(𝑎𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘 ·
(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑘𝑘−2 · 𝑝𝑘−1 · 𝑞(

𝑘
2)−(𝑘−1)+𝑘(𝑛−𝑘)

Задача 3.1.10.
Знайдемо математичне сподiвання кiлькостi вершин, що належать iзольова-
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ним циклам-компонентам будь-якої розмiрностi в 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Нехай випадкова величина 𝑎𝑣 — кiлькiсть вершин, що належать iзольованим
циклам-компонентам. Використаємо пiдхiд з задачi 3.1.9 для перебору усiх
можливих розмiрностей циклу (вiд 3 до 𝑛), вiдповiдно спочатку сформулюємо
математичне сподiвання кiлькостi iзольованих циклiв-компонент розмiрностi
𝑘:
Позначимо вiдповiдну випадкову величину через 𝑎𝑐. Як i в попереднiх задачах
фiксуємо кiлькiсть пiдграфiв на 𝑘 вершинах рiвну

(︀
𝑛
𝑘

)︀
. Iз задачi 3.1.6 вiдомо

що є (𝑘−1)!
2 способiв розмiстити 𝑘 вершин у циклi. Аналогiчно до задачi 3.1.8

визначаємо, що у компонентах зв’язностi кiлькiсть непроведених ребер рiв-
на
(︀
𝑘
2

)︀
−𝑘+𝑘(𝑛−𝑘). Маючи все це можемо виразити математичне сподiвання:

𝐸(𝑎𝑐) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
· (𝑛− 1)!

2
· 𝑝𝑘 · 𝑞(

𝑘
2)−𝑘+𝑘(𝑛−𝑘)

Звiдси знаходимо 𝐸(𝑎𝑣):

𝐸(𝑎𝑣) =
𝑛∑︁

𝑘=3

𝑘 · 𝐸(𝑎𝑐) =
𝑛∑︁

𝑘=3

𝑘 ·
(︂
𝑛

𝑘

)︂
· (𝑘 − 1)!

2
· 𝑝𝑘 · 𝑞(

𝑘
2)−𝑘+𝑘(𝑛−𝑘)

Задача 3.1.11.
Знайдемо дисперсiю степеня вершини графа 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Як i в задачi 3.1.2 позначимо випадкову величину 𝑎 — степiнь вершини, який
виражаємо через суму 𝑎𝑖 — iндикаторних випадкових величин наявностi 𝑖-го
ребра, а максимальний степiнь вершини 𝑛− 1. Тодi:

𝐷(𝑎) = 𝐷(
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖) =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝐷(𝑎𝑖)

Дисперсiю 𝐷(𝑎) степеня вершини графа можна обчислити за припущення,
що ребра є незалежними. Оскiльки 𝑎 є сумою 𝑛 − 1 незалежних випадко-
вих величин Бернуллi (кожна з ймовiрнiстю успiху 𝑝), кожна з дисперсiєю
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𝑝(1− 𝑝), дисперсiя 𝑎 є просто сумою дисперсiй цих 𝑛− 1 змiнних.
Отже, дисперсiя 𝐷(𝑎) визначається за формулою:

𝐷(𝑎) = (𝑛− 1)(𝑝− 𝑝2)

Задача 3.1.12.
Знайдемо дисперсiю кiлькостi трикутникiв в графi 𝐺(𝑛, 𝑝).
Розв’язання.
Як i в задачi 3.1.3 позначимо випадкову величину 𝑎 — кiлькiсть трикутникiв,
який виражаємо через суму 𝑎𝑖 — iндикаторних випадкових величин наявностi
𝑖-го трикутника, а максимальна кiлькiсть трикутникiв в графi рiвна

(︀
𝑛
3

)︀
. Тодi:

𝐷(𝑎) = 𝐷(
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐷(𝑎𝑖) +
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑖, 𝑎𝑗)

𝐸(𝑎𝑖) = 𝑝3 (iз задачi 3.1.3 ), тодi за формулою дисперсiї випадкової величини
Бернуллi:

𝐷(𝑎𝑖) = 𝑝3 − 𝑝6

Тепер потрiбно розглянути два випадки для знаходження 𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑖, 𝑎𝑗).

Випадок 1.
Якщо 𝑎𝑖 i 𝑎𝑗 незалежнi випадковi величини (їм вiдповiдають трикутники, що
реберно не перетинаються). Тодi 𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) = 0 i нас не цiкавить оцiнка кiль-
костi таких випадкiв.

Випадок 2.
Якщо 𝑎𝑖 i 𝑎𝑗 залежнi випадковi величини (їм вiдповiдають трикутники, що
ребром перетинаються). Тодi iз задачi 3.1.3 𝐸(𝑎𝑖𝑎𝑗) = 𝑝5. Вiдповiдно обчи-
слимо коварiацiю:

𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) = 𝐸(𝑎𝑖𝑎𝑗)− 𝐸(𝑎𝑖)𝐸(𝑎𝑗) = 𝑝5 − 𝑝6
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Кожна така пара трикутникiв, що перетинаються, має чотири вершини
(︀
𝑛
4

)︀
,

а кожен набiр з чотирьох вершин вiдповiдає 12 таким парам (будь-яке з ре-
бер(6) може бути спiльним у два порядки).
Вiдповiдно можемо виразити 𝐷(𝑎):

𝐷(𝑎) =

(︂
𝑛

3

)︂
· (𝑝3 − 𝑝6) + 12

(︂
𝑛

4

)︂
· (𝑝5 − 𝑝6)

Задача 3.1.13. Дiаметр випадкових графiв.
Вiдомо, що дiаметр випадкового графа майже завжди рiвний 2.
Розв’язання.
Для доведення цього твердження потрiбно дослiдити, що при 𝑛 → ∞ ймовiр-
нiсть того що граф має дiаметр 2 рiвна 1. Для цього обчислимо ймовiрностi
того, що дiаметр графа рiвний 1(граф повний) i дiаметр графа бiльший 2.

𝑃 (𝑑(𝐺) = 1) = 𝑝(
𝑛
2)

для 𝑃 (𝑑(𝐺) > 2) розiб’ємо ймовiрнiсть на об’єднання подiй - шлях мiж парою
вершин буде бiльше 2.

𝑃 (𝑑(𝐺) > 2) = 𝑃

(︃ ⋃︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

{𝑑(𝑖, 𝑗) > 2}

)︃

Ймовiрнiсть подiї, що вiдстань мiж двома вершинами бiльша 2 можна запи-
сати таким чином:

𝑃 (i та j не iнцидентнi) · (1− 𝑃 (якась w iнцидентна i та j))𝑛−2

Вiдповiдно:

𝑃 (𝑑(𝐺) > 2) = 𝑃

(︃ ⋃︁
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

{𝑑(𝑖, 𝑗) > 2}

)︃
≤

≤
∑︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑞 · (1− 𝑝2)𝑛−2 =

(︂
𝑛

2

)︂
· 𝑞 · (1− 𝑝2)𝑛−2
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Можемо записати 𝑃 (𝑑(𝐺) = 2):

𝑃 (𝑑(𝐺) = 2) = 1− 𝑝(
𝑛
2) −

(︂
𝑛

2

)︂
· 𝑞 · (1− 𝑝2)𝑛−2

Обчислимо значення ймовiрностi при 𝑛 → ∞:

lim
𝑛→∞

(︂
1− 𝑝(

𝑛
2) −

(︂
𝑛

2

)︂
· 𝑞 · (1− 𝑝2)𝑛−2

)︂
=

= 1− lim
𝑛→∞

(︁
𝑝

𝑛(𝑛−1)
2

)︁
− 𝑞 lim

𝑛→∞

⎛⎜⎝ 𝑛(𝑛− 1)

2
(︁

1
1−𝑝2

)︁𝑛−2

⎞⎟⎠
Скористаємось властивiстю, що показникова функцiя з основою степеня > 1
зростає швидше за степеневу, для останнього доданка:

∀𝛽 ∈ R,∀𝑎 > 1 : lim
𝑛→∞

𝑛𝛽

𝑎𝑛
= 0.

I отримаємо:

lim
𝑛→∞

𝑃 (𝑑(𝐺) = 2) = 1

Доведено ■.

Задача 3.1.14.
Нехай 𝜖 > 0 i 𝑝 = 𝑝(𝑛) > 0, i нехай 𝑟 ≥ (1 + 𝜖)(2 ln𝑛)/𝑝 цiлочисельна фун-
кцiя вiд 𝑛. Довести що майже жоден граф 𝐺(𝑛, 𝑝) не мiстить 𝑟 незалежних
вершин. Розв’язання.
Для доведення цього твердження потрiбно дослiдити, що при 𝑛 → ∞ ймо-
вiрнiсть знайти набiр з 𝑟 незалежних вершин рiвна 0.
Для того, щоб набiр з 𝑟 вершин був незалежним, нiякi двi вершини в ньому не
можуть мати спiльне ребро. Ймовiрнiсть того, що певна множина 𝑟 вершин
є незалежною, дорiвнює (1− 𝑝)(

𝑟
2)

Нехай випадкова величина 𝑎 — кiлькiсть незалежних наборiв розмiрностi 𝑟 в
𝐺(𝑛, 𝑝).
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𝑃 (𝑎 ≥ 1) ≤
(︂
𝑛

𝑟

)︂
(1− 𝑝)(

𝑟
2)

Скористаємось вiдомою нерiвнiстю:

∀𝑝 ≥ 0 : 1− 𝑝 ≤ 𝑒−𝑝

Тодi:

(1− 𝑝)(
𝑟
2) ≤ 𝑒−𝑝(𝑟2)

Також: (︂
𝑛

𝑟

)︂
≤ 𝑛𝑟

Отже: (︂
𝑛

𝑟

)︂
(1− 𝑝)(

𝑟
2) ≤ 𝑛𝑟(𝑒−𝑝)(

𝑟
2) = 𝑛𝑟𝑒−𝑝 𝑟(𝑟−1)

2 =
(︁
𝑛𝑒−𝑝 𝑟−1

2

)︁𝑟
Оцiнимо 𝑛𝑒−𝑝 𝑟−1

2

𝑛𝑒
−𝑝𝑟
2 +𝑝

2 ≤ 𝑛𝑒
−𝑝(1+𝜖)(2 ln𝑛)

2𝑝 +𝑝
2 = 𝑛𝑒−(1+𝜖) ln𝑛 · 𝑒

𝑝
2 =

= 𝑛 · 𝑛1−𝜖 · 𝑒
𝑝
2 = 𝑛−𝜖 · 𝑒

𝑝
2 ≤

√
𝑒

𝑛𝜖
→ 0, 𝑛 → ∞

Тодi:

(︁
𝑛𝑒−𝑝 𝑟−1

2

)︁𝑟
→ 0, 𝑛 → ∞

Отже:

lim
𝑛→∞

𝑃 (𝑎 ≥ 1) = 0

Доведено ■.
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3.2 Емпiричнi дослiдження

У цьому роздiлi наведено результати емпiричного дослiдження властивостей
випадкових графiв, що були розглянутi вище. Для цього мною було розро-
блену просту програму на мовi програмування Python. Клас RandomGraph
слугує для генерацiї випадкових графiв з n вершинами, де мiж будь-якими
двома вершинами iснує ребро з ймовiрнiстю p. Клас реалiзований з викори-
станням бiблiотеки NetworkX.

class RandomGraph:

def __init__(self, n, p):

self.n = n

self.p = p

self.graph = self.generate_graph()

def generate_graph(self):

G = nx.Graph()

G.add_nodes_from(range(self.n))

for i in range(self.n):

for j in range(i+1, self.n):

if random.random() < self.p:

G.add_edge(i, j)

return G

def generate_random_graphs(n, p, num_graphs):

graphs = []

for _ in range(num_graphs):

graph = RandomGraph(n, p)

graphs.append(graph)

return graphs

Задача 3.1.1.
Математичне сподiвання кiлькостi ребер графа 𝐺(𝑛, 𝑝).
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𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

2

)︂
· 𝑝

Обчислення кiлькостi ребер графа вже закладено в бiблiотеку, тому викори-
стовується така проста функцiя:

def get_edge_count(self):

return len(self.graph.edges())

То ж результати пiсля обчислення для 10 000 випадкових графiв:

n p Мат. сподiвання Обчислене значення

10 0.5 22.5 22.478
100 0.1 495 495.124
10 0.8 980 980.076

Задача 3.1.2.
Математичне сподiвання степеня вершини графа 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎) = (𝑛− 1) · 𝑝

У обчисленнях розглядається випадкова вершина графа. Обчислення степе-
ня вершини вже закладено в бiблiотеку:

def get_random_vertex_degree(self):

random_vertex = random.choice(list(self.graph.nodes()))

return self.graph.degree(random_vertex)

То ж результати пiсля обчислення для 10 000 випадкових графiв:
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n p Мат. сподiвання Обчислене значення

10 0.5 4.5 4.519
100 0.1 9.9 9.913
10 0.8 7.2 7.203

Задача 3.1.3.
Математичне сподiвання кiлькостi трикутникiв в 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

3

)︂
· 𝑝3

Функцiя перебирає всi можливi комбiнацiї трьох вершин у графi. Для ко-
жної комбiнацiї створюється пiдграф, породжений цими трьома вершинами,
i перевiряє, чи кiлькiсть ребер у пiдграфi дорiвнює максимально можливiй
кiлькостi ребер у трикутнику (трьом). Якщо умова виконується, то збiль-
шується змiнна-лiчильник. Пiсля перебору всiх комбiнацiй метод повертає
кiнцеве значення лiчильника, яке представляє загальну кiлькiсть трикутни-
кiв у графi:

def num_triangles(self):

nodes = list(self.graph.nodes())

count = 0

for nodes_in_clique in combinations(nodes, 3):

if self.graph.subgraph(nodes_in_clique)

.number_of_edges() == 3 * (3 - 1) // 2:

count += 1

return count

То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:
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n p Мат. сподiвання Обчислене значення

10 0.5 15 14.807
3 0.65 0.275 0.279
10 0.8 61.44 61.428

Задача 3.1.4.
Математичне сподiвання кiлькостi клiк розмiрностi 𝑘 в 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑝(

𝑘
2)

Як i у випадку трикутникiв iде перебiр всiх комбiнацiй 𝑘 вершин у графi. По
сутi, це загальна версiя попередньо розглянутої функцiї:

def num_k_cliques(self, k):

nodes = list(self.graph.nodes())

count = 0

for nodes_in_clique in combinations(nodes, k):

if self.graph.subgraph(nodes_in_clique)

.number_of_edges() == k * (k - 1) // 2:

count += 1

return count

То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:

n p k Мат. сподiвання Обчислене значення

10 0.5 5 0.246 0.238
10 0.9 5 87.867 86.987
15 0.2 4 0.087 0.082

Задача 3.1.5.
Математичне сподiвання кiлькостi Гамiльтонових шляхiв в 𝐺(𝑛, 𝑝).
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𝐸(𝑎) =
𝑛!

2
· 𝑝𝑛−1

Функцiя обчислює кiлькiсть Гамiльтонових шляхiв у графi. Обчислюються
всi можливi перестановки вершин у графi. Для кожної перестановки викону-
ється iтерацiя по вершинах i перевiряється, чи iснує ребро мiж послiдовними
вершинами в перестановцi. Якщо таке ребро iснує, поточна вершина дода-
ється до шляху. Якщо довжина шляху стає рiвною кiлькостi вершин мiнус
один, це означає, що знайдено Гамiльтонiв шлях, i лiчильник збiльшується.
Нарештi, метод повертає кiлькiсть, подiлену на два, щоб врахувати той факт,
що кожен Гамiльтонiв шлях можна пройти в обидвох напрямках.

def num_hamiltonian_paths(self):

count = 0

nodes = list(self.graph.nodes())

for perm in permutations(nodes):

path = []

for i in range(len(perm)):

u = perm[i]

if i == len(perm) - 1:

break

v = perm[i + 1]

if self.graph.has_edge(u, v):

path.append(u)

else:

break

if len(path) == len(perm) - 1:

count += 1

return count/2

То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:
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n p Мат. сподiвання Обчислене значення

6 0.5 11.25 10.833
8 0.1 0.002 0.002
5 1 60 60

Задача 3.1.6.
Математичне сподiвання кiлькостi Гамiльтонових циклiв в 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎) =
(𝑛− 1)!

2
· 𝑝𝑛

Ця функцiя схожа на попередню, основна вiдмiннiсть полягає в умовi, яка ви-
користовується для перевiрки того, чи знайдено допустимий цикл. У функцiї
num-hamiltonian-cycles допустимий цикл вважається знайденим, якщо дов-
жина шляху дорiвнює кiлькостi вершин, оскiльки остання вершина повинна
бути з’єднана з першою, щоб утворився цикл. Крiм того, остаточний пiдраху-
нок дiлиться на 2*self.n, а не просто на 2, де self.n - кiлькiсть вершин у графi,
щоб врахувати той факт, що кожен гамiльтонiв цикл може бути пройдений в
обох напрямках i може починатися з будь-якої вершини.

def num_hamiltonian_cycles(self):

count = 0

nodes = list(self.graph.nodes())

for perm in permutations(nodes):

path = []

for i in range(len(perm)):

u = perm[i]

if i == len(perm) - 1:

v = perm[0]

else:

v = perm[i + 1]

if self.graph.has_edge(u, v):
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path.append(u)

else:

break

if len(path) == len(perm):

count += 1

return count/(2*self.n)

То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:

n p Мат. сподiвання Обчислене значення

6 0.5 0.938 0.921
8 0.25 0.038 0.048
5 1 12 12

Задача 3.1.7.
Математичне сподiвання кiлькостi дерев розмiрностi 𝑘 в 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑘𝑘−2 · 𝑝𝑘−1

Функцiя перераховує всi пiдмножини з 𝑘 − 1 ребер вихiдного графа i будує
пiдграфи з цих пiдмножин ребер. Потiм перевiряється, чи кожен пiдграф є
деревом з рiвно 𝑘 вершинами, збiльшуючи лiчильник для кожного знайдено-
го пiдграфа.

def num_k_trees(self, k):

count = 0

edges = list(self.graph.edges())

for edge_subset in combinations(edges, k-1):

subgraph = nx.Graph(edge_subset)

if nx.is_tree(subgraph) and len(subgraph.nodes()) == k:

count += 1

return count
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То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:

n p k Мат. сподiвання Обчислене значення

4 0.6 3 4.32 4.218
4 0.6 4 3.456 3.492
6 0.2 3 2.4 2.407

Задача 3.1.8.
Математичне сподiвання кiлькостi iзольованих дерев-компонент розмiрностi
𝑘 в 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎) =

(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑘𝑘−2 · 𝑝𝑘−1 · 𝑞(

𝑘
2)−(𝑘−1)+𝑘(𝑛−𝑘)

Функцiя перераховує всi 𝑘-розмiрнi компоненти зв’язностi. Якщо така ком-
понента мiстить 𝑘 − 1 ребер збiльшується лiчильник для кожної знайденої
компоненти .

def num_k_isolated_trees(self, k):

count = 0

components = [c for c in

nx.connected_components(self.graph) if len(c) == k]

for component in components:

if self.graph.subgraph(component)

.number_of_edges() == k - 1:

count += 1

return count

То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:
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n p k Мат. сподiвання Обчислене значення

4 0.6 3 0.110 0.096
4 0.6 4 0.221 0.217
6 0.2 3 0.257 0.246

Задача 3.1.9.
Математичне сподiвання кiлькостi вершин, що належать iзольованим деревам-
компонентам будь-якої розмiрностi в 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎𝑣) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑘 ·
(︂
𝑛

𝑘

)︂
· 𝑘𝑘−2 · 𝑝𝑘−1 · 𝑞(

𝑘
2)−(𝑘−1)+𝑘(𝑛−𝑘)

Функцiя обчислює загальну кiлькiсть вершин, присутнiх у всiх iзольованих
деревах заданого графа self.graph. Спочатку визначаються всi компоненти
зв’язностi у графi. Для кожної компоненти зв’язностi перевiряється, чи є
пiдграф породжений компонентою-деревом, перевiряючи, чи кiлькiсть ребер
дорiвнює кiлькостi вершин мiнус один. Якщо компонента є деревом, вiн додає
кiлькiсть вершин у цьому компонентi до поточного пiдсумку. Нарештi, метод
повертає загальну кiлькiсть вершин, присутнiх у всiх iзольованих деревах,
знайдених у графi.

def get_isolated_tree_vertex_counts(self):

total_vertices = 0

components = [c for c in nx.connected_components(self.graph)]

for component in components:

if self.graph.subgraph(component)

.number_of_edges() == len(component) - 1:

total_vertices += len(component)

return total_vertices

То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:

32



n p Мат. сподiвання Обчислене значення

6 0.5 0.7 0.764
8 0.25 3.542 3.624
5 1 0 0

Задача 3.1.10.
Математичне сподiвання кiлькостi вершин, що належать iзольованим циклам-
компонентам будь-якої розмiрностi в 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐸(𝑎𝑣) =
𝑛∑︁

𝑘=3

𝑘 ·
(︂
𝑛

𝑘

)︂
· (𝑘 − 1)!

2
· 𝑝𝑘 · 𝑞(

𝑘
2)−𝑘+𝑘(𝑛−𝑘)

Функцiя iтерується по усiх зв’язних компонентах графа. Для кожної зв’язної
компоненти створюється пiдграф i перевiряється, чи задовольняє вiн трьом
умовам: має принаймнi три вершини, є зв’язним i має кiлькiсть ребер, що до-
рiвнює кiлькостi вершин. Якщо цi умови виконуються, то виконується iтера-
цiя по вершинах пiдграфа. Якщо всi вершини мають степiнь 2, це означає, що
пiдграф є iзольованим циклом. У цьому випадку вiн додає кiлькiсть вершин
у пiдграфi до поточного пiдсумку. Пiсля перевiрки всiх з’єднаних компонент
метод повертає остаточну суму, яка представляє собою загальну кiлькiсть
вершин, присутнiх в iзольованих циклах.

def get_isolated_cycle_vertex_counts(self):

total_vertices = 0

for component in nx.connected_components(self.graph):

subgraph = self.graph.subgraph(component)

if len(component) >= 3 and nx.is_connected(subgraph) and

len(subgraph.edges()) == len(component):

all_degree_two = True

for node in subgraph.nodes():

if subgraph.degree(node) != 2:

all_degree_two = False
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break

if all_degree_two:

total_vertices += len(component)

return total_vertices

То ж результати пiсля обчислення для 1000 випадкових графiв:

n p Мат. сподiвання Обчислене значення

6 0.6 0.013 0.008
5 0.35 0.201 0.188
3 0.99 2.91 2.892

Задача 3.1.11.
Дисперсiя степеня вершини графа 𝐺(𝑛, 𝑝).

𝐷(𝑎) = (𝑛− 1)(𝑝− 𝑝2)

Використовується функцiя з емпiричного дослiдження задачi 3.1.2. Дисперсiя
генерованої вибiрки обчислюється за допомогою системної бiблiотеки python
statistics.variance. То ж результати пiсля обчислення для 10 000 випадкових
графiв:

n p Дисперсiя Обчислене значення

10 0.5 2.25 2.308
100 0.1 8.91 8.987
10 0.8 1.44 1.429

Задача 3.1.12.
Дисперсiя кiлькостi трикутникiв в графi 𝐺(𝑛, 𝑝).
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𝐷(𝑎) =

(︂
𝑛

3

)︂
· (𝑝3 − 𝑝6) + 12

(︂
𝑛

4

)︂
· (𝑝5 − 𝑝6)

Використовується функцiя з емпiричного дослiдження задачi 3.1.3. То ж ре-
зультати пiсля обчислення для 10 000 випадкових графiв:

n p Дисперсiя Обчислене значення

10 0.5 52.5 51.725
3 0.65 0.199 0.209
10 0.8 195.133 196.795
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4 Числа Рамсея

Теорема 4.1.
Кожне сiмейство, що мiстить не бiльше 2𝑑−1 множин з 𝑑 елементiв є 2-розфарб-
овуваним, тобто

𝑚(𝑑) > 2𝑑−1

Доведення.
Нехай 𝐹 сiмейство, що складається з не бiльше нiж з 2𝑑−1 множин розмiр-
ностi 𝑑 кожна. Розглянемо розфарбування множини 𝑋 випадковим чином у
два кольори, вважаючи що усi розфарбування однаково ймовiрнi. Для ко-
жної множини 𝐴 ∈ 𝐹 позначимо як 𝐸𝐴 подiю, коли всi елементи множини 𝐴

розфарбованi однаково. Оскiльки ми розглядаємо 2-розфарбування iснує два
такi варiанти розфарбування, вiдповiдно:

𝑃 (𝐸𝐴) =

(︂
1

2

)︂𝑑−1

Звiдси випливає, що при 𝑚 = |𝐹 | ≤ 2𝑑−1 (перетини подiй 𝐸𝐴 не порожнi)
виконується нерiвнiсть з оцiнки ймовiрностi:

𝑃

(︃⋃︁
𝐴∈𝐹

𝐸𝐴

)︃
<
∑︁
𝐴∈𝐹

𝑃 (𝐸𝐴) = 𝑚

(︂
1

2

)︂𝑑−1

≤ 1

Звiдси, iснує 2-розфарбування множини 𝑋 без 1-кольорових множин в 𝐹 , що
i є умовою 2-розфарбування. Доведено ■.

Означення 4.1.
Для натуральних чисел 𝑚,𝑛 число Рамсея 𝑅(𝑚,𝑛) це найменше натуральне
число 𝑁 , що при будь-якому розфарбуваннi ребер повного графа на 𝑁 вер-
шинах у два кольори знайдеться повний пiдграф розмiрностi 𝑚 з ребрами
першого кольору, або повний пiдграф розмiрностi 𝑛 з ребрами другого ко-
льору.
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Також iснує альтернативне означення:
Число Рамсея 𝑅(𝑚,𝑛) це найменше натуральне число 𝑁 , що для будь-якого
графа 𝐺 на 𝑁 вершинах або в 𝐺 буде мiститися 𝐾𝑚, або в 𝐺 буде мiститися
𝐾𝑛.
З означення очевидно, що для будь-яких натуральних 𝑚,𝑛:

𝑅(𝑚,𝑛) = 𝑅(𝑛,𝑚)

𝑅(1, 𝑛) = 1

𝑅(2, 𝑛) = 𝑛

Iснують випадки, коли числа Рамсея можуть бути точно визначенi, напри-
клад: 𝑅(3, 3) = 6. Це означає, що в будь-якому розфарбованому графi з 6
вершинами ми знайдемо або пiдграф першого кольору з 3 вершинами, або
пiдграф другого кольору з 3 вершинами.

Однак багато чисел Рамсея досi залишаються невiдомими. Визначення
точних значень чисел Рамсея є важливою вiдкритою проблемою в комбiна-
торицi та теорiї графiв.

Теорема 4.2. Теорема Рамсея. Оцiнка зверху
Для довiльних натуральних 𝑚,𝑛 iснує число Рамсея 𝑅(𝑚,𝑛), тодi

𝑅(𝑚,𝑛) ≤ 𝑅(𝑚− 1, 𝑛) +𝑅(𝑚,𝑛− 1)

Доведення.
Нехай 𝑁 = 𝑅(𝑚− 1, 𝑛) + 𝑅(𝑚,𝑛− 1) i вiдповiдно розглянемо довiльно роз-
фарбований червоно-синiй граф 𝐾𝑁 . Для зручностi та наочностi доведення
позначатимемо значенням 𝑚 кiлькiсть червоних ребер, а значенням 𝑛 кiль-
кiсть синiх ребер очевидно, що в загальному випадку це значення не має.
Вiзьмемо якусь вершину 𝑣 з цього графа. Оскiльки граф повний, кiлькiсть
ребер, що виходить з вершини рiвна 𝑁 −1. Розглянемо множину вершин |𝐴|,
яка сполучається з 𝑣 червоними ребрами i множину |𝐵|, яка сполучається з
𝑣 синiми ребрами.
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Рис. 1: допомiжне зображення для доведення Теореми 4.2.

З властивостi графа зрозумiло, що |𝐴|+ |𝐵| = 𝑁 − 1, вiдповiдно:

|𝐴|+ |𝐵| = 𝑅(𝑚− 1, 𝑛) +𝑅(𝑚,𝑛− 1)− 1

Звiдси виходить, що або |𝐴| ≥ 𝑅(𝑚−1, 𝑛), або |𝐵| ≥ 𝑅(𝑚,𝑛−1). Розглянемо
один з варiантiв:

Якщо |𝐴| ≥ 𝑅(𝑚 − 1, 𝑛), то за означенням чисел Рамсея 𝑅(𝑚 − 1, 𝑛) вка-
зує на те що в 𝐴 iснує пiдмножина червоного кольору розмiрностi 𝑚− 1, що
разом з 𝑣 формує повний червоний граф 𝐾𝑚, або в 𝐴 iснує пiдмножина синьо-
го кольору розмiрностi 𝑛, що i є 𝐾𝑛. Альтернативний випадок розглядається
по аналогiї. Звiдси, у нашому повному графi розмiрностi 𝑁 𝐾𝑁 виконується
властивiсть (𝑚,𝑛). Нерiвнiсть доведено ■.
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Теорема 4.3.
Для натуральних чисел 𝑚,𝑛 виконується нерiвнiсть:

𝑅(𝑚,𝑛) ≤
(︂
𝑛+𝑚− 2

𝑚− 1

)︂

Доведення.
Доведемо за методом математичної iндукцiї по 𝑘 = 𝑚+ 𝑛.
База iндукцiї: 𝑘 = 2,𝑚 = 𝑛 = 1

𝑅(1, 1) = 1 ≤
(︂
1 + 1− 2

1− 1

)︂
=

(︂
0

0

)︂
= 1

Iндукцiйний перехiд: 𝑘 → 𝑘 + 1,𝑚+ 𝑛 = 𝑘 + 1

Можемо скористатися нерiвнiстю з теореми 4.2:

𝑅(𝑚,𝑛) ≤ 𝑅(𝑚− 1, 𝑛) +𝑅(𝑚,𝑛− 1)

Розглянемо 𝑅(𝑚−1, 𝑛) i 𝑅(𝑚,𝑛−1), вiдповiдно 𝑘 = 𝑚+𝑛−1, тобто можемо
скористатися припущення iндукцiї:

𝑅(𝑚,𝑛) ≤ 𝑅(𝑚− 1, 𝑛) +𝑅(𝑚,𝑛− 1) ≤

≤
(︂
𝑛+𝑚− 1− 2

𝑚− 2

)︂
+

(︂
𝑛− 1 +𝑚− 2

𝑚− 1

)︂

Застосуємо властивiсть
(︀
𝑘+1
𝑙

)︀
=
(︀
𝑘
𝑙

)︀
+
(︀

𝑘
𝑙−1

)︀
до нашої нерiвностi:(︂

𝑛+𝑚− 3

𝑚− 2

)︂
+

(︂
𝑛+𝑚− 3

𝑚− 1

)︂
=

(︂
𝑛+𝑚− 2

𝑚− 1

)︂

Доведено ■.
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Теорема 4.4. Оцiнка знизу
Для будь-якого натурального числа 𝑘 ≥ 2 виконується нерiвнiсть:

𝑅(𝑘, 𝑘) ≥ 2
𝑘
2

Доведення.
З властивостi 𝑅(2, 𝑛) = 𝑛 Вiдомо, що 𝑅(2, 2) = 2. З теореми 4.2 слiдує оцiнка
𝑅(3, 3) ≤ 6, вiдповiдно не складно обчислити, що 𝑅(3, 3) = 6. Обидва випад-
ки задовiльняють нерiвнiсть, тож будемо доводити для 𝑘 ≥ 4.

Доведемо за допомогою ймовiрнiсного метода. Нехай 𝑁 < 2
𝑘
2 . Розглянемо

усi можливi розфарбування, i будемо розфарбовувати ребра у червоний та
синiй кольори з ймовiрнiстю 1

2 вiдповiдно. Ймовiрнiсний простiр складається
з 2(

𝑁
2) елементiв (розфарбувань), вiдповiдно всi розфарбування мають одна-

кову ймовiрнiсть рiвну 2−(
𝑁
2). Позначимо якусь множину 𝐴, що мiстить 𝑘

вершин. Вiдповiно розглянемо подiю 𝐴𝑟𝑒𝑑, таку що всi вершини з 𝐴 з’єднанi
червоними ребрами. Ймовiрнiсть цiєї подiї обчислимо, шляхом виключенням
ребер "зафiксованих"для множини 𝐴:

2(
𝑁
2)−(

𝑘
2)

2(
𝑁
2)

= 2−(
𝑘
2)

Вiдповiдно, розглянемо ймовiрнiсть 𝑃𝑟𝑒𝑑 того, що iснує множина вершин роз-
мiрностi 𝑘, всi ребра якої червонi. Оцiнимо цю ймовiрнiсть так:

𝑃𝑟𝑒𝑑 = 𝑃

⎛⎝ ⋃︁
|𝐴|=𝑘

𝐴𝑟𝑒𝑑

⎞⎠ ≤
∑︁
|𝐴|=𝑘

𝑃 (𝐴𝑟𝑒𝑑) =

(︂
𝑁

𝑘

)︂
2−(

𝑘
2)

Тепер потрiбно розглянути ще одну допомiжну оцiнку:(︂
𝑁

𝑘

)︂
≤ 𝑁𝑘

2𝑘−1

Доводиться вона шляхом порiвняння зi значенням зi збiльшеним чисельни-
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ком i зменшеним знаменником, що вочевидь буде бiльшим значенням:(︂
𝑁

𝑘

)︂
=

𝑁 !

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
=

𝑁(𝑁 − 1)...(𝑁 − 𝑘 + 1)

𝑘(𝑘 − 1)...2
≤ 𝑁𝑘

2𝑘−1

Отож, з умови доведення маємо 𝑘 ≥ 4 i 𝑁 < 2
𝑘
2 , використавши

(︀
𝑁
𝑘

)︀
≤ 𝑁𝑘

2𝑘−1

бiльш точно оцiнимо 𝑃𝑟𝑒𝑑:(︂
𝑁

𝑘

)︂
2−(

𝑘
2) ≤ 𝑁𝑘

2𝑘−1
2−(

𝑘
2) < 2

𝑘2

2 −(𝑘2)−𝑘+1 = 2−
𝑘
2+1 ≤ 1

2

Таким чином знаходимо що 𝑃𝑟𝑒𝑑 < 1
2 . Очевидно, що 𝑃𝑏𝑙𝑢𝑒 (ймовiрнiсть того,

що iснує множина вершин розмiрностi 𝑘, всi ребра якої синi) за симетрiєю та-
кож буде менше нiж 1

2 . Як наслiдок, при 𝑁 < 2
𝑘
2 : 𝑃𝑟𝑒𝑑 +𝑃𝑏𝑙𝑢𝑒 < 1. Вiдповiдно

має iснувати розфарбування без повних червоних i синiх графiв 𝐾𝑘. Звiдси
випливає, що повний граф 𝐾𝑁 не володiє дослiджуваною властивiстю (𝑘, 𝑘).
Доведено ■.
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Висновки

Квалiфiкацiйна робота присвячена дослiдженню застосування ймовiрнiсного
методу у доведеннi та визначеннi характеристик та теорем теорiї випадкових
графiв та чисел Рамсея.

У другому роздiлi розглядалися основi означення з теорiї ймовiрностей
(пiдроздiл 2.1), теорiї графiв, випадкових графiв (пiдроздiл 2.2), чисел Рамсея
(пiдроздiл 2.3).

У третьому роздiлi було проведено детальне дослiдження ймовiрнiсних
характеристик випадкових графiв, зокрема моделi Ердеша-Реньї n, за допо-
могою ймовiрнiсного методу. Увага була придiлена статистичним харекте-
ристикам випадкових величин що позначають кiлькiсть рiзнiих структур у
графах: ребра, вершини, трикутники, клiки, Гамiльтоновi шляхи та цикли, а
також iзольованi дерева та цикли. Було дослiджено такi властивостi випад-
кових графiв як дiаметр, кiлькiсть незалежних вершин.

У четвертому роздiлi розглядалися теореми та властивостi з теорiї чисел
Рамсея. Головним результатом роботи викладеної у цьому роздiлi було ви-
свiтлення застосування ймовiрнiсного методу у доведеннi оцiнки знизу числа
Рамсея.

Отже ця робота детально розглядає випадковi графи, числа Рамсея та
застосування ймовiрнiсного методу в доведеннi властивостей з цих теорети-
чних областей. Матерiали також можна використовувати на математичних
семiнарах, факультативних заняттях та при пiдготовцi до олiмпiад.
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