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ПРО ПІДХІД ДО ФОРМУВАННЯ ДВОРІВНЕВОЇ МОДЕЛІ  
«СТАН–ІМОВІРНІСТЬ ДІЇ» НА ОСНОВІ ПОПАРНИХ 

ПОРІВНЯНЬ ТА МЕТОДУ АНАЛІЗУ ІЄРАРХІЙ

У рамках підходу до моделювання процесів, пов’язаних із недетермінованим прийняттям рішень 
на основі моделі «стан–імовірність дії», запропоновано підхід до побудови матриць «стан–імовір-
ність дії», що базується на попарних порівняннях. Розглянуто вибір між двома альтернативами на 
основі розгляду багатьох критеріїв, які можуть суперечити один одному. Показано зв’язок із добре 
відомою дворівневою схемою методу аналізу ієрархій.

Наведено ілюстративний приклад, на якому показано як ситуацію рівноваги альтернатив, так і 
можливість відходу від рівноваги за рахунок зміни матриць попарних порівнянь.

Ключові слова: ранжування альтернатив, модель «стан–імовірність дії», рівновага альтернатив, 
попарні порівняння, метод аналізу ієрархій.

1. Вступ

У роботах [7; 11–14] розвивається формалізо-
ваний підхід до моделювання процесів індивіду-
ального та колективного недетермінованого 
прийняття рішень, який можна охарактеризува-
ти як модель «стан–імовірність дії».

Нехай є n альтернатив, які утворюють мно-
жину A = {a1, ..., an}, і агент має прийняти рішен-
ня про вибір однієї з цих альтернатив. Вводиться 
випадкова величина ξ, яка змістовно означає 
альтернативу, яку вибирає агент у ситуації при-
йняття рішень. Вводиться система станів 
S = {s1, ..., sm}, у яких може перебувати агент; 
існує значна свобода у заданні як самої системи 
станів, так і їх кількості m. Розглядається випад-
кове блукання між станами, в рамках якого моде-
люється колективне прийняття рішень на основі 
індивідуальних виборів окремих агентів. Вво-
диться також випадкова величина η — стан, 
у якому перебуває агент.

У базовому, найпростішому випадку кожний 
стан просто задає розподіл ймовірностей, з 
якими вибирається та чи та альтернатива. З сис-
темою станів S пов’язується матриця «стан–імо-
вірність дії» H = {hij}, де hij = P (ξ = aj│η = si), 
i = 1, m, j = 1, n — імовірність того, що агент, 
який перебуває в i-му стані, вибере j-ту альтер-
нативу. Матриця H належить до класу, який от-
римав назву прямокутних стохастичних матриць 
[1; 11], тобто матриць, сума елементів кожного 
рядка яких дорівнює 1.

Розглядається також вектор p̅ = (p̅1, ..., p̅m), де  
p̅i = P (η = si) — ймовірність перебування агента 
в i-му стані. Замість явного задання цих імовір-
ностей їх можна отримати на основі аналізу 
деякого марковського ланцюга переходів між 
станами.

Ставиться задача отримання остаточних імо-
вірностей прийняття рішень, які утворюють век-
тор p = (p1, ..., pn), де pj = P (ξ = aj) — імовірність 
прийняття j-го рішення. Як показано в [11],

або у векторно-матричному вигляді

p = p̅H.

Можливі стани моделі «стан–імовірність дії» 
і, відповідно, елементи матриці H можуть обира-
тися досить довільно, і в описаному вище базо-
вому варіанті вони не мають зрозумілої змістов-
ної інтерпретації. Важливо розвивати загальні 
принципи, на основі яких можуть будуватися 
матриці «стан–імовірність дії». Крім того, в [7] 
запропоновано підхід до побудови більш струк-
турованих багаторівневих моделей «стан–імо-
вірність дії» на основі розгляду пов’язаних сис-
тем станів.

Приймаючи рішення, часто доводиться опе-
рувати неформальними інтуїтивними уявлення-
ми про те, що деяка альтернатива є кращою або 
гіршою за іншу. Ця обставина дає можливість 
говорити про можливість застосування попар-
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них порівнянь і методу аналізу ієрархій (МАІ) 
[17; 2 та ін.], що базується на них. У цій статті 
запропоновано підхід до побудови багаторівне-
вих моделей «стан–імовірність дії» на основі 
попарних порівнянь.

Слід зауважити, що найважливішим є випа-
док двох альтернатив (n = 2). У статті буде пере-
дусім розглянуто саме цей випадок, якщо не 
буде явно зазначено щось інше.

2. Попарні порівняння та матриці  
«стан–імовірність дії»

Матриця попарних порівнянь (МПП) — це 
(n × n)-матриця M = (mij, i, j = 1, n), яка описує 
відношення переваг між альтернативами. Нага-
даємо, що через n ми позначаємо кількість аль-
тернатив. Зазвичай приймається, що якщо i-та 
альтернатива краща за j-ту (позначається ai ≻ aj), 
то mij > 1. Якщо альтернативи рівнозначні 
(ai ~ aj), то mij = 1. Якщо ж i-та альтернатива 
гірша за j-ту (позначається ai ≺ aj), то mij < 1. 
МПП зазвичай будують експертним шляхом, 
і експерти часто формулюють свої уподобання 
в словесній формі.

Існують різні підходи до побудови МПП, 
і з цим пов’язана низка серйозних питань [17; 3 
та ін.]. Класична шкала градацій, запропонована 
Т. Сааті (1 — варіанти рівнозначні, 2 і 3 — слаб-
ка перевага і т. д.), не завжди призводить до гар-
них результатів. Деякою мірою це можна пояс-
нити органічною проблемою, пов’язаною 
з мультиплікативним характером порівнянь. Зо-
крема, якщо перевагу варіанта А над варіантом 
В оцінюють як 2, то мультиплікативність неявно 
означає, що варіант А має бути кращим за B 
у 2 рази, а це далеко не завжди відповідає уяв-
ленню про слабку перевагу. Набули поширення 
транзитивні шкали [3 та ін.], для яких наступна 
градація переваг більша за попередню в τ разів; 
τ — деяке задане число. З цим, хоч і не лише 
з цим, тісно пов’язане логарифмічне подання 
МПП, для якого в МПП фігурують не самі оцін-
ки переваг, а їх логарифми за тією чи іншою ос-
новою.

Транзитивну шкалу з параметром τ називати-
мемо τ-транзитивною шкалою. Тоді міру перева-
ги однієї альтернативи над іншою можна оціню-
вати як цілочисельну кількість градацій між 
ними. Наприклад, якщо перевагу 1-ї альтернати-
ви над 2-ю оцінити як мінімальну (1 градація), 
а 2-ї над 3-ю як трохи сильнішу (2 градації), то 
матриця переваг у термінах градацій (в логариф-
мічному поданні) може мати вигляд [13]

.

Повна ж МПП при застосуванні τ-транзитив-
ної шкали запишеться у вигляді

.

Більш загально, якщо cij — перевага i-го варі-
анта над j-м у термінах градацій, то відповідний 
елемент МПП при застосуванні τ-транзитивної 
шкали обчислюється як [13]

mij = τcij.

Слід зазначити, що в логарифмічній шкалі 
рівнозначність альтернатив — це 0, а не 1.

Міркування про можливість застосування 
попарних порівнянь, зокрема на основі транзи-
тивних шкал, до побудови матриць «стан–імо-
вірність дії», пов’язані з природним уявленням 
про те, що можливі стани моделі «стан–імовір-
ність дії» можуть відповідати кількостям града-
цій переваг однієї альтернативи над іншою.

3. Системи станів і матриця «стан–імовір-
ність дії» на основі градацій переваг

У рамках запропонованого підходу розгляда-
тимемо наступну систему станів із параметром 
q, який змістовно означає максимальну кількість 
градацій переваг (нагадаємо, що йдеться про 
випадок двох альтернатив, назвемо ці альтерна-
тиви A1 та A2):

A1 краще за A2 на q градацій;
A1 краще за A2 на q-1 градацій;
…
A1 краще за A2 на 1 градацію;
A1 та A2 рівнозначні (чисельне значення в 
логарифмічній шкалі– 0).

Для відношення «гірше» чисельні значення 
кількостей градацій розставляють симетрично, 
але зі знаком мінус.

Вибір параметра q, очевидно, має істотне зна-
чення. Його збільшення має призводити до 
більш гнучких і тонко диференційованих систем 
станів. З іншого боку, в разі збільшення q різни-
ця між сусідніми станами стає менш помітною, 
і експертам стає важче провести диференціацію 
і дати точну оцінку ступеня переваги.
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На основі описаної системи станів легко от-
римати матрицю «стан–імовірність дії», якщо 
використовувати транзитивну шкалу з тим чи 
іншим параметром. Основна частина матриці 
формується на основі такого алгоритму:
– для всіх k від q до -q:
– отримуємо вектор ν = (ν1, ν2) з компонентами

ν1 = τk,  ν2 = τ–k;

– вектор v нормалізується так, щоб сума його 
компонент дорівнювала 1;

– результуючий вектор стає черговим рядком 
матриці «стан–імовірність дії».
Крім того, як перший і останній рядки матри-

ці «стан–імовірність дії» доцільно взяти рядки, 
які відповідають визначальній перевазі однієї 
альтернативи над іншою (відповідні рішення 
приймаються з імовірністю 0 або 1).

Побудована таким чином матриця «стан–
імовірність дії» за q = 3, τ = 1.3 має вигляд (на-
ближено):

Отримана матриця H належить до класу так 
званих центросиметричних матриць, опис яких 
можна знайти в [20; 9]. Аналіз центросиметрич-
них матриць має суттєве значення для дослі-
дження симетричних ситуацій рівноваги альтер-
натив [11], тобто ситуацій, коли жодна з альтер-
натив не має переваги над іншими.

Проілюструємо на цьому ж прикладі обчис-
лення ймовірностей прийняття рішень за умови, 
що відомий вектор p̅, який задає ймовірності 
перебування агента у вищеописаних станах. 
Нехай

p̅ = (0.5,   0.1,   0.15,   0.15,   0.2,   0.15,   0.15,   0.05,   0)

Тоді рішення приймаються з імовірностями 
(наближено):

p = p̅H = (0.5414, 0.4586).

Це означає, що агент з імовірністю 0.5414 
вибере першу альтернативу, а з імовірністю 
0.4586 — другу.

4. Багатофакторне прийняття рішень  
і дворівневий метод аналізу ієрархій

Вибір між альтернативами, як правило, здійс-
нюється на основі тих чи тих факторів — крите-
ріїв та/або ознак. Зокрема, на цьому ґрунтується 
класична дворівнева схема прийняття рішень у 
рамках методу аналізу ієрархій. Оцінки альтер-
натив за цим підходом обчислюють за формулою

u (ai) = Σk λk βik ,

де βik — оцінка i-ї альтернативи, отримана на 
основі попарних порівнянь окремо за k-м кри-
терієм;

λk — вага k-го критерію, отримана на основі 
МПП між критеріями.

Вектор оцінок альтернатив на основі МПП 
найчастіше беруть як перронів (нормалізований 
головний власний вектор) МПП. Часто вико-
ристовують також підхід, за якого як оцінки ви-
користовують середні геометричні рядків МПП. 
Популярним є спосіб отримання оцінок на осно-
ві логарифмічного методу найменших квадратів 
[4], особливо якщо МПП є неповною.

У [7] запропоновано підхід до формування 
більш структурованих моделей «стан–імовір-
ність дії» на основі введення взаємопов’язаних 
систем станів. У загальних рисах, кожна система 
станів пов’язується з окремим фактором, зада-
ють матриці, що описують вплив одного фактора 
на інший. Застосуємо цей підхід до побудови 
дворівневої моделі «стан–імовірність дії» на ос-
нові попарних порівнянь альтернатив із метою 
моделювання багатофакторного недетермінова-
ного прийняття рішень; це наблизить підхід, що 
розвивається, до методу аналізу ієрархій. Деякі 
міркування щодо цього наведено в [14], нижче 
дамо певну їх формалізацію.

5. Дворівнева модель «стан–імовірність дії» 
на основі попарних порівнянь

В основі запропонованої моделі лежать такі 
міркування. Розглядається K критеріїв, за якими 
порівнюють альтернативи, а також система 
пов’язаних із ними правил на зразок «якщо аль-
тернатива A краща за альтернативу B за окре-
мо взятим критерієм, то А краща за В в ціло-
му». Зрозуміло, що висновки, зроблені за одним 
правилом, можуть суперечити висновкам, зро-
бленим за іншим; пропонується здійснювати 
комбінування висновків на основі тих чи тих 
вагових коефіцієнтів критеріїв. Опишемо ці мір-
кування більш формалізовано.



Олецький О. В., Франчук І. О., Гуминський В. В. Про підхід до формування дворівневої моделі «стан–імовірність дії»...  7

Оскільки йдеться про порівняння двох аль-
тернатив, то можна вводити стани, які відповіда-
ють мірам переваг однієї альтернативи над 
іншою в термінах градацій переваг подібно до 
того, як це зроблено в п. 3. Система станів  
S* = {si

*, i = 1, m*} відповідає загальній мірі пере-
ваги на основі сукупності критеріїв, а системи 
станів S (k) = {si

(k), i = 1, m(k)}, k = 1, K — мірам пе-
реваг за окремим критеріями. Легко бачити, що 
між S* та S (k), k = 1, K існує ієрархічний зв’язок.

Введемо набір випадкових величин φ k, 
k = 1, K, які пов’язані з окремими критеріями та 
змістовно означають, в якому з відповідних ста-
нів перебуває агент. Введемо також матриці Y(k), 
які пов’язують систему станів S* з системами 
станів S(k):

.

Тоді вектор ймовірностей прийняття рішень 
можна обчислити за формулою

                               (1)

                          (2)

                          (3)
p (k) – задані ймовірності перебування агента в 
станах відповідної системи S (k),

λk – ваговий коефіцієнт, який задає міру важ-
ливості k-го критерію. Ці коефіцієнти можна от-
римати на основі заданої матриці попарних по-
рівнянь між критеріями, як це робиться в кла-
сичному МАІ.

У принципі, можна взяти однакову кількість 
градацій переваг (тобто станів) для всіх систем 
станів, а всі матриці Yij

(k) — одиничними (що оз-
начає детермінований зв’язок між системами 
станів на різних рівнях). Але гнучкість моделі 
можна підвищити, якщо дозволити різні кілько-
сті градацій переваг, а також недетермінований 
зв’язок між системами станів. Саме так ми зро-
бимо в наступному прикладі.

6. Ілюстративний приклад

Промоделюємо процес президентських виборів 
у деякій гіпотетичній країні. Нехай за перемогу зма-
гаються кандидати від двох партій — Партії Утопіч-
них Ідеалів (ПУІ) та Партії Гіркої Правди (ПГП).

Нехай порівняння здійснюються за трьома 
критеріями:

– К1 — харизматичність кандидатів;
– К2 — привабливість політичної програми;
– К3 — реалістичність політичної програми.

Імовірно, в реальності критерії можуть бути 
дещо іншими, але наш приклад має ілюстратив-
ний характер.

Систему станів, безпосередньо пов’язану з 
прийняттям рішення, тобто з волевиявленням 
виборця, та відповідну матрицю «стан–імовір-
ність дії» візьмемо такі самі, як і в п. 3.

Із кожним критерієм пов’яжемо систему ста-
нів із параметром q = 2. Змістовно відповідні 
градації можна проінтерпретувати так:

0 — рівнозначність за даним критерієм;
1 — незначна перевага;
2 — помітна перевага.
Матриці Y(k), які матимуть розмір (m(k) × m*), 

m(k) = m(K1) = m(K2) = m(K3) = 2q + 1, тобто в цьому 
випадку (5×9), також візьмемо однаковими, на-
приклад:

Зазначимо, що вибрано також центросиме-
тричну матрицю.

Тоді результат волевиявлення по суті визна-
чається заданням векторів імовірностей перебу-
вання агента у станах систем, пов’язаних з окре-
мими критеріями, а також ваговими коефіцієнта-
ми критеріїв.

Нехай вектори ймовірностей перебування у 
відповідних станах дорівнюють

Змістовно це означає, що за критерієм прива-
бливості програми агент більш схильний відда-
ти перевагу кандидатові від ПУІ, за критерієм 
реалістичності — кандидатові від ПГП, а за ха-
ризматичністю обидва кандидати рівноцінні.

Тоді вектори ймовірностей перебування аген-
та в станах системи S*, обчислені на основі фор-
мули (3) за кожним критерієм окремо, дорівнюють

p (K1) = (0.004,   0.038,   0.088,   0.23,   0.28,   0.23,   
0.088,   0,038,   0.004)

p (K2) = (0.631,   0.092,   0.047,   0.1,   0.08,   0.04,   
0.007,   0,002,   0.001)

p (K3) = (0.001,   0.002,   0.007,   0.04,   0.08,   0.1,   
0.047,   0,092,   0.631)
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Для отримання комбінованого вектора ймо-
вірностей за формулою (2) потрібно знати вагові 
коефіцієнти λk, які відображають міри важливо-
сті критеріїв. Ці коефіцієнти можуть бути задані 
безпосередньо, але для МАІ більш характерним 
є їх отримання на основі матриці попарних по-
рівнянь. Для задання МПП будемо використову-
вати транзитивні шкали, а самі МПП задавати-
мемо в термінах кількостей градацій, як це було 
описано в п. 2. Для визначеності візьмемо пара-
метр τ(K) = 1.5. Розмір такої МПП буде 3 × 3 (за 
кількістю критеріїв).

Спочатку розглянемо ситуацію, коли всі три 
критерії рівнозначні. Тоді МПП у логарифмічній 
формі складатиметься з одних нулів, а відповід-
на традиційна МПП — з одних одиниць. Зрозу-
міло, що перронів вектор такої матриці і, відпо-
відно, вектор вагових коефіцієнтів дорівнює

(тобто всі критерії мають однакові вагові коефі-
цієнти).

Комбінований вектор, обчислений за форму-
лою (2), у цьому випадку дорівнює,

p̅* = (0.212,   0.044,   0.0473,   0.1233,   0.1467,   
0.1233,   0.0473,   0.044,   0.212),

а вектор ймовірностей прийняття рішень, обчис-
лений за формулою (1) — 

p = p̅*H = (0.5,   0.5)

Це й означає рівновагу альтернатив: жодна 
альтернатива не має переваги над іншою; ймо-
вірності того, що виборець проголосує за будь-
яку з двох партій, однакові.

Змінимо МПП для критеріїв: нехай тепер 
критерій привабливості має перевагу над крите-
рієм реалістичності на одну градацію. Тепер 
МПП у логарифмічній формі матиме вигляд

,

а традиційна МПП — 

.

У результаті обчислень, аналогічних вищена-
веденим, отримуємо ймовірності прийняття рі-
шень (наближено):

p ≈ (0.5325,   0.4675).

Рівновагу альтернатив порушено. ПУІ має 
перевагу за індивідуального вибору і, як проілю-
стровано в [11], практично завжди перемагатиме 
за колективного вибору більшістю голосів, якщо 
кількість виборців є достатньо великою.

7. Висновки та обговорення

У статті здійснено розвиток підходу до мо-
делювання процесів недетермінованого при-
йняття рішень на основі багаторівневої моделі 
«стан–імовірність дії». Ідеться перш за все про 
вибір між двома альтернативами, які можна по-
рівнювати за довільною кількістю критеріїв. 
Описано, яким чином можна будувати матриці 
«стан–імовірність дії» на основі попарних по-
рівнянь між самими альтернативами та між 
критеріями. При цьому використовуються 
транзитивні шкали, і можна задавати дискретні 
значення градацій переваг. У цьому контексті 
показано зв’язок підходу, що розвивається, 
з класичним дворівневим багатофакторним ме-
тодом аналізу ієрархій. Наведено ілюстратив-
ний приклад.

Видається доцільним розвивати методики, 
спрямовані на зменшення ступеня довільності 
при формуванні матриць «стан–імовірність дії». 
З цією метою варто звернути увагу на підходи, 
пов’язані з застосуванням нечітких величин та 
описом на цій основі ступенів переваг, а також з 
урахуванням ступенів рішучості агентів при за-
данні ймовірностей прийняття рішень.

Звертає на себе увагу ще й така обставина. 
У нашому прикладі ми довільно змінювали міру 
переваги одного критерію над іншим незалежно 
від інших елементів матриці. Часто це призво-
дить до зниження узгодженості МПП, і для по-
долання цього ефекту слід робити належні ко-
рективи, зокрема застосовувати процедури, 
спрямовані на отримання більш узгоджених ма-
триць попарних порівнянь [8; 10; 16 та ін.]. При 
використанні цих процедур виникає низка про-
блем, і механічне їх застосування може призве-
сти до небажаних результатів; це було проілю-
стровано, зокрема, в [15]. Зокрема, слід розріз-
няти «доброякісні» помилки та «злоякісні» 
маніпуляції з боку недостатньо доброчесних 
експертів і залежно від цього приймати різні рі-
шення.
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O. Oletsky, I. Franchuk, V. Humynskyi

ON AN APPROACH TO FORMING TWO-LEVEL MODEL  
“STATE-PROBABILITY OF ACTION” ON THE BASE  

OF PAIRWISE COMPARISONS ON THE AND  ANALYTIC HIERARCHY 
PROCESS

An approach to modeling non-deterministic and probabilistic decision making on the base of the model 
“state-probability of choice” is being developed in the paper. A way to forming a specific type of such a 
model on the base of pairwise comparisons and the Analytic Hierarchy Process is suggested.

The regarded case is that an agent is to choose one of two available alternatives, but this choice depends 
on different criteria. Some systems of states connected to the hierarchy are suggested. The first-level system 
is the basis one, states of which correspond to probabilities of choosing the two options. Each second-level 
system corresponds to a separate criterion which may affect the final choice.

For forming systems of states, applying pairwise comparisons is suggested. Each state corresponds to a 
certain grade of preference between alternatives – either in general or by separate criterion; transitive 
scales for quantifying preference values are used. Within the framework of the model “state-probability of 
action” that actually corresponds to the following rule of making decisions: “if an alternative has the 
preference over some other alternative with respect to a separate criteria then it has an overall preference 
over that alternative”.

Decisions made by separate criteria probably shall contradict to each other. The suggested way to get-
ting a combined decision is based on pairwise comparisons among the criteria like the approach common 
to the two-level Analytic Hierarchy Process. Weighting coefficients reflecting degrees of importance for 
each criterion are being found as the Perronian, i.e. the normalized eigenvectors of the pairwise compari-
son matrix though there are some other approaches.

An illustrative example involving two alternatives and three criteria is provided. This example illustrates 
both a situation of equilibrium between alternatives and breaking it by means of changing the matrix of 
pairwise comparisons among criteria.

Some ways of developing the suggested approach as well as some arising problems are discussed. This 
includes but is not limited to possible using of fuzzy estimations, non-linear transformations of grading 
scales, different way of treating different types of inconsistencies in PCMs etc.

Keywords: ranking of alternatives, model “state-probability of action”, equilibrium of alternatives, pair-
wise comparisons, Analytic Hierarchy Process.
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