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Вступ

Операцiя перемикання була запропонована Зейделем та ван Лiнтом у
їх спiльнiй роботi [6] по елiптичнiй геометрiї. Її суть полягає в тому, щоб
взати певну вершину графу, прибрати всi ребра, якi вона має, а такжо
додати ребра мiж тими вершинами, з якими вона не була сумiжна. Цей
граф i буде перемиканням даного по вершинi. В одночас Зейделем було
виявлено зв’язок мiж класами перемикань та так званими два-графами [4]
[5]. Потiм дослiдженням класiв перемиканнь, зокрема питання циклiчностi
графiв у класах, займався Хейдж [1]. Пiзнiше, у 2015, Козеренко [3] дослiдив
властивостi так званих s-максимальних графiв. Це такi графи, кiлькiсть
ребер яких, найбiльша серед усiх, в його класi перемикань.

У першому роздiлi розглядаються основi властивостi операцiї переми-
кання, та s-максимальних графiв. Також розглянуто твердження про еквi-
валентнiсть класiв перемикань та два-графiв.

У другому роздiлi увага спрямована на властивостi саме класiв пере-
микань. Наведено бiльш просте доведення одного з результатiв отриманих
Хейджем у своїй докторськiй роботi [1].

Також робота мiстить алгоритми, для того щоб перемкнути граф за
вершиною чи множиною вершин i для того, щоб перевiрити два графи на
s-еквiвалентнiсть.
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1 Основнi означення, приклади та результати

1.1 Перемикання Зейделя

Означення 1.1. Перемиканням вершини u графу G називається граф
S = S(G, u), такий що V (S) = V (G) та

E(S) = EG(V \setminus \{ u\} ) \cup \{ uv | v \in V \setminus \{ u\} , uv /\in E(G)\} 

Можна узагальнити поняття до перемикання довiльної множини вер-
шин графа.

Означення 1.2. Нехай є граф G i U \subseteq V (G). Перемиканням U буде
граф S = S(G,U) з V (S) = V (G) та

E(S) = EG(U) \cup EG(V \setminus U) \cup \{ uv | u \in U, v \in V \setminus U, uv /\in E(G)\} 

Лема 1.3. Нехай є граф G = (V,E) i U,U1, U2 \subseteq V . Тодi

1. S(G,U) = S(G, V \setminus U);

2. S(S(G,U1), U2) = S(G,U1\bigtriangleup U2);

3. якщо U = \{ u1, . . . , um\} , тодi Gm = S(G,U), причому G0 = G i Gi =
S(Gi - 1, ui), 1 \leq i \leq m;

4. S(G,U) = S(G,U).

Доведення. (1). За означенням

E(S(G,U)) = EG(U) \cup EG(V \setminus U) \cup \{ uv | u \in U, v \in V \setminus U, uv /\in E(G)\} .

Якщо застосуємо його до S(G, V \setminus U), то отримаємо:

E(S(G, V \setminus U)) = EG(V \setminus U) \cup EG(U) \cup \{ uv | u \in V \setminus U, v \in U, uv /\in E(G)\} ,

що, з точнiстю до перейменування u i v у третiй множинi, є одним й тим
самим, тобто S(G,U) = S(G, V \setminus U).

(2). Позанчимо S1 = S(G,U1) та S2 = S(S1, U2) i розглянемо характе-
ристичнi функцiї ребер вiдповiдних графiв. Якщо переписати означення
перемикання через характерестичнi функцiї, то для u, v \in V матимемо:

E(S2)(uv) = U2(u) + E(S1)(uv) + U2(v)

= U2(u) + U1(u) + E(G)(uv) + U1(v) + U2(v)

= (U1\bigtriangleup U2)(u) + E(G)(uv) + (U1\bigtriangleup U2)(v)

= E(S(G,U1\bigtriangleup U2))(uv).
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Тобто множини ребер E(S1) та E(S(G,U1\bigtriangleup U2)) спiвпадають.
(3). Зауважимо, що для двох неперетинних множин вершин U, V з пун-

кту (2) слiдує S(S(G,U), V ) = S(G,U\bigtriangleup V ) = S(G,U \cup V ), зокрема для
U = \{ u\} , V = \{ v\} : S(S(G, u), v) = S(G, \{ u, v\} ). Тодi матимемо G1 =
S(G, u1), G2 = S(G1, u2) = S(S(G, u1), u2) = S(G, \{ u1, u2\} ), . . ., Gm =
S(G, \{ u1, . . . , um\} ) = S(G,U).

(4). Позначимо S1 = S(G,U) i S2 = S(G,U). Тодi для u, v \in V :

E(S1)(uv) = 1 + (U(u) + E(G)(uv) + U(v))

= U(u) + (1 + E(G)(uv)) + U(v)

= U(u) + E(G)(uv) + U(v)

= E(S2)(uv).

1.2 s-максимальнi графи

Означення 1.4. Два графи G1, G2 називаються s-еквiвалентними, якщо
iснує множина U \subseteq V (G1) така, що S(G1, U) \simeq G2. Позначення: G1 \sim s G2.

Лема 1.5. Вiдношення s-еквiвалентностi є вiдношенням еквiвалентно-
стi.

Доведення. Рефлексивнiсть. Якщо є граф G, то S(G, \emptyset ) = G =\Rightarrow G \sim s G.
Симетричнiсть. Нехай є два s-еквiвалентнi графи G1 \sim s G2. Отже iсну-

ють множина U1 \subseteq V (G1) i iзоморфiзм графiв f : S(G1, U1) \simeq G2. Якщо за-
стосуємо перемикання до обох графiв знову, от отримаємо S(S(G1, U1), U1) =
S(G2, f(U1)). Тобто для U2 = f(U1), S(G2, U2) = G1 =\Rightarrow G2 \sim s G1.

Транзитивнiсть. Нехай є графи G1 \sim s G2 \sim s G3. Тодi iснують множини
U1 \subseteq V (G1), U2 \subseteq V (G2) такi, що f1 : S(G1, U2) \simeq G2 i f2 : S(G2, U2) \simeq G3.
Тодi якщо перший граф послiдовно перемкнути спочатку на U1, а потiм
на f - 11 (U2), то отримаємо S(S(G1, U1), f

 - 1
1 (U2)) = S(G1, U1\bigtriangleup f - 11 (U2)) \simeq 

S(G2, U2) \simeq G3 =\Rightarrow G1 \sim s G3.

Наслiдок 1.6. Перемикання не змiнює парнiсть кiлькостi ребер мiж
довiльними 3-ма вершинами графу.

Лема 1.7. Для будь-якого графу на 4-х вершинах кiлькiсть пiдграфiв
на 3-х вершинах, якi мають непарну кiлькiсть ребер, парна.
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Лема 1.8. Графи G1 = (V,E1) та G2 = (V,E2) будуть s-еквiвалентними,
якщо для довiльних 3-ох вершин з V парнiсть кiлькостi ребер мiж ними
буде однакова для обох графiв.

Доведення. Зафiксуємо деяку вершину u \in V i розглянему множину U \subseteq 
V , яка складається з вершин з рiзною сумiжнiстю з u, тобто в одному графi
вони сумiжнi, а в iншому нi. Розглянемо перемикання S(G2, U), у ньому u
має такi самi сумiжностi як i у G1. За припущенням, сумiжностi усiх iнших
вершин збiгається в обох графах, отже G1 \simeq S(G2, U). Тодi G1 \sim s G2 за
означенням.

Означення 1.9. Граф G називається s-максимальним, якщо для будь-
якого графуH такого, щоG \sim s H, виконується нерiвнiсть | E(H)| \leq | E(G)| .
Лема 1.10. Граф G є s-максимальним тодi i тiльки тодi, коли для

будь-якої U \subseteq V (G) виконується

2l(U) \geq | U | (| V (G)|  - | U | )

Теорема 1.11. Нехай G - s-максимальний граф на n вершинах. Тодi:

1. \delta (G) \geq n - 1
2 ;

2. \Delta (G) \geq n+\omega (G)
2  - 1;

3. | E(G)| \geq n(n - 1)+\omega (G)(\omega (G) - 1)
4 ;

4. G зв’язний i diam(G) \leq 2;

5. у G є гамiльтоновий шлях;

6. множина \{ u \in V (G) : d(u) = n - 1
2 \} незалежна;

7. якщо M \subseteq \{ u \in V (G) : d(u) = n - 1\} i | M | < n
3 , тодi G - M зв’язний.

Доведення. 1. Для кожної вершини u \in V (G) застосувати лему 1.10 для
U = \{ u\} .

2. Покладемо \omega = \omega (G) i нехай . Тодi маємо\sum 
u\in U

d(u) = l(u) + 2e(U) = l(U) + \omega (\omega  - 1)

\geq \omega (n - \omega )

2
+ \omega (\omega  - 1)

= \omega (
n+ \omega 

2
 - 1)
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Отже \Delta (G) \geq 1
\omega 

\sum 
u\in U

d(u) \geq n+\omega 
2  - 1.

3. Нехай U \subseteq V (G) породжує найбiльшу клiку. Тодi

2| E(G)| =
\sum 
u\in U

d(u) +
\sum 
u/\in U

d(u)

\geq \omega (
n+ \omega 

2
 - 1) + (n - \omega )

n - 1

2

=
n\omega + \omega 2  - 2\omega + n2  - n - n\omega + \omega 

2

=
n(n - 1) + \omega (\omega  - 1)

2

4. Нехай є двi несумiжнi вершини u, v \in V (G). З першого пункту ми
знаємо, що d(u)+d(v) \geq n - 1. Тодi N(u)\cap N(v) \not = \emptyset i отже diam(G) \leq 
2.

5. Знов таки, ми знаємо, що для будь-яких двох вершин u, v \in V (G)
виконується нерiвнiсть d(u) + d(v) \geq 1. Але вiдомим є той факт[13],
що граф G в такому випадку є гамiльтоновим.

6. Нехай є двi сумiжнi вершини u, v \in V (G) такi, що d(u) = d(v) = n - 1
2 .

2l(\{ u, v\} ) = 2(
n - 1

2
+

n - 1

2
 - 2) = 2(n - 3) < 2(n - 2)

Суперечнiсть з лемою 1.10.

7. Припустимо вiд супротивного, що G - M незв’язний i H1 - його ком-
понента зв’язностi. Покладемо H2 = (G - M) - H1 i a = | V (H1)| , b =
| V (H2)| ,m = | M | . ОскiлькиG є s-максимальним, то 2am = 2l(V (H1)) \geq 
a(n - a) = a(m+ b). Звiдси слiдує, що m \geq b. Аналогiчно m \geq a. Тодi
2m \geq a+ b = n - m, звiдки m \geq n

3 . Але це суперечить з умовою.

Твердження 1.12. Нехай G граф iз \delta (G) \geq 3n
4  - 1. Тодi вiн s-максимальний.

Доведення. Вiзьмемо деяку U \subseteq V (G). Оскiльки l(U) = l(V (G)\setminus U), то без
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втрати загальностi можемо припустити, що | U | \leq n
2 . Маємо

2l(U) = 2(
\sum 
u\in U

d(u) - 2e(U)) \geq 2(| U | \delta (G) - | U | (| U |  - 1))

\geq | U | (3n
2
 - 2) - 2| U | (| U |  - 1) = | U | (3n

2
 - 2| U | )

= | U | (n - | U | + n

2
 - | U | ) \geq | U | (n - | U | )

i отже G є s-максимальним за лемою 1.10.

Твердження 1.13. Нехай G1 i G2 два s-максимальнi графи. Тодi G1 +
G2[join] також s-максимальний.

Доведення. Покладемо G = G1 + G2, V = V (G), V1 = V (G1), V2 = V (G2) i
n1 = | V1| , n2 = | V2| .

Розглянемо непорожню U \subseteq V i покладемо a = | U \cap V1| , b = | U \cap V2| .

2lG(U) = 2(eG(U \cap V1, V1 \setminus U) + eG(U \cap V2, V2 \setminus U)

+ eG(U \cap V2, V1 \setminus U) + eG(U \cap V1, V2 \setminus U))

= 2(lG1
(U \cap V1) + a(n2  - b)

+ b(n1  - a) + lG2
(U \cap V2))

\geq a(n1  - a) + 2a(n2  - b) + 2b(n1  - a) + b(n2  - b)

= a(n1  - a+ 2(n2  - b)) + b(n2  - b+ 2(n1  - a))

\geq a(n1  - a+ n2  - b) + b(n2  - b+ n1  - a)

= (a+ b)(n1 + n2  - a - b) = | U | (| V |  - | U | )

Отже G є s-максимальним за лемою 1.10.

Лема 1.14. Нехай G s-максимальний i H такий граф, що | V (H)| \leq 
| V (G)| + 1. Тодi G+H s-максимальний.

Доведення. Нехай n = | V (G)| , k = | V (H)| , маємо k \leq n + 1. Також по-
кладемо K = G + H. Для деякої U \subseteq V (K) покладемо a = | U \cap V (G)| i
b = | U \cap V (H)| .

Якщо b = 0, то 2l(U) \geq a(n - a)+ak = a(n+k - a) = | U | (| V (K)|  - | U | ).
Отже K є s-максимальним за лемою 1.10.
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Розглянемо тепер випадок, коли b \geq 1. Оскiльки l(U) = l(V (K)  - U),
то без втрати загальностi можемо сказати, що k \geq 2b. Тодi маємо

2l(U) = 2(eG(U \cap VG, VG \setminus U) + eG(U \cap VG, VH \setminus U)

+ eG(U \cap VH , VG \setminus U) + eG(U \cap VH , VH \setminus U))

\geq a(n - a) + 2a(k  - b) + 2b(n - a)

= (a+ b)(n+ k  - a - b) + a(k  - 2b) + b(b+ n - k)

\geq (a+ b)(n+ k  - a - b) + b(b - 1)

\geq (a+ b)(n+ k  - a - b) = | U | (| V (K)|  - | U | )

i знов-таки за лемою 1.10 граф K є s-максимальним.

Теорема 1.15. Нехай є m \geq 2 графiв G1, . . . , Gm таких, що | | V (G1)|  - 
| V (G2)| | \leq 1 для всiх 1 \leq i, j \leq m. Тодi

m\sum 
i=1

s-максимальний.

Доведення. Застосуємо iндукцiю.
База:m = 2. Розглянемо два графиG1 iG2 i позначимо ni = | V (Gi)| , i =

1, 2. Нехай виконується умова | n1  - n2| \leq 1. Позначимо G = G1 +G2. Для
всiх U \subseteq V (G) покладемо ai = | U \cap V (Gi)| , i = 1, 2.

Якщо a1 = 0, то

2l(U) - | U | (| V (G)|  - | U | ) = 2a2n1  - a2(n1 + n2  - a2)

= 2a2n1  - a2n1 + a2n2  - a22
= a2(n1  - n2) + a22
\geq a2(a2  - 1) \geq 0.

Тепер, без втрати загальностi, припустимо що a1 \geq a2 \geq 1. Маємо

2l(U) - | U | (| V (G)|  - | U | ) \geq 2(a1(n2  - a2) + a2(n1  - a1))

 - (a1 + a2)(n1 + n2  - a1  - a2)

= (n2  - n1)(a1  - a2) + (a1  - a2)
2

\geq (a2  - a1) + (a1  - a2)2
= (a1  - a2)(a1  - a2  - 1) \geq 0

Крок iндукцiї: розглянемо m + 1 графiв G1, . . . , Gm+1, якi задоволь-
няють умовi | | V (G1)|  - | V (G2)| | \leq 1, 1 \leq i, j \leq m + 1 i припустимо, що
G =

\sum m
i=1Gi - s-максимальний. Ми знаємо, що | V (Gm+1)| \leq | V (G)| + 1,

отже за лемою 1.14 G+Gm+1 =
\sum m+1

i=1 Gi також s-максимальний.
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Лема 1.16. Кожне ребро в s-максимальному графi або домiнуюче, або
лежить в трикутнику.

Доведення. Нехай G s-максимальний граф i e = uv \in E(G). Покладемо
U = \{ u, v\} . Тодi d(u) + d(v)  - 2 = l(U) \geq n  - 2. Отже d(u) + d(V ) \geq n.
Якщо N(u) \cap N(v) порожня, тодi e домiнуюче. Iнакше ж, для будь-якої
вершини x \in N(u) \cap N(v) трiйка (u, v, x) утворює трикутник.

Теорема 1.17. Нехай G s-максимальний граф без трикутникiв. Тодi
або G \simeq Kn,n або G \simeq Kn,n+1.

Доведення. Якщо | V (G)| = 1, то G \simeq K1 = K1,0. Так само, якщо | V (G)| =
2, тодi G \simeq K2 = K1,1. Тепер розглянемо випадок, коли | V (G)| \geq 3. З
пункта 3 теореми 1.11 слiдує, що E(G) \geq 1.

Розглянемо деяке ребро e = uv \in E(G). Оскiльки граф G не мiстить
трикутникiв, то з леми 1.16 слiдує, що ребро e домiнуюче. Отже N(u) \cup 
N(v) = V (G).

Для кожної вершини x \in N(u) \setminus \{ v\} ребро e\prime = ux теж домiнуюче. При
цьому (N(v) \setminus \{ u\} ) \cap N(u) порожня, iнакше утвориться трикутник. Отже
N(v) \setminus \{ v\} \subseteq N(x). Так само N(x) \setminus \{ u\} \subseteq N(v).

Тодi для всiх x \in N(u) виконуєтьсяN(x) = N(v). Отже (N(v)\cup \{ u\} , N(u)\cup 
\{ v\} ) є розбиттям повного двочасткового графа.

Покладемо G \simeq Ka,b з розбиттям (A,B) i a = | A| , b = | B| . Припустимо,
що a \geq b+ 2. Тодi для всiх x \in A ми маємо

| V (G)|  - 1

2
=

a+ b - 1

2
\geq b+ 2 + b - 1

2
= b+

1

2
> b = d(x),

а це суперечить s-максимальностi графу G(теорема 1.11, пункт 1). Отже
a \leq b + 1, i аналогiчно b \leq a + 1. Отже | a  - b| \leq 1, що i потрiбно було
показати.

Теорема 1.18. Нехай G не гамiльтоновий s-максимальний граф. Тодi
G \simeq K2 або G \simeq Kk+1 +H для деякого графа H з k \geq 0 вершинами.

Доведення. Покладемо n = | V (G)| . Якщо n = 1, то G \simeq Kk+1+H, де k = 0
i H \simeq K0.

Розглянемо випадок, коли n \geq 2 i припустимо, що G ациклiчний. Вико-
ристовуючи пункт 3 теореми 1.11 ми отримаємо

n(n - 1) + 2

4
\leq | E(G)| \leq n - 1.
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Звiдси отримали 2 \leq n \leq 3. Якщо n = 2, тодi G \simeq K2. Якщо ж n = 3, тодi
G \simeq Kk+1 +H, де k = 1 i H \simeq K1.

Тепер припустимо, що G має цикл. Зафiксуємо найдовший цикл C i по-
значимо c = | V (C)| . Ще позначимо V (C) = \{ u1, . . . , uc\} , причому \{ uiui+1 : 1 \leq 
i \leq c - 1\} \cup ucu1 \subseteq E(G).

Зазначимо, що оскiльки G не гамiльтоновий, множина U = V (G) - V (C)
не порожня.

Твердження 1: для всiх v \in U виконуєтсья | N(v) \cap V (C)| = c
2 .

Для початку припустимо, що iснує вершина v0 \in U , така що | N(v0) \cap 
V (C)| > c

2 . Тодi можна знайти двi рiзнi вершини x, y \in N(v0) \cap V (C)
такi, що xy \in E(C). Це значить, що v0 можна додати до циклу C, щоб
отримати довший цикл, що суперечить тому, що C вже найдоший. Отже
| N(v) \cap V (C)| \leq c

2 для всiх v \in U .
З iншої сторони, якщо iснує вершина v0 \in U така, що | N(v0)\cap V (C)| < c

2 ,
то

2l(U) = 2
\sum 
v\in V

| N(v) \cap V (C)| < | U | c = | U | (n - | U | ),

що суперечить s-максимальностi графа G.
Твердження 2: множина U незалежна.
Припустимо iснують вершини v1, v2 \in U такi, що v1v2 \in E(G).
Оскiльки для будь-якої v \in U множина N(v) \cap V (C) є незалежною,

бо iнакже ми могли б додати v до циклу C, кардинальностi c
2 . Без втрати

загальностi можемо припустити, що N(v1) \cap V (C) = \{ u1, u3, . . . , uc - 1\} .
Якщо N(v2) \cap V (C) = N(v1) \cap V (C), тодi

v1  - u1  - u2  - . . . - uc - 1  - v2  - v1

цикл довший нiж C, що суперечить умовi.
Аналогiчно, якщо N(v2) \cap V (C) \not = N(v1) \cap V (C), тодi легко побачити,

що N(v2) \cap V (C) = \{ u2, . . . , uc\} . В такому випадку

v1  - u1  - u2  - . . . - uc  - v2  - v1

цикл дожвий за C, що теж суперечить умовi.
Твердження 3: | U | = 1.
З попереднього твердження слiдує, що для кожної вершини v \in U ма-

ємо d(v) = | N(v)| = | N(v) \cap V (C)| = c
2 . Оскiльки G i-максимальний i U

непорожня, то для всiх v \in U маємо

n - 1

2
\leq d(v) =

c

2
=

n - | U | 
2

.
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Отже | U | = 1 i отже iснує вершина v0 \in V (G) така, що U = \{ v0\} . Зауважи-
мо, що d(v0) =

n - 1
2 .

Твердження 4: множина M = V (C) \setminus N(v0) є незалежною.
Без втрати загальностi можна припустити, що N(v0) = N(v0)\cap V (C) =

\{ u2, . . . , uc\} . Якщо припустити, що iснує ребро u2k+1u2l+1 \in E(G), де k < l.
Тодi

v0  - u2k+2  - . . . - u2l  - u2l+1  - u2k+1  - u2k  - . . . - u2l+2  - v0

цикл довший нiж C, що суперечить умовi.
Твердження 5: Для всiх вершин u \in M виконується умова N(u) =

N(v0).
З минулого твердження слiдує те, щоN(u) \subseteq N(v0). Але з s-максимальностi

графа G маємо d(u) \geq n - 1
2 = d(v0). Отже N(u) = N(v0). З цього всього ма-

ємо
G = G[M \cup \{ v0\} ] +G[N(v0)] \simeq Kk+1 +H,

де k = d(v0) =
c
2 =

n - 1
2 .

Наслiдок 1.19. Кожний s-максимальний граф з парним числом вер-
шин n \geq 4 є гамiльтоновим.

Наслiдок 1.20. Нехай G не гамiльтоновий s-максимальний граф з
бiльше нiж однiєю вершиною. Тодi iснує вершина v \in V (G) така, що G - v
теж s-максимальний.

Доведення. З теореми 1.18 слiдує, щоG \simeq K2 абоG \simeq Kk+1+H для деякого
графаH з k \geq 0 вершин. ЯкщоG \simeq K2, То для всiх вершин v \in V (G) маємо
G  - v \simeq K1 i тому G  - v s-маскимальний. Якщо ж G \simeq Kk+1 + H, тодi
iснує вершина v \in V (G) така, що G - v \simeq Kk+H. Але оскiльки | V (H)| = k
граф G - v буде s-максимальним за теоремою 1.15.

Теорема 1.21. Нехай G s-максимальний граф на n вершинах. Якщо
\delta (G) = n - 1

2 , тодi iснує вершина v \in V (G) така, що G - v теж s-максимальний.

Доведення. Вiзьмемо точку v \in V (G) така, що d(v) = n - 1
2 i припустимо, що

G - v не s-максимальний. Тодi iснує U \subseteq V (G) така, що lG - v(U) < m(n - 1 - m)
2 ,

де m = | U | .
ОскiлькиG из s-максимальний, маємо lG(U) \geq m(n - m)

2 i для U \prime = U\cup \{ v\} 
lG(U

\prime ) \geq (m+1)(n - m - 1)
2 .
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Розгялнемо двi рiвностi:

lG(U) = lG - v(U) + | NG(v) \cap U | 
lG(U

\prime ) = lG - v(U) + | NG(v) \cap (V (G) \setminus U)| 

Додавши цi два отримаємо

lG(U) + lG(U
\prime ) = 2lG - v(U) + dG(v).

Отже

dG(v) = lG(U) + lG(U
\prime ) - 2lG - v(U)

>
m(n - m)

2
+

(m+ 1)(n - m - 1)

2
 - m(n - m - 1)

=
n - 1

2
,

що суперечить умовi.

Теорема 1.22. [1] Нехай G граф на n \geq 3 вершинах. Тодi G s-еквiвалентний
s-максимальному панциклiчному графу тодi i тiльки тодi, коли G не s-
еквiвалентний Kn.

1.3 Два-графи та їх еквiвалентнiсть класам переми-

кань

Означення 1.23. Нехай V деяка скiнченна множена, тодi визначимо

E3(V ) = \{ \{ u, v, w\} | u, v, w \in V, u \not = v, u \not = w, v \not = w\} 

Означення 1.24. Два-графом називається пара (V, F ), де F \subseteq E3(V ) i
будь-яка пiдмножина V кардинальностi 4 мiстить парну кiлькiсть елементiв
F .

Теорема 1.25. Кожному два-графу на V вiдповiдає клас перемикань на
V i навпаки.

Доведення. Нехай G = (V,E) довiльний граф. Множина F 3-ох елемен-
тних пiдмножин V , якi мiстять непарну кiлькiсть ребер з E iнварiантна пiд
перемиканнями графа G за наслiдком 1.6. З леми 1.7 випливає, що (V, F ) -
два-граф.

Тепер, нехай є довiльний два-граф (V, F ). Зафiксуємо деяку вершину
u \in V та розiб’ємо V \setminus \{ u\} довiльним чином на двi неперетиннi множини
V1 та V2. Побудуємо E таким чином:
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� uv1 \in E для всiх v1 \in V1;

� v1w1 \in E для всiх v1, w1 \in V1 таких що \{ u, v1, w1\} \in F ;

� v2w2 \in E для всiх v2, w2 \in V2 таких що \{ u, v2, w2\} \in F ;

� v1v2 \in E для всiх v1 \in V1, v2 \in V2 таких що \{ u, v1, v2\} /\in F .

Таким чином ми з два-графа (V, F ) отримали клас графiв (V,E). За
побудовою, множиної 3-ох елементних пiдмножин V , якi мiстять непарну
кiлькiсть ребер з E, буде знов F . За лемою 1.8, клас таких графiв є класом
перемикань i рiзнi класи перемикань дають рiзнi два-графи.
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2 Деякi властивостi класiв перемикань

Лема 2.1. Класи перемикань [KV ] складається з усiх повних двочас-
ткових графiв на множинi вершин V .

Доведення. Довiльний повний двочастковий граф KU,V \setminus U можна отримати
з KV перемиканням по U . Тобто S(KV , U) = KU,V \setminus U .

Означення 2.2. Для двох графiв G1 = (V,E1) i G2 = (V,E2) позначимо
G = G1 \oplus G2, де V (G) = V , а E(G) = E1\bigtriangleup E2.

Лема 2.3. S(G,U)\oplus G = KU,V \setminus U .

Лема 2.4. Клас перемикань на V мiстить рiвно 2| V |  - 1 граф.

Доведення. Кiлькiсть пiдмножин V дорiвнює 2| V | , але для будь-якої пiд-
множини U множина V \setminus U дає таке саме перемикання.

Цiкавою властивiстю класiв перемикань є те, що ми можемо змусити
деяку вершину мати заданий набiр сусiдiв

Лема 2.5. Нехай є граф G = (V,E), u \in V i A \subseteq V \setminus \{ u\} . Тодi iснує
єдиний граф H \in [G] такий що сусiдами вершини u є вершини з множини
A.

Доведення. Iснування. Вершина u є iзольованою в графi Gu = S(G,N(u)),
тодi перемкнув його по A отримаємо граф H, де u з’єднана лише з вершни-
ами з A.

Унiкальнiсть. Нехай iснує ще один такий граф H \prime , що у ньому сусiдами
u є вершини з A. Оскiльки H i H \prime в одному s-класi, то за лемою 2.3 H \oplus 
H \prime є повним двочастковим графом KU,V \setminus U , для деякої множини U \subseteq V .
Оскiльки в обох графiв сусiди вершини u однi й тi самi, то у H \oplus H \prime вона
iзольована, тобто KU,V \setminus U - дискретний граф, отже H = H \prime .

Наслiдок 2.6. Для будь-якої вершини u \in V (G), S(G,NG(u)) - унiкаль-
не перемикання графу G, в якому u - iзольована вершина.

Наслiдок 2.7. H \in [G] тодi i тiльки тодi, коли для будь-якої вершини
u \in V (G), S(H,NH(u)) = S(G,NG(u)).

Означення 2.8. Введемо доповненя до класу перемикань графу G як

[G] = \{ H | H \in [G]\} .
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Лема 2.9. Для графу G = (V,E), [G] = [G]. Бiльш того, коли | V | \geq 3,
[G] \cap [G] = \emptyset .

Доведення. Будь-який елемент класу [G] має вигляд S(G,U) для деякої
U \subseteq V . За пунктом 4 леми 1.3 це те саме що i S(G,U), тобто елемент [G].

Коли | V | \geq 3, виберемо якусь трiйку T \subseteq V . Очевидно, що парностi
кiлькостi ребер серед цiєї трiйки в G i G вiдрiзняються. Тодi їх класи пере-
микань неперетиннi за лемою 1.8.

Означення 2.10. Граф G називається (не)парним, якщо усi його вер-
шини (не)парного степеня.

Наприклад, будь-який ейлеровий граф є зв’язним парним графом i нав-
паки.

Теорема 2.11. Нехай граф G непарного порядку. Тодi [G] мiстить унi-
кальний парний граф.

Доведення. Вiзьмемо множину U вершин з непарним степенем i перемикне-
мо за нею граф G. Нехай вершина u непарного степеня. Тодi є два варiанти:
перна кiлькiсть її сусiдiв має парний степiнь, або непарна. У першому ви-
падку пiсля перемикання u втрачає парну кiлькiсть сусiдiв, але отримує
непарну, адже всього вершин з парним степенем непарна кiлькiсть. У дру-
гому - вона втрачає непарну кiлькiсть сусiдiв, а набуває парну. Отже в обох
випадках u стає парного степеня. Аналогiчно розглядається, коли степiнь
парний. Тобто S(G,U) - парний граф.

Нехай у класi iснує вiдмнiнний вiд H парний граф, позначимо його H \prime .
Розглянемо граф H \oplus H \prime . За побудовою, вiн теж має бути парним. Але за
лемою 2.3 це є повним двочастковим графом KU \prime ,V \setminus U \prime для деякої U \subseteq V .
Причому, оскiльки всього вершин непарна кiлькiсть, то одна з множин U \prime i
V \setminus U \prime мiстить непарну кiлькiсть, а iнша парну. I тодi всi вершини з “парної”
частки мають непарний степiнь. Суперечнiсть.

Зауважимо, що друга частина доведення є бiльш простою, нiж та, що
наведена у джерелi [1].

Твердження 2.12. Якщо повний k-частковий граф на n вершинах є s-
максимальним, то кiлькiсть вершин у найбiльшiй частцi не бiльша нiж
n+1
2 .
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Доведення. НехайG = Kn1,...,nk
. Без втрати загальностi будемо вважати, що

набор чисел впорядкований, тобто n1 \leq . . . \leq nk. За теоремою 3.1[On graphs
with maximum size in their switching classes], \delta (G) \geq n - 1

2 . За побудовою
графу, \delta (G) = n - nk.

n - nk \geq 
n - 1

2
2n - 2nk \geq n - 1

2nk \leq n+ 1

nk \leq 
n+ 1

2

Теорема 2.13. Нехай G граф парного порядку такий, що [G] мiстить
парний граф. Тодi якщо [G] не мiстить повний граф, то вiн мiстить
ейлеровий граф.

Доведення. Можемо припустити, що граф G парний, а якщо ж це не так, то
просто перемкнемо за довiльною вершиною. Але вiн може бути не зв’язним,
тобто нам потрiбно знайти таке перемикання, щоб воно було парним i зв’язним.
Для цього спочатку вiзьмемо довiльну вершину u графа i покладемо V =
V (G) та O = V \setminus (\{ u\} \cup NG(u)). Зауважимо, що | O| - непарна. Перемкнемо
G за O \setminus \{ v\} для довiльної вершини v \in O, H = S(G,O \setminus \{ v\} ). Отриманий
граф знов є парним, хоча вiн знову може бути незв’язним, але його пiдграф
на V \setminus \{ v\} є зв’язним. Якщо цей пiдграф не є повним, то ми можемо обрати
вершину w \in V \setminus \{ u, v\} таку, що не з’єднана з усiма вершинами з V \setminus \{ v\} .
Перемкнувши за \{ v, w\} ми отримаємо зв’язний парний граф, тобто вiн буде
ейлеровим графом.

Лема 2.14. Нехай G граф з \chi (G) = k. Тодi для будь-якого H \in [G],
k/2 \leq \chi (H) \leq 2k.

Доведення. Нехай X1, . . . , Xk - розбиття G для розфарбування на k ко-
льорiв. Тодi переминакання за U розбиває кожне Xi на не бiльш нiж двi
множини: Xi \cap U i Xi \setminus U . Тобто \chi (H) \leq 2\chi (G) = 2k i за симетрiєю
\chi (H) \geq \chi (G)/2 = k/2 .

Наслiдок 2.15. Якщо клас пеермикань мiстить граф з хроматичним
числом бiльше нiж 4, то вiн не мiстить двочасткових графiв.
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Теорема 2.16. Нехай m i M є мiнiмальним i макисмальним хромати-
чними числами в [G]. Для будь-якого k : m \leq k \leq M iснує H \in [G] такий,
що \chi (H) = k.

Доведення. Нехай \chi (G0) = m i Gi+1 = H(Gi, vi) для i = 0, 1, . . . , k  - 1,
та \chi (Gk) = M . Маємо \chi (Gi+1) \leq \chi (Gi) + 1 для всiх i, бо в найгiршому
випадку ми маємо змiнити колiр вершини, яку ми перемкнули. Тобто iснує
така пiдпослiдовнiсть Gi0, Gi1, . . . , GiM - m

така що \chi (Gij) = m+ j.
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3 Алгоритми

Будемо вважати, що граф на n вершинах зберiгається у виглядi матрицi
сумiжностi розмiром n\times n. Якщо пронумеровати вершини вiд 1 до n, то у
клiтинцi ij буде 1, якщо мiж вершинами i та j є ребро, i 0 – якщо нема.

Матриця сумiжностi графа G
Нижче наведено алгоритм перемикання вершини пiд номером u.

Algorithm 1 Switch vertex
1: procedure SwitchVertex(G, u)
2: S \leftarrow G
3: for i\leftarrow 1, n do

4: Suj \leftarrow \neg Suj

5: Sju \leftarrow \neg Sju

6: return S

Слiд зауважити, що оскiльки в роботi розглядаються простi неорiєнто-
ванi, тоMii завжди дорiвнює 0 i даний алгоритм не “ламає” цю властивiсть,
адже коли i = u, вiдбувається подвiйне заперечення.

Для того щоб перемкнути граф за множиною вершин достатньо, за ле-
мою 1.3(3), перемкнути його послiдовно по всiм вершинам даної множини,
тож алгоритм буде виглядати наступним чином.

Algorithm 2 Switch vertices
1: procedure SwitchVertices(G,U)
2: S \leftarrow G
3: for u\leftarrow U do

4: S \leftarrow SwitchVertex(S, u)

5: return S

Цей алгоритм можна трошки покращити у випадку, коли | U | > n
2 . З

властивостi премикання зазначенiй у лемi 1.3(1) ми знаємо, що у S(G,U) =
S(G, V \setminus U). Таким чином виконавши перевiрку на розмiр U на початку
алгоритму, можна зменшити кiльксть потрiбних операцiй.
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Algorithm 3 Switch vertices
1: procedure SwitchVertices(G,U)
2: if | U | > | V | 

2 then

3: U1 \leftarrow V \setminus U
4: else

5: U1 \leftarrow U

6: S \leftarrow G
7: for u\leftarrow U1 do

8: S \leftarrow SwitchVertex(S, u)

9: return S

Тепер, за допомогою цих алгоримтiв i результату 2.7 реалiзуюмо пере-
вiрку, чи належить граф H класу перемикань графа G.

Algorithm 4 Check two graphs for being s-equivalent
Require: V (H) = V (G)
1: procedure CheckSEquiv(H,G)
2: for u\leftarrow V do

3: S1 \leftarrow SwitchVertex(H,NH(u))
4: S2 \leftarrow SwitchVertex(G,NG(u))
5: if S1 \not = S2 then

6: return false

7: return true
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