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решения данного типа задач.  

Abstract - The article presents a mathematical model of the 

optimization problem on a set of placements with a quadratic 

target function. An algorithm for solving this type of problem is 

presented. 

Kлючевые слова — оптимизация, математическая 

модель, квадратичная функция, множество размещений, 

опорное решение, оптимальное решение. 

Key words — optimization, mathematical model, quadratic 

function, placement set, support solution, optimal solution. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Современное развитие информационных технологий 
позволяет использовать компьютерное моделирование 
реального объекта исследования и постановки 
вычислительных экспериментов на этой модели. 
Естественно полагать, что процесс компьютерного 
моделирования включает в себя проектирование модели и 
ее применение для решения задачи оптимизации и 
проектирования технологических процессов на 
производстве. Все эти проблемы чрезвычайно сложны и 
включают в себя многочисленные элементы, переменные, 
параметры, ограничения и т. д. Такие проблемы могут 
быть смоделированы с помощью задач комбинаторной 
оптимизации [1-8]. 

Достаточной широкий круг практических задач 
моделируется комбинаторными моделями [1, 2, 5, 7, 9, 10-
12, 20-29]. Как результат, в последнее время появилось 
много работ, в которых исследуются проблемы 

комбинаторной оптимизации и предлагаются подходы к 
их решению [8, 11-35]. 

Следует отметить, что класс задач нелинейного 
программирования значительно шире линейного и 
большое количество вопросов, практического характера, 
решается при моделировании определенных процессов 
нелинейными функциями. Значительное внимание 
заслуживает квадратичная функция, которая является 
частным случаем нелинейной, представленной в виде 
суммы линейной и квадратичной функций. Некоторые 
практические задачи технико-экономического содержания 
моделируются с квадратичными целевыми функциями и 
значительное количество квадратичных моделей 
возникают как вспомогательные или промежуточные, при 
решении ряда задач. По этому возникает необходимость 
оценить существующие методы решения и создать новые 
алгоритмы для решения задач комбинаторной 
оптимизации с нелинейными целевыми функциями [28-
31]. 

В статье представлена модель задач оптимизации на 
комбинаторном множестве размещений, являющаяся 
моделью многих прикладных задач. Предлагается 
алгоритм решения задачи оптимизации с квадратичной 
целевой функцией. 

При реализации метода находится первый опорный 
план и осуществляется проверка возможного его 
улучшения за счет сформулированных неравенств, 
налагаемы на элементы множества размещений.  

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Определение 1. Пусть задано некоторое конечное 
множество A  из n  различных элементов. Из числа n  

элементов выбраны различные k )( kn  . Упорядоченный 
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набор из k  различных элементов из некоторого 

множества из n  различных элементов, называется 

размещением из n  элементов по k  и обозначается k

nA [6, 

7, 15].  

Рассмотрим оптимизационную задачу вида: 

 }|)(max{:),( k

n

k

n AAaaAZ   

Где A - некоторое подмножество комбинаторного 

множества размещений k

nA . 

Осуществим биективное отображение множества k

nA  в 

пространство 
nR , поставив каждому элементу k

nAa  в 

соответствие вектор nRx . Образ множества k

nA  

обозначим nn

K RE  . В результате имеем задачу 

комбинаторной оптимизации в евклидовой постановке: 
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Согласно теоремы 4.8 [6] многогранник размещений 

)( k

nAM при )( kn   комбинаторно эквивалентен 

перестановочному многограннику размерности k  )( kPM . 

Тогда, X  – непустое множество в 
nR , которое будем 

обозначать следующим образом: )( k

nAvertMX  , 

kconvPM  .  

Эквивалентность многогранников позволяет 
рассчитать количество транспозиций в многограннике 
размещений [7]: 


2

)1(2 


kk
Ck  

III. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ КОМБИНАТОРНОЙ ЗАДАЧИ С 

КВАДРАТИЧНОЙ ФУНКЦИЕЙ ЦЕЛИ НА МНОЖЕСТВЕ 

РАЗМЕЩЕНИЙ 

Алгоритм решения состоит из двух шагов. 

Шаг 1. Нахождение первого опорного решения. 

На начальном этапе определяем количество 
транспозиций за формулой (4).  

Далее для каждой транспозиции составляется 
квадратичная функция цели (3) в виде произведения двух 
сомножителей: 

 )...)(( kkjijiijjiij xaxaxaxxF   

Тогда квадратичные функции, которые формируются 
при транспозиции соответствующих элементов множества 
размещений будут иметь вид:  

 :),...,2(,1 kixx i   

21 xx   );...)(( 22121122112 kk xaxaxaxxF  

31 xx   );...)(( 33132231133113 kk xaxaxaxaxxF  

… … … 

 kxx 1  );...)(( 1221111 kkkkkk xaxaxaxxF   

… … … 

),...,3(,2 kixx k 

);...)(( 2221122 kkkkkk xaxaxaxxF  

… … … 

,1 kk xx 

)....)(( 11121211111 kkkkkkkkkkkk xaxaxaxaxxF 
 

Естественно полагать, что единственным решением 

для всех сомножителей вида )( ji xx  : 

),..,2(,1 kixx k   );( 2112 xxF  

… … … 

 ),...,3(,2 kixx k   );( 22 kk xxF   

… … … 

,1 kk xx  ).( 11 kkk xxF 
 

квадратичных функций (6) является: 

),...,,...,,...,,( 21 nmk xxxxx , при условии )...( 21 nxxx  . 

Данное решение будем называть первым опорным 
решением. 

Далее, осуществляем проверку первого опорного 
решения в каждом сомножителе вида 

)...( kkjijiij xaxaxa  квадратичных функций (6): 

21 xx   );...( 221211212 kk xaxaxaF  

31 xx   );...( 331322311313 kk xaxaxaxaF  

… … … 

 kxx 1  );...( 122111 kkkkk xaxaxaF   
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… … … 

),...,3(,2 kixx k  );...( 222112 kkkkk xaxaxaF  

… … … 

,1 kk xx  )....( 1112121111 kkkkkkkkkk xaxaxaxaF 
 

Подставляем первое опорное решение 

),...,,...,,...,,( 21 nmk xxxxx  в 12F  . Если 012 F , то первое 

опорное решение оставляем без изменений.  

В случае 012 F  необходимо осуществить 

перестановку элементов kx  на mx , где mk xx  , при 

которой функция 12F   возрастает. Тогда первое опорное 

решение будет иметь вид: ),...,,...,,...,,( 21 nkm xxxxx .  

Необходимо осуществит проверка всех функций (8). 
Если все функции выполняются, то найдено оптимальное 
решение.  

В противном случае, на этапе не выполнения условий 
формируются необходимые неравенства для элементов 
множества размещений: 
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Система (9) формулирует необходимые условия 
нахождения каждого элемента множества размещений в 
оптимальном решении. 

Шаг 2. Улучшение опорного решения. 

После выполнения (9), получаем первое опорное 
решение. Поскольку множество размещение учитывает 
порядок следования элементов, то следует полагать, что 
найденное решение может не являться оптимальным. Для 
проверки оптимальность необходимо осуществить 
перебор имеющихся элементов множества размещений в 
порядке возрастания точки многогранника размещений, с 
учетом выполнения системы (9).  

Если при рассмотрении таких элементов функция цели 
возрастает, то необходимо осуществлять дальнейшую 
проверку, в противном случае, последнее найденное 
опорное решение будет оптимальным. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье рассмотрена оптимизационная задача на 
множестве размещений с квадратичной целевой функцией 
и предложен алгоритм ее решения. 

Представленный алгоритм состоит из двух шагов. На 
первом шаге осуществляется поиск опорного решения, на 
основании сформированной системы для элементов 
множества размещений (9). Данная системы формируется 
с учетом построения квадратичной функции на основе 
транспозиций соответствующих элементов множества (6).  

 На втором шаге происходит поиск оптимального 
решения, который заключается в переборе не входящих в 
опорное решение элементов множества размещений, при 
обязательном выполнении системы (9).  

Естественно полагать, что при возрастании функции 
цели возникает надобность в дальнейшем поиске 
оптимального решения, в ином случае, найдено 
оптимальное решение. 

Дальнейшие исследования будут направлены на 
адаптацию данного алгоритм на других комбинаторных 
множествах с учетом дополнительных ограничений. 
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