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1 Анотацiя

У роботi розглядається крайова задача керування для зв’язаних систем ма-
тричних диференцiальних рiвнянь типу Рiккатi вигляду

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑋𝑖(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝐴𝑖1𝑋𝑖(𝑡, 𝜀) +𝑋𝑖(𝑡, 𝜀)𝐴𝑖2 + 𝜀

∑︀𝑛
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘(𝑡, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝑡, 𝜀) +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡, 𝜀),

𝐻𝑖1𝑋𝑖(0, 𝜀)−𝐻𝑖2𝑋𝑖(𝑇, 𝜀) = Λ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(1)
При 𝜀 = 0 система зводиться до лiнiйної крайової задачi для матричних

рiвнянь типу Сильвестра з керуванням⎧⎨⎩
𝑑𝑋𝑖(𝑡,0)

𝑑𝑡 = 𝐴𝑖1𝑋𝑖(𝑡, 0) +𝑋𝑖(𝑡, 0)𝐴𝑖2 +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡),

𝐻𝑖1𝑋𝑖(0, 0)−𝐻𝑖2𝑋𝑖(𝑇, 0) = Λ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
(2)

У роботi отримано необхiднi умови iснування розв’язкiв 𝑋𝑖(𝑡, 𝜀) слабконе-
лiнiйної крайової задачi (3), якi при 𝜀 = 0 переходять у розв’язки породжу-
ючої системи (2). Встановлено умови розв’язностi вiдповiдної лiнiйної задачi
та описано структуру множини розв’язкiв.

Результати проiлюстровано чисельним моделюванням у середовищi Python,
зокрема побудовано траєкторiї розв’язкiв породжуючої крайової задачi.
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2 Вступ

2.1 Актуальнiсть

Матричнi диференцiальнi рiвняння типу Рiккатi та Сильвестра вiдiграють
важливу роль у сучаснiй прикладнiй математицi, теорiї керування, матема-
тичному моделюваннi та робототехнiцi. Такi рiвняння виникають у задачах
керування, нейронних мережах, дослiдження динамiчних систем, а також у
задачах, пов’язаних iз взаємодiєю декiлькох пiдсистем.

Особливий iнтерес становлять зв’язанi системи матричних рiвнянь, оскiль-
ки вони дозволяють описувати складнi багатокомпонентнi процеси з нелiнiй-
ною взаємодiєю мiж окремими елементами системи. Подiбнi моделi викори-
стовуються при дослiдженнi робототехнiчних систем, мережевих структур,
колективної динамiки та багатозв’язних процесiв керування.

Дослiдження крайових задач для зв’язаних систем рiвнянь типу Рiккатi
є складною задачею через наявнiсть нелiнiйних членiв та взаємозалежностi
мiж пiдсистемами. Одним iз пiдходiв до аналiзу таких систем є дослiдження
породжуючої лiнiйної задачi, що виникає при малих значеннях параметра не-
лiнiйностi. Це дозволяє отримати умови розв’язностi, побудувати аналiтичнi
вирази для розв’язкiв та дослiдити властивостi системи.

Актуальнiсть роботи зумовлена необхiднiстю дослiдження умов розв’язностi
крайових задач для зв’язаних систем матричних рiвнянь типу Рiккатi, а та-
кож побудови пiдходiв до аналiзу вiдповiдних задач керування.

2.2 Мета, завдання дослiдження

Метою роботи є дослiдження умов розв’язностi крайових задач для зв’язаних
систем матричних рiвнянь типу Рiккатi та побудова розв’язкiв вiдповiдної
породжуючої системи рiвнянь типу Сильвестра.

Для досягнення поставленої мети необхiдно розв’язати такi завдання:

• дослiдити зв’язану систему матричних рiвнянь типу Рiккатi;

• розглянути породжуючу лiнiйну систему при 𝜀 = 0;
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• отримати умови розв’язностi крайової задачi для системи рiвнянь типу
Сильвестра;

• дослiдити випадки константного та афiнного керування;

• застосувати операцiю векторизацiї та добуток Кронекера для спрощення
системи;

• побудувати аналiтичнi вирази для розв’язкiв;

• отримати необхiднi умови розв’язностi слабконелiнiйної крайової задачi;

• провести чисельне моделювання та вiзуалiзацiю отриманих результатiв
засобами Python.

2.3 Використання iнструментiв штучного iнтелекту

У межах даної роботи iнструменти штучного iнтелекту (ChatGPT-4 (OpenAI))
використовувалися для допомоги в редагуваннi тексту, покращеннi викладу
математичних пояснень та уточненнi формулювань.
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3 Дослiдження краєвої задачi для зв’язаних си-

стем рiвнянь Рiккатi

3.1 Постановка задачi

У роботi розглядається крайова задача керування для зв’язаних систем ма-
тричних диференцiальних рiвнянь типу Рiккатi вигляду

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑋𝑖(𝑡,𝜀)

𝜕𝑡 = 𝐴𝑖1𝑋𝑖(𝑡, 𝜀) +𝑋𝑖(𝑡, 𝜀)𝐴𝑖2 + 𝜀
∑︀𝑛

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘(𝑡, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝑡, 𝜀) +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡, 𝜀)

𝐻𝑖1𝑋𝑖(0, 𝜀)−𝐻𝑖2𝑋𝑖(𝑇, 𝜀) = Λ𝑖 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(3)
Тут

𝑋𝑖(𝑡, 𝜀) ∈ R𝑛×𝑛

— матричнi функцiї стану системи,

𝑢𝑖(𝑡, 𝜀) ∈ R𝑚×𝑛

— матричнi функцiї керування,

𝐴𝑖1, 𝐴𝑖2 ∈ R𝑛×𝑛

𝐶𝑘 ∈ R𝑛×𝑛

𝐵𝑖 ∈ R𝑛×𝑚

Λ𝑖 ∈ R𝑝×𝑛

𝐻𝑖1, 𝐻𝑖2 ∈ R𝑝×𝑛

Параметр
𝜀 ∈ R

характеризує силу нелiнiйної взаємодiї мiж пiдсистемами.
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Крайова умова лiнiйно пов’язує стани системи на початку та в кiнцi про-
мiжку часу.

Потрiбно дослiдити умови розв’язностi задачi (3)

3.2 Iнтерпритацiя поставленої задачi

Розглянута система описує динамiку декiлькох взаємопов’язаних пiдсистем,
поведiнка яких задається матричними диференцiальними рiвняннями типу
Рiккатi.

Кожна пiдсистема характеризується матричною функцiєю стану

𝑋𝑖(𝑡, 𝜀),

яка змiнюється з часом пiд впливом внутрiшньої динамiки, взаємодiї з iншими
пiдсистемами та зовнiшнього керування.

Член

𝐴𝑖1𝑋𝑖 +𝑋𝑖𝐴𝑖2

описує власну еволюцiю окремої системи без врахування взаємодiї мiж
пiдсистемами.

Нелiнiйний доданок

𝜀
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘𝐶𝑘𝑋𝑘

вiдповiдає за зв’язок мiж рiзними пiдсистемами. Параметр

𝜀

характеризує силу взаємодiї: при малих значеннях вплив мiж системами є
слабким.

Член

𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡, 𝜀)
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задає керуючий вплив на систему. За допомогою вибору функцiї керува-
ння можна змiнювати поведiнку системи та досягати потрiбного кiнцевого
стану.

Крайова умова

𝐻𝑖1𝑋𝑖(0)−𝐻𝑖2𝑋𝑖(𝑇 ) = Λ𝑖

накладає обмеження на стани системи на початку та в кiнцi часового про-
мiжку.

Особливий iнтерес становить випадок

𝐻𝑖1 = 𝐻𝑖2 = 𝐻𝑖,

для якого крайова умова набуває вигляду

𝐻𝑖𝑋𝑖(0)−𝐻𝑖𝑋𝑖(𝑇 ) = Λ𝑖.

У цьому випадку умова задає обмеження на рiзницю мiж початковим та
кiнцевим станами системи. Iншими словами, вимагається, щоб стан системи
за час 𝑇 змiнився на наперед задану величину Λ𝑖 пiсля вiдповiдного перетво-
рення оператором 𝐻𝑖.

3.3 Породжуюча задача при 𝜀 = 0

Параметр 𝜀 характеризує iнтенсивнiсть нелiнiйної взаємодiї мiж пiдсистема-
ми. При 𝜀 → 0 ця взаємодiя є малим збуренням вiдносно основної динамiки
системи.

Тому природним є розгляд породжуючої системи, яка вiдповiдає випадку
𝜀 = 0. У цьому випадку нелiнiйнi зв’язки мiж пiдсистемами зникають, i систе-
ма розпадається на сукупнiсть незалежних крайових задач, якi описуються
лiнiйними матричними диференцiальними рiвняннями типу Сильвестра.

Отримана лiнiйна задача надалi використовується як базова для дослi-
дження iснування та структури розв’язкiв вихiдної нелiнiйної системи.

Позначимо

𝑋𝑖0(𝑡) = 𝑋𝑖(𝑡, 0)
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𝑢𝑖0(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡, 0)

тодi отримаємо породжуючу задачу⎧⎨⎩
𝜕𝑋𝑖0(𝑡)

𝜕𝑡 = 𝐴𝑖1𝑋𝑖0(𝑡) +𝑋𝑖0𝐴𝑖2 +𝐵𝑖𝑢𝑖0(𝑡)

𝐻𝑖1𝑋𝑖0(0)−𝐻𝑖2𝑋𝑖0(𝑇 ) = Λ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Загальний розв’язок вiдповiдного рiвняння типу Сильвестра має вигляд

𝑋𝑖0(𝑡,𝐷𝑖) = 𝐾𝑡
0𝑖[𝐷𝑖] +

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖0(𝜏)] 𝑑𝜏 (4)

де оператор

𝐾𝑡
𝜏 𝑖[𝐷𝑖] = 𝑒(𝑡−𝜏)𝐴𝑖1𝐷𝑖𝑒

(𝑡−𝜏)𝐴𝑖2

Пiдставимо (4) в крайову умову, отримаємо

Λ𝑖 = 𝐻𝑖1𝐷𝑖 −𝐻𝑖2𝐾
𝑇
0𝑖[𝐷𝑖]−𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖0(𝜏)] 𝑑𝜏

Тодi задача зводиться до операторного рiвняння

ℒ𝑖𝐷𝑖 := 𝐻𝑖1𝐷𝑖 −𝐻𝑖2𝐾
𝑇
0𝑖[𝐷𝑖] = Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖(𝜏)] 𝑑𝜏

Для цього рiвняння умова розв’язностi має вигляд

𝑃𝑁(ℒ*
𝑖 )

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖0(𝜏)] 𝑑𝜏

}︂
= 0 (5)

При виконаннi умови розв’язностi отримаємо

𝐷𝑖 = ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖0(𝜏)] 𝑑𝜏

}︂
+ 𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖, 𝐸𝑖 ∈ ℒ(R𝑛×𝑛) (6)

𝑋𝑖0(𝑡, 𝐸𝑖) = 𝐾𝑡
0𝑖

[︂
ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖0(𝜏)] 𝑑𝜏

}︂]︂
+

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖 [𝐵𝑖𝑢𝑖0(𝜏)] 𝑑𝜏 +𝐾𝑡

0𝑖

[︀
𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖

]︀
(7)
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Отриманий вираз мiстить псевдообернений оператор та ортогональнi про-
єкцiї на ядро операторiв. Оскiльки оператор ℒ𝑖 має складну структуру, ана-
лiтичне обчислення вiдповiдних величин є суттєво ускладненим. Тому надалi
використаємо iнший пiдхiд, заснований на векторизацiї матриць та застосу-
ваннi добутку Кронекера.

3.4 Векторизацiя системи та використання добутку Кро-

некера

Вiдомо що для рiвняння Сильвестра

𝐴𝑋 +𝑋𝐵 = 𝐶

ми можемо векторизувати його за допомогою добутку Кронекера

(𝐼𝑚 ⊗ 𝐴+𝐵𝑇 ⊗ 𝐼𝑛) vec𝑋 = vec𝐶

Використаємо цю iдею для розв’язку нашої задачi
Введемо такi змiннi

𝐴𝑖 := 𝐼 ⊗ 𝐴𝑖1 + 𝐴𝑇
𝑖2 ⊗ 𝐼, 𝐴𝑖 ∈ R𝑛2×𝑛2

𝑥𝑖0(𝑡) := vec𝑋𝑖0(𝑡), 𝑥𝑖0(𝑡) ∈ R𝑛2

𝐵̃𝑖 := 𝐼 ⊗𝐵𝑖, 𝐵̃𝑖 ∈ R𝑛2×𝑛𝑚

𝑢̃𝑖(𝑡) := vec𝑢𝑖0(𝑡), 𝑢̃𝑖(𝑡) ∈ R𝑛𝑚

𝐻̃𝑖1 := 𝐼 ⊗𝐻𝑖1, 𝐻̃𝑖1 ∈ R𝑛𝑝×𝑛2

𝐻̃𝑖2 := 𝐼 ⊗𝐻𝑖2, 𝐻̃𝑖2 ∈ R𝑛𝑝×𝑛2

𝜆𝑖 := vecΛ𝑖, 𝜆𝑖 ∈ R𝑛𝑝

Тодi наша краєва задача буде мати вигляд⎧⎨⎩𝑥′𝑖0(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥𝑖0 + 𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖(𝑡)

𝐻̃𝑖1𝑥𝑖0(0)− 𝐻̃𝑖2𝑥𝑖0(𝑇 ) = 𝜆𝑖
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Як бачимо ця задача зводиться до лiнiйної динамiчної системи
Загальний розв’язок має вигляд

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑒𝐴𝑖𝑡𝑑𝑖 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴𝑖(𝑡−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖(𝜏) 𝑑𝜏 (8)

Пiдставимо загальний розв’язок у крайову умову

𝐻̃𝑖1𝑑𝑖 − 𝐻̃𝑖2𝑒
𝐴𝑖𝑇𝑑𝑖 − 𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝜆𝑖

(︁
𝐻̃𝑖1 − 𝐻̃𝑖2𝑒

𝐴𝑖𝑇
)︁
𝑑𝑖 = 𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖(𝜏) 𝑑𝜏 + 𝜆𝑖

Ми отримали матричне рiвняння яке розв’язується тривiально

𝑄𝑖 = 𝐻̃𝑖1 − 𝐻̃𝑖2𝑒
𝐴𝑖𝑇

Умова розв’язностi

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖(𝜏) 𝑑𝜏 + 𝜆𝑖

)︂
= 0 (9)

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
= −𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖 (10)

Розв’язок

𝑑𝑖 = 𝑄+

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖(𝑡) 𝑑𝜏 + 𝜆𝑖

)︂
+ 𝑃𝑁(𝑄)𝐶𝑑𝑖 𝐶𝑑𝑖 ∈ R𝑛2

(11)

3.5 Керування

В данiй роботi було розглянуто два типи керування:

• Константне 𝑢𝑖0(𝑡) = 𝑢𝑖𝑐

• Афiнне 𝑢𝑖0(𝑡) = 𝑢𝑖𝑡𝑡+ 𝑢𝑖𝑐
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Векторизуємо керування для подальшого використаннi у векторизованiй
крайовiй задачi

Константне керування 𝑢𝑖0(𝑡) = 𝑢𝑖𝑐 векторизується тривiально, тому вве-
демо

𝑢̃𝑖𝑐 := 𝑢̃𝑖(𝑡) = vec𝑢𝑖0(𝑡) = vec𝑢𝑖𝑐

Афiнне керування 𝑢𝑖0(𝑡) = 𝑢𝑖𝑡𝑡+ 𝑢𝑖𝑐 векторизується просто

vec (𝑢𝑖𝑡𝑡+ 𝑢𝑖𝑐) = vec𝑢𝑖𝑡𝑡+ vec𝑢𝑖𝑐 = 𝑡 vec𝑢𝑖𝑡 + vec𝑢𝑖𝑐

Введемо змiннi

𝑢̃𝑖𝑡 = vec𝑢𝑖𝑡

𝑢̃𝑖𝑐 = vec𝑢𝑖𝑐

тодi векторизоване керування можна записати як

vec (𝑢𝑖𝑡𝑡+ 𝑢𝑖𝑐) = 𝑢̃𝑖𝑡𝑡+ 𝑢̃𝑖𝑐

3.5.1 Константне керування

Розв’язок крайової задачi виду Сильвестра
З пункту 3.3 ми знаємо умову розв’язання та розв’язок.
Пiдставивши керування 𝑢𝑖(𝑡, 𝜀) = 𝑢𝑖𝑐 в умову розв’язання (5)отримаємо

𝑃𝑁(ℒ*
𝑖 )

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖𝑐] 𝑑𝜏

}︂
= 0

Щоб отримати розв’язок пiдставляємо 𝑢𝑖0(𝑡) = 𝑢𝑖𝑐 в (6) та (7) вiдповiдно

𝐷𝑖 = ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖𝑐] 𝑑𝜏

}︂
+ 𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖, 𝐸𝑖 ∈ ℒ(R𝑛×𝑛)

𝑋𝑖0(𝑡, 𝐸𝑖) = 𝐾𝑡
0𝑖

[︂
ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖𝑐] 𝑑𝜏

}︂]︂
+

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖 [𝐵𝑖𝑢𝑖𝑐] 𝑑𝜏 +𝐾𝑡

0𝑖

[︀
𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖

]︀
(12)
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Розв’язок векторизованої краєвої задачi
Для отримання умови розв’язання для константного керування керування

пiдставимо керування 𝑢̃𝑖(𝑡) = 𝑢̃𝑖𝑐

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖𝑐 𝑑𝜏

)︂
= −𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖

Наразi у данiй формi ми можемо використати лише числовi методи для
обрахунку даного iнтегралу, тому винисемо 𝑢̃𝑖𝑐 за межi iнтегралу

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖 𝑑𝜏𝑢̃𝑖𝑐

)︂
= −𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖

Позначимо

𝑀𝑖𝑐 := 𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖 𝑑𝜏

Цей iнтеграл ми можемо обрахувати використовуючи метод описаний в
[1]

Тодi умову розв’язностi можна записати як

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )
𝑀𝑖𝑐𝑢̃𝑖𝑐 = −𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖

Звiдси можемо визначити умову розв’язностi

𝑃𝑁((𝑃𝑁(𝑄*
𝑖
)𝑀𝑖𝑐)*)(−𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖) = 0

Маємо можливiсть прибрати мiнус, i отримати фiнальну умову розв’язностi

𝑃𝑁((𝑃𝑁(𝑄*
𝑖
)𝑀𝑖𝑐)*)𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖 = 0

Тепер можемо знайти керування

𝑢̃𝑖𝑐 =
(︀
𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝑀𝑖𝑐

)︀+ (︀−𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )
𝜆𝑖

)︀
+ 𝑃𝑁(𝑃𝑄*

𝑖
𝑀𝑖𝑐)𝐶𝑢𝑖 𝐶𝑢𝑖 ∈ R𝑛𝑚

Для того щоб знайти розв’язок векторизованої краєвої задачi пiдставимо
𝑢̃𝑖(𝑡) = 𝑢̃𝑖𝑐 в (11)

𝑑𝑖 = 𝑄+

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖𝑐 𝑑𝜏 + 𝜆𝑖

)︂
+ 𝑃𝑁(𝑄)𝐶𝑑𝑖 𝐶𝑑𝑖 ∈ R𝑛2
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Винесемо 𝑢̃𝑖𝑐 за межi iнтеграла

𝑑𝑖 = 𝑄+

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖 𝑑𝜏𝑢̃𝑖𝑐 + 𝜆𝑖

)︂
+ 𝑃𝑁(𝑄)𝐶𝑑𝑖 𝐶𝑑𝑖 ∈ R𝑛2

Тодi можемо записати

𝑑𝑖 = 𝑄+ (𝑀𝑖𝑐𝑢̃𝑖𝑐 + 𝜆𝑖) + 𝑃𝑁(𝑄)𝐶𝑑𝑖 𝐶𝑑𝑖 ∈ R𝑛2

Пiдставимо керування 𝑢̃𝑖(𝑡) = 𝑢̃𝑖𝑐 в (8)

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑒𝐴𝑖𝑡𝑑𝑖 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴𝑖(𝑡−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖𝑐 𝑑𝜏

Винесемо 𝑢̃𝑖𝑐 за iнтеграл

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑒𝐴𝑖𝑡𝑑𝑖 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴𝑖(𝑡−𝜏)𝐵̃𝑖 𝑑𝜏𝑢̃𝑖𝑐

3.5.2 Афiнне керування

Розв’язок крайової задачi виду Сильвестра
Пiдставивши керування 𝑢𝑖(𝑡, 𝜀) = 𝑢𝑖𝑡𝑡+𝑢𝑖𝑐 в умову розв’язання (5)отримаємо

𝑃𝑁(ℒ*
𝑖 )

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖(𝑢𝑖𝑡𝜏 + 𝑢𝑖𝑐)] 𝑑𝜏

}︂
= 0

Маємо змогу розкласти iнтеграл на два простiших iнтеграли

𝑃𝑁(ℒ*
𝑖 )

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝜏𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑡] 𝑑𝜏 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑐] 𝑑𝜏

}︂
= 0

Щоб отримати розв’язок пiдставляємо 𝑢𝑖0 = 𝑢𝑖𝑡𝑡+𝑢𝑖𝑐 в (6) та (7) вiдповiдно

𝐷𝑖 = ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖(𝑢𝑖𝑡𝜏 + 𝑢𝑖𝑐)] 𝑑𝜏

}︂
+ 𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖, 𝐸𝑖 ∈ ℒ(R𝑛×𝑛)

Розкладемо iнтеграл на два iнтеграли вiдповiдно

𝐷𝑖 = ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝜏𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖𝑡] 𝑑𝜏 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖𝑐] 𝑑𝜏

}︂
+ 𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖
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𝑋𝑖0(𝑡, 𝐸𝑖) = 𝐾𝑡
0𝑖

[︂
ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖(𝑢𝑖𝑡𝜏 + 𝑢𝑖𝑐)] 𝑑𝜏

}︂]︂
+

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖 [𝐵𝑖(𝑢𝑖𝑡𝑡+ 𝑢𝑖𝑐)] 𝑑𝜏 +𝐾𝑡

0𝑖

[︀
𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖

]︀
(13)

Так же само розкладаємо обидва iнтеграли кожен на два

𝑋𝑖0(𝑡, 𝐸𝑖) = 𝐾𝑡
0𝑖

[︂
ℒ+
𝑖

{︂
Λ𝑖 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝜏𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖𝑡] 𝑑𝜏 +𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖𝑐] 𝑑𝜏

}︂]︂
+

∫︁ 𝑡

0

𝜏𝐾𝑡
𝜏 𝑖 [𝐵𝑖𝑢𝑖𝑡] 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖 [𝐵𝑖𝑢𝑖𝑐] 𝑑𝜏 +𝐾𝑡

0𝑖

[︀
𝑃𝑁(ℒ𝑖)𝐸𝑖

]︀
(14)

Розв’язок векторизованої краєвої задачi
Для отримання умови розв’язання для афiнного керування пiдставимо

керування 𝑢̃𝑖𝑡𝑡+ 𝑢̃𝑖𝑐 в умову розв’язностi (10)

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖(𝑢̃𝑖𝑡𝜏 + 𝑢̃𝑖𝑐) 𝑑𝜏

)︂
= −𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖

на даний момент наш ми не можемо обрахувати наш iнтеграл чисельно,
тому розпишемо iнтеграл

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖(𝑢̃𝑖𝑡𝜏 + 𝑢̃𝑖𝑐) 𝑑𝜏 = (15)∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖𝑡 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝑢̃𝑖𝑐 𝑑𝜏 = (16)∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖 𝑑𝜏𝑢̃𝑖𝑡 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖 𝑑𝜏𝑢̃𝑖𝑐 (17)

другий iнтеграл можемо обрахувати вiдповiдно до методу в [1]
Перший iнтеграл ми можемо обрахувати схожим способом
Позначимо

𝑀𝑖𝑡 = 𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖𝜏 𝑑𝜏

Тодi умову розв’язностi має вигляд

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )
(𝑀𝑖𝑡𝑢̃𝑖𝑡 +𝑀𝑖𝑐𝑢̃𝑖𝑐) = −𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖
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Що можна записати як

𝑃𝑁(𝑄*
𝑖 )

[︁
𝑀𝑖𝑡 𝑀𝑖𝑐

]︁ [︃𝑢̃𝑖𝑡
𝑢̃𝑖𝑐

]︃
= −𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖

Умова розв’язностi даного матричного рiвняння

𝑃
𝑁

(︂(︂
𝑃𝑁(𝑄*

𝑖
)

[︂
𝑀𝑖𝑡 𝑀𝑖𝑐

]︂)︂*)︂ = 0

тодi керуванння має вигляд

[︃
𝑢̃𝑖𝑡

𝑢̃𝑖𝑐

]︃
=
(︁
𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )

[︁
𝑀𝑖𝑡 𝑀𝑖𝑐

]︁)︁+ (︀
−𝑃𝑁(𝑄*

𝑖 )
𝜆𝑖

)︀
+ 𝑃

𝑁

(︂
𝑃𝑁(𝑄*

𝑖
)

[︂
𝑀𝑖𝑡 𝑀𝑖𝑐

]︂)︂𝐶𝑢𝑙𝑖 𝐶𝑢𝑙𝑖 ∈ R2𝑛𝑚

Для того щоб знайти розв’язок векторизованої краєвої задачi пiдставимо
𝑢̃𝑖(𝑡) = 𝑢̃𝑖𝑡𝑡+ 𝑢̃𝑖𝑐 в (11)

𝑑𝑖 = 𝑄+

(︂
𝐻̃𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖(𝑇−𝜏)𝐵̃𝑖(𝑢̃𝑖𝑡𝜏 + 𝑢̃𝑖𝑐) 𝑑𝜏 + 𝜆𝑖

)︂
+ 𝑃𝑁(𝑄)𝐶𝑑𝑖 𝐶𝑑𝑖 ∈ R𝑛2

Можемо спростити вигляд аналогiчно до попереднiх пунктiв

𝑑𝑖 = 𝑄+ (𝑀𝑖𝑡𝑢̃𝑖𝑡𝜏 +𝑀𝑖𝑐𝑢̃𝑖𝑐 + 𝜆𝑖) + 𝑃𝑁(𝑄)𝐶𝑑𝑖 𝐶𝑑𝑖 ∈ R𝑛2

Перепишемо в матричному виглядi

𝑑𝑖 = 𝑄+

(︃[︁
𝑀𝑖𝑡 𝑀𝑖𝑐

]︁ [︃𝑢̃𝑖𝑡
𝑢̃𝑖𝑐

]︃
+ 𝜆𝑖

)︃
+ 𝑃𝑁(𝑄)𝐶𝑑𝑖 𝐶𝑑𝑖 ∈ R𝑛2

Пiдставимо керування 𝑢̃𝑖(𝑡) = 𝑢̃𝑖𝑡𝑡+ 𝑢̃𝑖𝑐 в (8)

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑒𝐴𝑖𝑡𝑑𝑖 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴𝑖(𝑡−𝜏)𝐵̃𝑖(𝑢̃𝑖𝑡𝜏 + 𝑢̃𝑖𝑐) 𝑑𝜏

Аналогiчно до попереднiх пунктiв розкладемо iнтеграл, отримаємо

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑒𝐴𝑖𝑡𝑑𝑖 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴𝑖(𝑡−𝜏)𝐵̃𝑖𝜏 𝑑𝜏 𝑢̃𝑖𝑡 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴𝑖(𝑡−𝜏)𝐵̃𝑖 𝑑𝜏𝑢̃𝑖𝑐
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3.6 Нелiнiйна умова розв’язностi

Пiсля знаходження керування 𝑢𝑖(𝑡) та 𝑑𝑖 у породжуючiй задачi (𝜀 = 0) ми
отримаємо простiр розв’язкiв нашої системи.

Тепер ми хочемо обмежити цi розв’язки щоб вони задовольняли не тiльки
породжуючу задача, а й нелiнiйну задачу також.

Нагадаємо що початкова система має вигляд

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑋𝑖(𝑡,𝜀)

𝜕𝑡 = 𝐴𝑖1𝑋𝑖(𝑡, 𝜀) +𝑋𝑖(𝑡, 𝜀)𝐴𝑖2 + 𝜀
∑︀𝑛

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘(𝑡, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝑡, 𝜀) +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡, 𝜀)

𝐻𝑖1𝑋𝑖(0, 𝜀)−𝐻𝑖2𝑋𝑖(𝑇, 𝜀) = Λ𝑖 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

У диференцiйного рiвняння розв’язки мають вигляд

𝑋𝑖(𝑡,𝐷𝑖) = 𝐾𝑡
0𝑖[𝐷𝑖] +

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖

⎡⎢⎣𝐵𝑖𝑢𝑖(𝜏) + 𝜀

𝑛∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)

⎤⎥⎦ 𝑑𝜏

Розкладемо на два iнтеграли i винесемо 𝜀 за межi iнтегралу

𝑋𝑖(𝑡,𝐷𝑖) = 𝐾𝑡
0𝑖[𝐷𝑖]+

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖 [𝐵𝑖𝑢𝑖(𝜏)] 𝑑𝜏+𝜀

∫︁ 𝑡

0

𝐾𝑡
𝜏 𝑖

⎡⎢⎣ 𝑛∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)

⎤⎥⎦ 𝑑𝜏

Пiдставляючи цей вираз у крайову умову, отримуємо

Λ𝑖 = 𝐻𝑖1𝐷𝑖 −𝐻𝑖2𝐾
𝑇
0𝑖[𝐷𝑖]−𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖[𝐵𝑖𝑢𝑖(𝜏)]𝑑𝜏

− 𝜀𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝐾𝑇
𝜏𝑖

⎡⎢⎣ 𝑛∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)

⎤⎥⎦ 𝑑𝜏

Першi три доданки вже були дослiдженi у породжуючiй задачi та задо-
вольняють умову розв’язностi. Таким чином єдиним додатковим внеском є
нелiнiйний член.
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Оскiльки параметри 𝑢𝑖 та 𝐷𝑖 (vec𝐷𝑖 = 𝑑𝑖) були знайденi незалежно вiд
параметра 𝜀 , то для того щоб отриманi розв’язки залишались допустимими
при будь-яких малих значеннях 𝜀, необхiдно вимагати, щоб нелiнiйна частина
не порушувала виконання крайової умови. Отже має виконуватись

𝐻𝑖2

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖1(𝑇−𝜏)
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)𝑒
𝐴𝑖2(𝑇−𝜏)𝑑𝜏 = 0

Використовуючи лiнiйнiсть iнтеграла та суми, отримаємо

𝐻𝑖2

𝑛∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖1(𝑇−𝜏)𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝜏, 𝜀)𝑒
𝐴𝑖2(𝑇−𝜏)𝑑𝜏 = 0

Позначимо функцiонал

Φ𝑖(𝐶𝑢𝑖, 𝐶𝑑𝑖) := 𝐻𝑖2

𝑛∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴𝑖1(𝑇−𝜏)𝑋𝑘(𝜏, 0)𝐶𝑘𝑋𝑘(𝜏, 0)𝑒
𝐴𝑖2(𝑇−𝜏)𝑑𝜏

Таким чином достатня умова розв’язностi набуває вигляду

Φ𝑖(𝐶𝑢𝑖, 𝐶𝑑𝑖) = 0

Вiдомо з [2] що дана умова також є достатньою якщо вiдповiдний розв’язок
є простим коренем функцiонала Φ𝑖.
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4 Чисельне моделювання та програмна реалi-

зацiя

У даному роздiлi наведено результати чисельного моделювання породжуючої
задачi для зв’язаних систем рiвнянь Рiккатi.

Основною метою є вiзуалiзацiя траєкторiй системи та перевiрка отрима-
них аналiтичних розв’язкiв для рiзних типiв керування.

Чисельне iнтегрування здiйснювалось за допомогою стандартних методiв
розв’язання систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглянуто два типи керування: константне та афiнне.

4.1 Константне керування

Для випадку константного керування 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖𝑐 отримано траєкторiї станiв
двох пiдсистем.

На рисунках наведено вiдповiдну еволюцiю компонент системи, яка де-
монструє стабiльну поведiнку, що узгоджується з аналiтичним розв’язком
породжуючої задачi.
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4.2 Афiнне керування

Для афiнного керування 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖𝑡𝑡+ 𝑢𝑖𝑐 спостерiгається бiльш складна ди-
намiка системи, що пов’язано з лiнiйною залежнiстю керування вiд часу.

Отриманi траєкторiї демонструють вплив часової компоненти керування
на поведiнку системи.

Отриманi результати пiдтверджують узгодженiсть аналiтичних та чисель-
них розв’язкiв та демонструють вплив типу керування на динамiку зв’язаних
систем.
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4.3 Обчислення матричних iнтегралiв на основi блоко-

вих представлень

У чисельнiй реалiзацiї ключову складнiсть становить обчислення iнтегралiв
вiд матричних експонент. Зокрема, iнтеграли виду∫︁ 𝑇

0

𝑒𝐴(𝑇−𝜏)𝐵𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 (18)

та ∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑒𝐴(𝑇−𝜏)𝐵𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 (19)

не мають простого аналiтичного вигляду у загальному випадку та потре-
бують ефективних обчислювальних процедур.

Обчислення iнтегралу (18) описано в [1] за допомогою блокових матриць

exp

[︃(︃
𝐴 𝐵

0 0

)︃
𝑡

]︃
=

(︃
𝑒𝐴𝑡

∫︀ 𝑡

0 𝑒
𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏

0 𝐼

)︃
Таким чином, iнтеграл безпосередньо отримується як верхнiй правий блок

матричної експоненти.
Для обчислення iнтегралу (19), який мiстить додатковий множник 𝜏 , ви-

користовується розширена блочна система бiльшого розмiру. Розглянемо ма-
трицю

𝒜 =

⎛⎜⎜⎝
𝐴 𝐼 0

0 𝐴 𝐵

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (20)

Тодi справедлива структура

exp(𝒜𝑡) =

⎛⎜⎜⎝
𝑒𝐴𝑡 𝑡𝑒𝐴𝑡 𝑡

∫︀ 𝑡

0 𝑒
𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 −

∫︀ 𝑡

0 𝜏𝑒
𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏

0 𝑒𝐴𝑡
∫︀ 𝑡

0 𝑒
𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎠ , (21)

Звiдси ми можемо знайти
∫︀ 𝑡

0 𝜏𝑒
𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 можемо знайти вiднявши вiд

середньої правої частини помноженої на 𝑡 верхню праву частину

23



∫︁ 𝑡

0

𝜏𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 = 𝑡 ·
∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 −
(︂
𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

0

𝜏𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏

)︂
Доведемо що exp (𝒜𝑡) має саме такий вигляд
Позначимо

exp(𝒜𝑡) =

⎛⎜⎜⎝
𝑋(𝑡) 𝑌 (𝑡) 𝑍(𝑡)

0 𝑈(𝑡) 𝑉 (𝑡)

0 0 𝑊 (𝑡)

⎞⎟⎟⎠ ,

Маємо диференцiйне рiвняння

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝒜𝑡 = 𝒜𝑒𝒜𝑡

Перепишемо як

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝒜𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
𝐴 𝐼 0

0 𝐴 𝐵

0 0 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝑋(𝑡) 𝑌 (𝑡) 𝑍(𝑡)

0 𝑈(𝑡) 𝑉 (𝑡)

0 0 𝑊 (𝑡)

⎞⎟⎟⎠ ,

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝒜𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
𝐴𝑋(𝑡) 𝐴𝑌 (𝑡) + 𝐼 · 𝑈(𝑡) 𝐴𝑍(𝑡) + 𝐼 · 𝑉 (𝑡)

0 𝐴𝑈(𝑡) 𝐴𝑉 (𝑡) +𝐵𝑊 (𝑡)

0 0 0

⎞⎟⎟⎠
Оскiльки

exp(𝒜 · 0) =

⎛⎜⎜⎝
𝐼 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎠ ,

Маємо початковi умови

𝑋(0) = 𝑈(0) = 𝑊 (0) = 𝐼, 𝑌 (0) = 𝑍(0) = 𝑉 (0) = 0

Оскiльки елементи 𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝑊 (𝑡) вже встановленi ранiше, сфокусуємося
на доведеннi 𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡), 𝑍(𝑡)

Визначимо кожен з елементiв матрицi
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𝑋 ′(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡), 𝑋(0) =⇒ 𝑋(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡

𝑌 ′(𝑡) = 𝐴𝑌 (𝑡) + 𝐼 · 𝑈(𝑡) = 𝐴𝑌 (𝑡) + 𝑒𝐴𝑡

𝑌 (𝑡) = 𝑡𝑒𝐴𝑡

𝑍 ′(𝑡) = 𝐴𝑍(𝑡) + 𝐼 · 𝑉 (𝑡) = 𝐴𝑍(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏

Методом варiацiї сталої визначаємо що

𝑍(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑉 (𝑠) 𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 𝑑𝑠

Отримуємо подвiйний iнтеграл

𝑍(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑒𝐴(𝑠−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 𝑑𝑠.

Змiнимо порядок iнтегрування. Область iнтегрування

0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡

еквiвалентна областi

0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡, 𝜏 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡.

Тодi

𝑍(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡

𝜏

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑒𝐴(𝑠−𝜏)𝐵 𝑑𝑠 𝑑𝜏.

Оскiльки

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑒𝐴(𝑠−𝜏) = 𝑒𝐴(𝑡−𝜏),

одержимо

𝑍(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑡

𝜏

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝑠 𝑑𝜏.
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Оскiльки пiдiнтегральний вираз не залежить вiд 𝑠, внутрiшнiй iнтеграл
дорiвнює ∫︁ 𝑡

𝜏

𝑑𝑠 = 𝑡− 𝜏.

Тому остаточно

𝑍(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 = 𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

0

𝜏𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵 𝑑𝜏
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5 Висновки

У роботi було дослiджено задачу керування та крайових умов для систем
лiнiйних матричних диференцiальних рiвнянь типу Сильвестра з малим не-
лiнiйним збуренням, що описує взаємодiю пiдсистем.

Розглянуто породжуючу задачу при 𝜀 = 0, для якої отримано аналiти-
чний опис розв’язкiв через матричнi експоненти та вiдповiднi iнтегральнi
представлення. На основi цього побудовано загальний вигляд розв’язку та
сформульовано крайову задачу у виглядi операторного рiвняння.

Отримано умови розв’язностi у термiнах проєкцiй на ядро спряженого
оператора, що дозволяє описати множину допустимих керувань та початко-
вих даних через псевдооберненi оператори. Показано, що розв’язок має стру-
ктуру з довiльною компонентною в ядрi вiдповiдного оператора, що вiдобра-
жає невизначенiсть задачi.

Для подальшого аналiзу здiйснено векторизацiю системи та використано
добуток Кронекера, що дозволило звести матричну систему до стандартної
форми лiнiйної динамiчної системи у просторi R𝑛2. Це суттєво спростило ана-
лiз структури операторiв та чисельну реалiзацiю.

Окрему увагу придiлено нелiнiйнiй частинi задачi. Показано, що при ма-
лих значеннях параметра 𝜀 розв’язнiсть вихiдної системи зводиться до ви-
конання додаткової функцiональної умови, яка обмежує допустимi розв’язки
породжуючої задачi. Отримано вiдповiдний функцiонал та сформульовано
умову його анулювання як достатню умову узгодженостi.

У практичнiй частинi реалiзовано чисельнi методи обчислення матричних
iнтегралiв на основi розширених блокових матриць та експоненти матрицi.
Побудовано алгоритми для обчислення iнтегралiв першого та другого мо-
ментiв, що дозволило ефективно реалiзувати отриманi аналiтичнi формули.

Проведено чисельне моделювання, у межах якого дослiджено поведiнку
керувань для рiзних режимiв системи. Отриманi результати пiдтверджують
коректнiсть аналiтичної побудови та узгодженiсть чисельної реалiзацiї з тео-
ретичними висновками. Для константного та афiнного керування побудовано
вiдповiднi траєкторiї, якi задовольняють крайовi умови породжуючої задачi.

Отриманi результати демонструють ефективнiсть використаного пiдходу
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для аналiзу слабко нелiнiйних взаємодiючих систем та можуть бути викори-
станi як базис для подальшого дослiдження задач оптимального керування
та стiйкостi.
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А Додаток

Вихiдний код, що реалiзує чисельнi методи, моделювання та побудову графi-
кiв, представлено у вiдкритому репозиторiї:

https://github.com/5misha5/riccati-boundary-problems-control

Репозиторiй мiстить:

• реалiзацiю алгоритмiв обчислення матричних iнтегралiв;

• чисельну реалiзацiю крайової задачi;

• код побудови графiкiв керувань та траєкторiй;

• допомiжнi функцiї для векторизацiї та роботи з матрицями Кронекера.

Усi обчислювальнi експерименти, наведенi в роботi, вiдтворюються за до-
помогою коду з даного репозиторiю.
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