
Розвиток інформаційних технологій та їх 
проникнення в усі сфери діяльності людини ро-
бить важливою проблему створення теорії, яка 
дала б змогу адекватно описувати нестрогі, не-
чіткі, розпливчаті поняття і процеси міркування 
з такими поняттями. Визначним кроком у цьому 
напрямі виявився підхід, базований на викорис-
танні поняття нечіткої множини, запропонова-
ний Л. Заде [6]. Цей підхід дає змогу формалізу-
вати притаманні людині нечіткі, розпливчаті, 
наближені міркування. Тим самим до певної мі-
ри долається бар’єр між людиною, яка може мір-
кувати й ухвалювати рішення в умовах невизна-
ченості, та комп’юте рами, що можуть виконува-
ти лише чіткі інструкції. Теорія нечітких множин 
[2; 6; 7] відкриває нові напрями аналізу і розроб-
ки складних систем управління та інформацій-
них систем, розвитку гнучких автоматизованих 
виробництв і комплексів, здатних виконувати 
певні інтелектуальні дії людини.

Нечіткість та невизначеність притаманні опи-
сам явищ і процесам навколишнього світу. Тут 
можна згадати неможливість точного вимірю-
вання реальних величин, принципову неможли-
вість повного і чіткого опису багатьох фізичних 
об’єктів і ситуацій. Фізичні обмеження на розмір 
моделей не дають змогу точно й адекватно відо-
бразити всі суттєві властивості предметних об-
ластей, тому саме моделювання в принципі є не-
чітким. Усе це наголошує на непересічній важ-
ливості розвитку теорії нечітких множин. 

Перспективним напрямом такого розвитку є 
теоретико-можливісний підхід [3–5]. Цей підхід 
виявився дуже плідним для моделювання пред-
метних областей, зважаючи на нечіткість та не-
повноту наявної інформації. Теорія можливостей 
уможливлює математичне моделювання реаль-
ності на базі дослідних фактів, знань, гіпотез і 
суджень, перевіряти адекватність побудованих 
моделей і на їхній основі оптимально оцінювати 
характеристики досліджуваних процесів і явищ.

На базі теоретико-можливісного підходу ви-
конано [1] дослідження нечітких предикатів і не-
чітких реляцій. Запропоновано спеціальне уточ-
нення поняття нечіткого предиката, визначено 
операції над такими предикатами. На основі ло-
гіки нечітких предикатів введено поняття нечіт-
кої реляції та збудовано алгебру нечітких реля-
цій. На базі алгебри нечітких реляцій та моделей 
операцій, виражених через подання нечіткої ре-
ляції, розроблено програмне забезпечення для 
ефективної обробки запитів до баз даних із не-
чіткими критеріями. 

У цій праці запропоновано пiдхiд до моделю-
вання нечiтких множин за допомогою теоретико-
можливiсних методiв. Введено операцiї над 
нечiткими множинами в теорiї можливостей, які 
вiдповiдають традиційним операцiям над 
нечiткими множинами, дослiджено властивостi 
цих операцiй.

1. Нечiткi множини 
У 1965 роцi Л. Заде запропонував новий 

пiдхiд до формалiзацiї нечiткостi, базований на 
поняттi нечiткої множини [6]. Як вiдомо, будь-
яка пiдмножина A множини X може бути задана 
за допомогою її характеристичної функцiї 
() : X→{0, 1}, визначивши A(x) = 1 для xA та 
A(x) = 0 для xX\A.

Нечiтка множина A також визначається її ха-
рактеристичною функцiєю μA() : X→[0, 1], зна-
чення якої μA(x)[0, 1] iнтерпретується як 
«ступiнь включення» xX в A. Те, що довiльний 
елемент xX може належати нечiткiй множинi 
A лише «частково», дає змогу моделювати 
складнi об’єкти в термiнах характеристик, зна-
чення яких властивi їм лише «до певної мiри», 
«частково». 

У дослідженнні [7] нечiткi множини Заде 
розглянуто як основу для теорiї можливостей. 
Але теоретико-можливiсна модель нечiткої мно-
жини [3–5] суттєво вiдмінна вiд нечiткої множи-
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ни Заде. З огляду на це виникають такi запитан-
ня. По-перше, як засобами теорiї можливостей 
промоделювати нечiткi множини Заде? По-друге, 
який пiдклас теоретико-можливiсних нечiтких 
множин можна промоделювати за допомогою 
множин Заде? Нарешті, чи можна теоретико-
можливiсну нечiтку множину звести до вигляду, 
що задовiльняв би теорiї Заде?

Щоб дати вiдповiдi на цi запитання, нагадає-
мо визначення та властивостi нечiтких множин.

Визначення 1. Нечiтка множина A за Л. Заде – 
це пара (μ, X), де

μ : X → [0, 1].

Змiстовно це означає, що елементи X можуть 
належати нечiткiй множинi A не повнiстю, а ли-
ше «частково». Ступiнь належностi елемента x 
до нечiткої множини A визначається значенням 
характеристичної функцiї μ(x).

В теорiї нечiтких множин операцiї над ними 
зазвичай визначено за такими правилами, запро-
понованими Заде [6]: 

A = B : μA(x) = μB(x); A  B : μA(x)  μB(x); 

μX\A(x) = 1 – μX(x); 

μAB(x) = max(μA(x), μB(x));

μAB(x) = min(μA(x), μB(x));              (1)

( ) sup ( );A Ax x
 

 
  

 ( ) inf ( );A Ax x
 

 
  

Тут A, B – нечiткi пiдмножини X, xX, а 
теоретико-множинні операцiї, введенi в лiвому 
стовпчику, визначаються в правому.

Замiнивши у цих визначеннях μ(·) на «зви-
чайну» характеристичну функцiю (·), отримає-
мо вiдповiднi операцiї над «звичайними», 
«чiткими» множинами, за якими, зокрема, 
max(A, B)() та min(A, B)() – характеристичнi 
функцiї об’єднання AB та перетину AB, від-
повідно, умова A(·)  B(·) еквівалентна вклю-
ченню A  B. 

В теорiї нечiтких множин Заде приймаються 
такi умови нормування:

μX(x) = 1, μ(x) = 0. 

Водночас згідно з наведеними правилам 
μ(X\A)A(x)  1 та μ(X\A)A(x)  0, тобто (X\A)A  X, 
(X\A)A  . 

Нагадаємо тепер теоретико-можливісну мо-
дель нечіткої множини.

Розглянемо можливісний простір (Y, 2
Y, P) з 

канонічним нечітким елементом  [6], який ви-
значається розподілом () : Y[0,1]. 

Визначення 2. Нечітка множина на X – це ві-
дображення A : Y2X.

Визначальною характеристикою нечіткої 
множини (в розумінні визначення 2) є її характе-
ристична функція A : X[0,1], яка задається 
так:

A(x) = Р({y | xA(y)}).

Зазвичай можливість A(x) інтерпретується 
як можливість події xA, тобто xX «покрива-
ється» нечіткою множиною A. 

Нечітку множину (в розумінні визначення 2) 
можна також інтерпретувати як відображення 
A(), що залежить від канонічного нечіткого еле-
мента  обраного можливісного простору. Тоді 
значення можливості A(x) можна інтерпретува-
ти як можливість події {y | xA(y)}.

Визначимо теоретико-можливісні операції 
над нечіткими множинами.

Визначення 3. Нехай A : Y2X та B : Y2X – 
нечіткі множини, тоді 

AB : Y2X, AB : Y2X, 

A \ B : Y2X, X \ B : Y2X, 

що задаються умовами

(AB)(y) = A(y)B(y), (AB)(y) = A(y)B(y), 

(A \ B)(y) = A(y) \ B(y), (X \ B)(y) = X \ B(y), 

A  B  A(y)  B(y), yY, 

суть нечіткі множини. 
Розглянемо xapaктepистичні фyнкцiї отрима-

них нечітких множин.

AB(x) = Р({y | хA(y)B(y)}) = 
= max(A(x), B(x));

AB(x) = Р({y | хA(y)B(y)}) =
= min(A(x), B(x));

X \ B(x) = Р({y | хB(y)}) =  

= 

Операції над нечіткими множинами можна 
визначити дещо іншим способом, якщо ввести 
наступні припущення. 

Розглянемо можливісні простори Y = (Y, 2
Y, P

Y ) 
з канонічним нечітким елементом  та 
Z = (Z, 2

Z, P
Z ) з канонічним нечітким елементом 

, розподіли яких визначаються як () : Y[0,1] 
та () : Z[0,1]. 

Визначення 4. Нехай A : Y2X та B : Z2X – 
нечіткі множини, тоді AB, AB, A \ B – нечіткі 
множини (відображення) YZ2X, що визнача-
ються так:

(AB)(y, z) = A(y)B(z), 

(AB)(y, z) = A(y)B(z), 
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(A \ B)(y, z) = A(y) \ B(z), 

A  B  A(y)  B(z), yY, zZ. 

Зауважимо, що для нечітких множин A, B, за-
даних згідно з визначенням 4, із умови A  B без-
посередньо не випливає умова A(x)  B(x), адже 
в загальному випадку не можна порівняти за 
можливістю множини Ax = {y | yY, A(y) = x} та 
Bx = {z | zZ, B(z) = x}. Твердження A  B  
A(x)  B(x) буде правильним за умови Y = Z: 
A  B  Ax  Bx  A(x)  B(x).

Визначення 3 є окремим випадком визначен-
ня 4, якщо:
– Y = Z, тобто обидва можливісні простори збі-

гаються, тому збігаються їхні канонічні не-
чіткі елементи, тобто  = ;

– нечіткі множини з визначення 4 залежать від 
одного й того самого екземпляра канонічного 
нечіткого елемента  = .
Визначимо тепер характеристичні функції 

нечітких множин, уведених згідно з визначен-
ням 4. Для цього розглянемо можливісний про-
стір (YZ, 2

YZ, P) з канонічним нечітким елемен-
том  = (, ). Міра можливості P може бути ви-
ражена через сумісний розподіл нечітких 
величин  та :

(y, z) = ,(y, z) = min((y), |(z|y)) або 

(y, z) = ,(y, z) = min((y), |(y|z)). 

У випадку, коли нечіткі величини  та  є 
P-незалежними [5], маємо 

(y, z) = ,(y, z) = min((y), (z).

Припустимо, що нечіткі величини  та  є 
P-незалежними і розглянемо характеристичні 
функції отриманих вище нечітких множин: 

AB(x) = Р({(y, z) | хA(y)  хB(z)}) =
= max(Р({(y, z) | хA(y)}), Р({(y, z) | хB(z)})).

Водночас

Р({(y, z) | хA(y)}) = 
,

{ | ( )}
sup ( , )

y x A y Z
y z 

 
 

= 
{ | ( )}

sup min( ( ), ( ))
y x A y Z

y z 

 
  

{ | ( )}
sup ( ) ( ),A

y x A y
y x


     звідки 

AB(x) = max(A(x), B(x)).

Аналогічно отримуємо співвідношення для 
перетину нечітких множин:

AB(x) = Р({(y, z) | хA(y)  хB(z)})  
 min(Р({(y, z) | хA(y)}), Р({(y, z) | хB(z)})), 

звідки

AB(x)  min(A(x), B(x)).

У випадку, коли події хA() та хB() є 
P-незалежними, маємо:

AB(x) = min(A(x), B(x)).

2. Порівняння нечiтких множин у теорії Заде 
й у теорії можливостей

У загальному випадку для теоретико-
можливісної моделі нечiтких множин із умов (1) 
справджуються лише дві, які стосуються опера-
ції об’єднання. Покажемо, що інші умови із (1) 
вже хибні. Використаємо визначення 3 операцій 
над нечiткими множинами.

Розглянемо можливісний простір (Y, 2
Y, P), 

Y = [0, 1] з канонічним нечітким елементом , 
визначеним розподілом (y) = y. Тоді P(A) =
=sup ( ) sup .

y A
y A


   Як приклади розглядатиме-

мо нечіткі множини з класу відображень Y2Y. 
Приклад 1. Розглянемо нечіткі множини 

A : Y2Y і B : Y2Y такі:

 

B(y) = [0, 1], якщо yY.

Зрозуміло, що A(y) = B(y) = 1, водночас 
A  B.

Так само із включенням множин: правильно 
B(y)  A(y), проте хибно B  A.

Приклад 2. Розглянемо нечітку множину 
X \ A, де A – множина прикладу 1:

Неважко переконатися, що 
звідси X\A(y)  1 – A(y). 
Приклад 3. Розглянемо нечіткі множини 

A : Y2Y та B : Y2Y такі:

Зрозуміло, що A(y) = B(y) = 1, проте 
AB = , тому AB(y) = 0. Звідси для характе-
ристичної функції перетину множин маємо 
AB(y)  min(A(y), B(y)).

Приклади 1 і 3 базуються на тому факті, що в 
загальному випадку характеристична функція 
перетину множин не може бути виражена через 
A та B, адже події A(y) та B(y) не завжди 
P-незалежні. Cправді, строга нерівність

AB(y)  min(A(y), B(y)), yY, 
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справджується тоді й тільки тоді, коли події 
A(y) та B(y) є P-незалеж ними для всіх yY, 
тобто нечіткі множини A та B є P-незалежними. 

3. Узгодження підходів 
до побудови нечiтких множин

Розглянемо спосіб, який дає змогу перетво-
рювати довільні нечіткі множини на P-незалежні, 
не змінюючи їхньої характеристичної функції 
[4]. Цей спосіб фактично зводиться до перетво-
рення ,  ,A A B B   при якому

( ) ( ),  ( ) ( ),A B BAy y y y     

( ) min( ( ), ( ))A B A By y y    

= min( ( ), ( )) ( ),BA A By y y     yY. 

Нехай (Y, 2
Y, P) – можливісний простір, в яко-

му можливість P задана розподілом (), нехай 
A : Y2X – нечітка множина. Тоді характеристич-
на функція нечіткої множини A 

A(x) = P({y | xA(Y)}) = 
{ | ( )}

sup ( ).
y x A Y

y




Визначення 5. Задамо нечітку множину 
͞A : Y2X так:

A͞x = {y | yY, (y)  ,A(x)}, ͞A(y) = {x | xX, y ͞Ax}.

Нечітку множину ͞A назвемо P-поповненням 
нечіткої множини A.

Наведемо основні властивості P-поповнення 
для операцій, введених у визначенні 4 за анало-
гією з [4], де вони вивчаються для операцій ви-
значення 3.

Теорема 1. Нехай Y = (Y, 2
Y, P

Y ) та Z = (Z, 2
Z, P

Z ) – 
можливісні простори, A : Y2X та B : Y2X – до-
вільні нечіткі множини, A() та B() – їх харак-
теристичні функції; нехай операції  і  зада-
ються за визначенням 4. Тоді P-поповнення 
нечітких множин ͞A : Y2X та ͞B : Y2X мають такі 
властивості:

( ) ( ),  ( ) ( ),A B BAx x x x       xX; 

,  ,  ,  ;A A B B A A B B     
,A B A B A B      
.A B A B A B    

Доведення теореми зводиться до перевірки 
зазначених співвідношень.

У випадку Y = Z можна отримати сильніше 
твердження. 

Теорема 2. Нехай Y = (Y, 2
Y, P

Y ) – можливіс-
ний простір з канонічним нечітким елементом , 
який визначається розподілом (), нехай 
A : Y2X та B : Y2X – довільні нечіткі множини, 
A() та B() – їх характеристичні функції; нехай 
операції  та  задаються за визначенням 4. Тоді

  ( ) ( ).BAA B A B x x      

Ще сильніше твердження дістаємо за умови 
залежності нечітких множин A та B від одного й 
того самого екземпляра канонічного нечіткого 
елемента , а саме: 

( )( ) ( )( , ) ( ) ( ),A B y A B y y A y B y    

( )( ) ( )( , ) ( ) ( ).A B y A B y y A y B y    

Теорема 3. Справджуються наступні власти-
вості:
1) ,  ;A B A B A B A B        

2)  i A B  P-незалежні щодо  : 

( ) min( ( ), ( )) ( ).A BBA B Ax x x x      

Дослідимо тепер доповнення до нечіткої мно-
жини в теорії Заде. 

Згідно з визначенням характеристичної 
функції доповнення X\A отримуємо, що умова 
X\A(x) = 1 – A(x) не виконується навіть для 
P-поповнених множин. 

Проте в теорії Заде X\A можна визначити за-
гальніше: X \ A() = (A()).

Тут  : [0, 1]  [0, 1] – довільна строго моно-
тонно спадна функція, причому (0) = 1, (1) = 0. 

Водночас у теоретико-можливісній моделі це 
не проходить: функцію (A()) не завжди можна 
інтерпретувати як характеристичну функцію до-
повнення X\A. Справді, нехай A(х) = P(хA) – 
можливість належності хX до A, 
X\A(х) = P(хX \ A) = P(хA) – можливість на-
лежності хX до X \ A; тоді 

max(A(x), X\A(x)) =
= max(P(хA), P(хA)) = P(хX) = 1.

Проте ця умова не завжди виконується для 
довільної пари функцій A(), (A()) із наведе-
ною вище умовою для . Справді, маємо

Приклад 4. Нехай 0  A(x)  1, тоді для де-
якого хX за визначенням  маємо 0  (A(x))  1, 
тому max(A(x), (A(x)))  1. Отже, A() та 
(A()) не пов’язані як взаємнодоповнювальні 
характеристичні функції нечітких множин. 

Трактуючи  як «заперечення», треба розгля-
дати (A(x)) як характеристичну функцію мно-
жини Ã, дуальної до A. Враховуючи, що характе-
ристична функція неоднозначно визначає нечiтку 
множину (дві різні нечiткі множини можуть ма-
ти одну й ту саму характеристичну функцію), 
пропонуємо такий спосіб побудови дуальної мно-
жини Ã: Y2X за значенням ( ) ( ( ))AA x x    :

{ | , ( ) ( ( ))},x AA y y Y y x       

( ) { | , }.xA y x x X y A   

Нечітка множина Ã є P-поповненою за побу-
довою, тому її можна трактувати як теоретико-
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можливісний аналог операції доповнення теорії 
нечітких множин Заде.

Висновки

У статті запропоновано пiдхiд до моделюван-
ня теорiї нечiтких множин Л. Заде на основі 

бiльш загальних теоретико-можливiсних мето-
дiв. Засобами теорiї можливостей введено опе-
рацiї над нечiткими множинами, які вiдповiдають 
традиційним операцiям над такими множинами, 
дослiджено властивостi цих операцiй. Виявлено 
істотні вiдмiнностi двох теорiй щодо моделю-
вання нечiткостi.
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MODELLING OF FUZZY SETS IN THEORY OF POSSIBILITIES

In this paper we propose an approach to modelling of L. Zadeh’s fuzzy sets using theory of possibilies 
methods. Operations on fuzzy sets in theory of possibilities corresponding to traditional fuzzy operations 
are specifi ed, and properties of the introduced operations are studied.
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