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Для орграфа 𝐷 = (𝑉 (𝐷), 𝐴(𝐷)), його реберним орграфом [1] називає-
ться орграф 𝐿(𝐷) iз множиною вершин 𝑉 (𝐿(𝐷)) = 𝐴(𝐷) i множиною дуг
𝐴(𝐿(𝐷)) = {(𝛼, 𝛽) : ℎ(𝛼) = 𝑡(𝛽)} (тут для дуги 𝛼 = (𝑢, 𝑣) ми позначаємо
ℎ(𝛼) = 𝑣 i 𝑡(𝛼) = 𝑣). Таким чином, вершинами реберного орграфа є дуги
𝐷, а дугами – пари дуг, якi йдуть “одна в одну”. Схожим чином визнача-
ється й реберний граф 𝐿(𝐺) для неорiєнтованих графiв 𝐺. Виявляється,
що на неорiєнтованих графах графовий оператор 𝐿 майже iн’єктивний [2].
А саме, має мiсце вiдома теорема Вiтнi: маючи реберний граф, ми можемо
однозначно вiдновити початковий граф (iз точнiстю до iзоморфiзму), за
винятком пари графiв 𝐾3, 𝐾1,3. З iншого боку, реберний оператор 𝐿 на
орiєнтованих графах не має такої властивости.

У цiй роботi ми введемо нову конструкцiю, яка разом iз реберним ор-
графом дозволить однозначно вiдновити початковий орграф. Спочатку
нам знадобиться поняття знакового графа. Для графа 𝐺 знаковою фун-
кцiєю називається довiльне вiдображення вигляду 𝑠 : 𝐸(𝐺) → {+,−}, що
переводить ребра 𝐺 у знаки + та −. Знаковий граф – це пара (𝐺, 𝑠), де 𝑠
є знаковою функцiєю на 𝐺.

Маючи орграф 𝐷, назвемо його знаковим реберним графом 𝐶𝑠(𝐷) впо-
рядковану пару (𝐺, 𝑠), де 𝐺 – це неорiєнтований граф iз множиною вер-
шин 𝑉 (𝐺) = 𝐴(𝐷) i множиною ребер 𝐸(𝐺) = {𝛼𝛽 : ℎ(𝛼) = ℎ(𝛽) або 𝑡(𝛼) =
𝑡(𝛽)}, а знакова функцiя 𝑠 : 𝐸(𝐺) → {+,−} дiє за правилом: 𝑠(𝛼𝛽) = +,
якщо ℎ(𝛼) = ℎ(𝛽). Таким чином, вершинами знакового графа 𝐶𝑠(𝐷) є ду-
ги 𝐷, його ребра вiдповiдають парам дуг зi спiльним початком чи спiль-
ним кiнцем; 𝑠 же є знакова функцiя на 𝐺 така, що ребро 𝛼𝛽 є позитивним,
якщо кiнцi цих дуг спiвпадають (i негативним, якщо дуги мають однако-
вий початок).

Правильним розфарбуванням на вершинах графа називатимемо таке
розфарбування його вершин у два кольори, за якого кожнiй парi сумi-
жних вершин приписуються рiзнi кольори. Графом клiк 𝐾(𝐺) назива-
ється граф перетинiв множин вершин усiх клiк (максимальних повних
пiдграфiв) у графi 𝐺. Перший наш результат є характеризацiя знакового
реберного графа.
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Теорема 1. Нехай 𝐺 є неорiєнтований граф, а 𝑠 : 𝐸(𝐺) → {+,−} є
знакова функцiя на ребрах 𝐺. Тодi (𝐺, 𝑠) = 𝐶𝑠(𝐷) для деякого орграфа 𝐷
тодi й тiльки тодi, коли:

(1) кожна клiка 𝐺 мiстить ребра одного знаку;
(2) 𝑠 породжує правильне розфарбування на вершинах 𝐾(𝐺).

Зауважимо, що наведена теорема має такий наслiдок: якщо для графа
𝐺 iснують знакова функцiя 𝑠 та орграф 𝐷 такi, що (𝐺, 𝑠) = 𝐶𝑠(𝐷), то 𝐺
є реберний граф двочасткового графа.

Нехай 𝐿 є реберний орграф, 𝐶𝑠 = (𝐺, 𝑠) є знаковий реберний граф
(граф, що задоволяє умови теореми 1) i |𝑉 (𝐿)| = |𝑉 (𝐺)|. Тодi бiєкцiя
𝜑 : 𝑉 (𝐿) → 𝑉 (𝐺) називається допустимою, якщо iснує орграф 𝐷, для
якого виконуються наступнi умови:

∙ 𝐿(𝐷) ≃ 𝐿; назвемо вiдповiдний iзоморфiзм 𝜓𝐿 : 𝑉 (𝐿(𝐷)) → 𝑉 (𝐿).
∙ 𝐶𝑠(𝐷) ≃ 𝐶𝑠; назвемо вiдповiдний iзоморфiзм 𝜓𝐶𝑠 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐶𝑠).
∙ 𝜑 ∘ 𝜓𝐿 = 𝜓𝐶𝑠.

Зауважимо, що областi визначення функцiй 𝜑 ∘ 𝜓𝐿 та 𝜓𝐶𝑠 однаковi й
дорiвнюють 𝐴(𝐷) = 𝑉 (𝐿(𝐷)) = 𝑉 (𝐺).

Теорема 2. Для реберного орграфа 𝐿 i знакового реберного графа 𝐶𝑠 =
(𝐺, 𝑠) бiєкцiя 𝜑 : 𝑉 (𝐿) → 𝑉 (𝐺) є допустимою тодi й тiльки тодi, коли:

∙ для всiх 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐿) : 𝜑(𝑁+
𝐿 (𝑢)) є негативна клiка в 𝐶𝑠, а 𝜑(𝑁−

𝐿 (𝑢))
є позитивна клiка;

∙ Якщо 𝐾 є позитивна (негативна) клiка в 𝐶𝑠, то для всiх 𝑢, 𝑣 ∈
𝜑−1(𝑉 (𝐾)) виконано 𝑁+

𝐿 (𝑢) = 𝑁+
𝐿 (𝑣) (𝑁−

𝐿 (𝑢) = 𝑁−
𝐿 (𝑣)).

Твердження 1. Нехай 𝐿 є реберний орграф, 𝐶𝑠 = (𝐺, 𝑠) є знаковий
реберний граф, а 𝜑 : 𝑉 (𝐿) → 𝑉 (𝐺) є допустима бiєкцiя мiж ними. Тодi
iснує єдиний орграф 𝐷 iз 𝐿 ≃ 𝐿(𝐷) та 𝐶𝑠 ≃ 𝐶𝑠(𝐷).
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