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Анотацiя

У данiй роботi дослiджується спектральна теорiя злiченних графiв Коксе-

тера, зокрема, значення iндексiв окремих їхнiх класiв. Розглянуто графи Ко-

ксетера з пiдпорядкованими T-деревами. Проведено огляд лiтературних дже-

рел, проаналiзовано методи обчислення iндексiв таких графiв. Дослiджено

значення iндексiв деяких класiв злiченних графiв Коксетера, а саме T5
k+1,l,∞,

T4,4
k+1,l+1,∞ та Т-дерев Коксетера з позначкою 4 на нескiнченному ланцюгу, а

також сформульовано та доведено теорему про повну класифiкацiю графiв

Коксетера з пiдпорядкованими T-деревами зi значенням iндексу в промiжку(√√
5 + 2; 32

√
2
]
.

Ключовi слова: спектральна теорiя графiв, графи Коксетера, iндекс

графа, T-дерева, класифiкацiя графiв, матриця сумiжностi.

This thesis explores the spectral theory of infinite countable Coxeter graphs,

focusing on the index values of selected classes, specifically Coxeter T-trees. Methods

of index computation are reviewed in order to support the spectral analysis of the

considered graph classes. The index values of certain classes of countable Coxeter

graphs are assesed, including T5
k+1,l,∞, T4,4

k+1,l+1,∞, and Coxeter T-trees with label

4 on an infinite path. Theorem on the complete classification of Coxeter T-trees

indices of which lie within the interval
(√√

5 + 2; 32
√
2
]

is presented and proved.

Keywords: spectral graph theory, Coxeter graphs, graph index, T-trees, graph

classification, adjacency matrix.
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Вступ

Актуальнiсть. Теорiя графiв є одним з основних напрямiв дискретної

математики, що широко застосовується в задачах передачi iнформацiї [1],

оптимiзацiї та моделювання мереж [2, 3]. Спектральна теорiя графiв, у межах

якої дослiджується зв’язок мiж структурою графа та властивостями асоцiйо-

ваних з ним матриць (зокрема, матрицi сумiжностi), знаходить застосування

як у теоретичних дослiдженнях, так i в прикладних задачах [4]. Аналiз спе-

ктральних характеристик дозволяє отримувати iнформацiю про топологiю

графа; значення iндексу графа iстотно обмежує його можливу структуру —

для деяких значень iснують повнi класифiкацiї вiдповiдних графiв [5, 6, 7].

Графи Коксетера становлять окремий клас графiв, тiсно пов’язаний iз

теорiєю представлень. Вони вiдiграють важливу роль в описi та дослiджен-

нi груп Коксетера, напiвпростих алгебр Лi та груп породжених вiдбиттям

[8, 9, 10]. Графи Коксетера вивчаються не лише як представлення математи-

чних об’єктiв, а й як самостiйнi структури [11, 12]. Актуальнiсть їх дослiдже-

ння зумовлена специфiчними спектральними властивостями цих графiв, якi

дозволяють розширити iснуючi класифiкацiйнi пiдходи в спектральнiй теорiї

та поглибити розумiння зв’язку мiж структурою графа й характеристиками

його спектра.

Об’єкт. Об’єктом дослiдження є спектральна теорiя злiченних графiв Ко-

ксетера.

Предмет. Предметом дослiдження є iндекси злiченних графiв Коксетера.

Мета. Метою даної роботи є дослiдження значень iндексiв обраних класiв

графiв Коксетера, формулювання та доведення теореми про повну класифi-

кацiю графiв Коксетера з пiдпорядкованими T-деревами зi значенням iндексу

в промiжку
(√√

5 + 2; 32
√
2
]
.
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Наукове завдання. Мета роботи зумовила наступне наукове завдання:

1. Аналiз лiтератури зi спектральної теорiї графiв Коксетера;

2. Дослiдження методiв знаходження iндексiв графiв Коксетера;

3. Дослiдження значень iндексiв обраних класiв графiв Коксетера та фор-

мулювання класифiкацiйної теореми для Т-дерев Коксетера.

Наукова новизна. Наукова новизна даної роботи полягає в дослiдженнi

iндексiв окремих класiв графiв та доведеннi теореми про їх класифiкацiю

за значенням iндексу. Отриманi результати розширюють наявнi в лiтературi

вiдомостi про зв’язок мiж структурою графа та його спектром.

Практичне значення. Практичне значення даної роботи полягає в пер-

спективах застосування отриманих результатiв у подальших дослiдженнях

спектральної теорiї графiв, класифiкацiйних задачах алгебри та теорiї пред-

ставлень.

Метод. У роботi використано методи спектральної теорiї графiв. Засто-

совано структурно-аналiтичний пiдхiд до оцiнки значень iндексiв графiв Ко-

ксетера та методи класифiкацiї графiв на основi їхнiх спектральних власти-

востей.

Апробацiя. Отриманi в роботi результати було представлено на XIII Все-

українськiй науковiй конференцiї молодих математикiв (Додаток А) та опу-

блiковано в збiрцi тез конференцiї [13].

Структура роботи. Робота складаєтся з трьох роздiлiв:

Перший роздiл присвячено висвiтленню основних теоретичних вiдомо-

стей. Наведено основнi означення теорiї графiв та спектральної теорiї графiв.

Другий роздiл присвячено огляду основних теорем та тверджень, що вико-

ристовуються при дослiдженнi значень iндексiв злiченних графiв Коксетера.

Третiй роздiл присвячений дослiдженню значень iндексiв обраних класiв

графiв Коксетера та класифiкацiї Т-дерев Коксетера зi значенням iндексу в

промiжку
(√√

5 + 2; 32
√
2
]
.
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1 Основнi теоретичнi вiдомостi

У даному роздiлi викладено основнi поняття та означення теорiї графiв,

необхiднi для формального опису графiв Коксетера та дослiдження їхнiх спе-

ктральних характеристик. Визначено графи Коксетера, їхню матрицю сумi-

жностi та її властивостi. Розглянуто узагальнення цих конструкцiй для злi-

ченних графiв. Надано також означення T-графа — окремого класу злiчен-

них графiв Коксетера, класифiкацiю якого за значенням iндексу здiйснено у

наступних роздiлах цiєї роботи.

1.1 Основнi означення

Означення 1.1. Граф — це впорядкована пара множин G = (V,E), де

• V ̸= ∅ — скiнченна непорожня множина вершин графа G;

• E ⊆
(
V
2

)
= {{vi, vj} | vi, vj ∈ V, i ̸= j} — пiдмножина множини всiх невпо-

рядкованих пар рiзних елеменiв множини вершин V , вiдома як множина

ребер графа G.

Означення 1.2. Двi вершини u, v ∈ V графа G = (V,E) називаються сумi-

жними, якщо мiж ними iснує ребро: {u, v} ∈ E.

Означення 1.3. Вершина v ∈ V i ребро e ∈ E графа G = (V,E) називаються

iнцидентними, якщо вершина v є одним з кiнцiв цього ребра. Вiдповiдно,

якщо e = {u, v}, u, v ∈ V , то вершини u i v iнцидентнi ребру e.

Зауваження 1.1. Ребро e, iнцидентне вершинам u та v будемо позначати:

e = (u, v).

Означення 1.4. Степiнь вершини v ∈ V графа G = (V,E) визначається

як потужнiсть множини ребер, iнцидентних цiй вершинi i позначається як

deg(v).
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Означення 1.5. Вершина v ∈ V графа G = (V,E) називається iзольованою,

якщо її степiнь дорiвнює нулю: deg(v) = 0.

Означення 1.6. Вершина v ∈ V графа G = (V,E) називається висячою (або

листом), якщо її степiнь дорiвнює одиницi: deg(v) = 1.

Означення 1.7. Максимальним степенем графа G = (V,E) називається

найбiльше значення степеня серед усiх вершин графа:

∆(G) = max{deg(v) | v ∈ V }.

Означення 1.8. Мiнiмальним степенем графа G = (V,E) називається най-

менше значення степеня серед усiх вершин графа:

δ(G) = min{deg(v) | v ∈ V }.

Означення 1.9. Порядком графа G = (V,E) називається кiлькiсть вершин

у графi: |V |.

Означення 1.10. Пiдграфом графа G = (V,E) є граф, усi вершини якого

належать до множини вершин V (G) i всi ребра якого належать до множини

ребер E(G).

1.2 Графи Коксетера

Означення 1.11. Граф Коксетера — це позначений неорiєнтований граф

G = (V,E, f), де

• V ̸= ∅ — непорожня множина вершин;

• E = {{vi, vj} | vi, vj ∈ V, i ̸= j} — множина ребер;

• f — позначальна функцiя:

f : E(G) → {n ∈ N | n ≥ 3} ∪ {∞}.
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Граф Коксeтера G також визначається як пара (G, f), де G = (V,E) —

це пiдпорядкований граф, f – позначальна функцiя.

Зауваження 1.2. Граф Коксетера G = (G, f) подається як зображення пiд-

порядкованого неорiєнтованого графа G = (V,E), в якому кожному ребру e

поставлена у вiдповiднiсть позначка f(e).

• Ребра з позначкою 3 є непозначеними i ця позначка не вказується на

зображеннi.

• Ребра з позначкою ≥ 4 називаються позначеними i їхня позначка вказу-

ється на зображеннi.

Означення 1.12. Нехай G = (G, f) — граф Коксетера. Граф G1 = (G1, f1)

вважається пiдграфом графа G, якщо G1 пiдграф G, i для будь-якого ребра

e графа G1 виконується нерiвнiсть: f1(e) ≤ f(e).

Позначається як G1 ⊂ G.

Означення 1.13. Нехай G = (G, f) — граф Коксетера з порядком n = |G|.

Матриця сумiжностi графа Коксетера A(G) = (aij)
n
i,j=1 — це квадратна

n× n матриця, де елементи aij визначаються наступним чином:

• aij = 2 cos
(
π
k

)
, якщо f(i, j) = k, де k ≥ 3 — мiтка ребра мiж вершинами

i i j;

• aij = 2, якщо f(i, j) = ∞;

• aij = 0, якщо вершини i i j не з’єднанi ребром.

Властивостi матрицi сумiжностi

Симетричнiсть. Матриця A(G) завжди симетрична, тобто aij = aji для

всiх i i j, адже ребро та вiдповiдно значення його мiтки для двох сумiжних

вершин є однаковим.

Дiйснiсть. Усi елементи матрицi — дiйснi числа, оскiльки 2 cos
(
π
k

)
— це

дiйсне число для будь-якого k ≥ 3.
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Нулi на головнiй дiагоналi. aii = 0 для будь-якої вершини i, оскiльки

вершина не має зв’язку сама з собою в графi Коксетера.

Спектральнi властивостi. Як симетрична i дiйсна, матриця A(G) має

дiйснi власнi значення, що дозволяє застосовувати до неї методи спектральної

теорiї графiв.

Варiативнiсть. Вигляд матрицi сумiжностi залежить вiд порядку, в яко-

му розглядаються вершини.

Зауваження 1.3. Якщо граф G = (G, f) скiнченний та |V | < ∞, то матриця

сумiжностi A(G) є квадратною матрицею порядка |V |.

Означення 1.14. Спектр матрицi — це множина усiх власних значень ма-

трицi.

Означення 1.15. Спектр графа G — це мультимножина власних значень

його матрицi сумiжностi A(G). Позначається як σ(G) та є iнварiантним, адже

не залежить вiд порядку, в якому вершини графа представленi в матрицi

сумiжностi.

Зауваження 1.4. Оскiльки матриця сумiжностi A(G) скiнченного графа G

симетрична, то його спектр складається лише з дiйсних чисел.

Означення 1.16. Iндексом графа називають найбiльше власне значення λG

матрицi сумiжностi A(G) графа G.

Означення 1.17. Характеристичним многочленом матрицi сумiжностi на-

зивають PG(λ) = |λI − A(G)|.

Означення 1.18. Квадратна матриця A ∈ Rn×n називається розкладною,

якщо iснує перестановка її рядкiв i вiдповiдних стовпцiв, тобто iснує переста-

новча матриця P , така що матриця PAP⊤ має блочну форму:

PAP⊤ =

A11 A12

0 A22

 ,
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де A11 i A22 — квадратнi пiдматрицi.

У протилежному випадку матриця A називається нерозкладною.

Теорема 1.1. [6, 12] (Фробенiуса) Нерозкладна невiд’ємна матриця A завжди

має додатне власне значення r, що задовольняє такi властивостi:

• r є простим коренем характеристичного рiвняння;

• модулi всiх iнших власних значень не перевищують r;

• власному значенню r вiдповiдає власний вектор з додатними компонен-

тами.

Окрiм цього, якщо матриця A має k власних значень, за модулем рiвних r,

то:

• всi цi k значень рiзнi мiж собою;

• вони є коренями рiвняння λk − xk = 0;

• спектр матрицi A (представлений як множина точок на комплекснiй пло-

щинi) є iнварiантним вiдносно повороту на кут 2π
k .

Якщо k > 1, то перестановкою рядкiв i вiдповiдною перестановкою сто-

пчикiв матрицю A можна привести до так званої циклiчної форми:

A =



0 A12 0 · · · 0

0 0 A23 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · Ak−1,k

Ak1 0 0 · · · 0


У цьому випадку матриця A називається iмпримiтивною, а число k — її

iндексом iмпримiтивностi.

Якщо k = 1, то матриця A називається примiтивною.
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Твердження 1.1. [6, 12] Матриця сумiжностi графа є нерозкладною тодi та

тiльки тодi, коли граф є зв’язним.

Теорема 1.2. [12] (Фробенiуса для матрицi сумiжностi) Нехай G — зв’язний

скiнченний граф, а λG = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn — власнi значення зваженого

графа G = (G, f), впорядкованi за незростанням. Тодi виконуються такi вла-

стивостi:

1. Iндекс графа λG — додатне число: λG > 0;

2. Модуль будь-якого власного значення не перевищує значення iндексу гра-

фа: ∀i, |λi| ≤ λG;

3. Алгебраїчна кратнiсть власного значення λG дорiвнює 1, а отже, i геоме-

трична кратнiсть також дорiвнює 1;

4. Iснує власний вектор з додатними координатами, що вiдповiдає λG (такий

вектор називається вектором Перрона–Фробенiуса);

5. Якщо (−λG) — власне значення, то його алгебраїчна (i геометрична) кра-

тнiсть також дорiвнює 1.

Означення 1.19. Злiченним графом Коксетера називають граф, для якого

множина вершин V є злiченною.

Зауваження 1.5. Матриця сумiжностi злiченних графiв є нескiнченною впра-

во та вниз.

Означення 1.20. Нехай Fin(G) — це множина всiх скiнченних пiдграфiв

графа G. Спектром злiченного графа G називають об’єднання спектрiв його

скiнченних пiдграфiв Fin(G), тобто

σ(G) =
⋃

Г∈Fin(G)

σ(Г).
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Означення 1.21. Iндексом злiченного графа називають додатне число або

символ ∞, визначенi рiвнiстю

indG = sup
Г∈Fin(G)

indГ.

Означення 1.22. T-дерево (або T-граф) — це зв’язний граф-дерево, що мi-

стить єдину вершину степiнь якої дорiвнює 3, а степенi усiх iнших вершин

менше за 3 (рис. 1.1).

. . . . . .

...
k

l

m

Tk,l,m

Рис. 1.1

1.3 Операцiї на злiченних графах Коксетера

Нехай G = (G, f) — зв’язний граф Коксетера. Визначено наступнi операцiї:

1. Операцiя видалення вершини [12]. У графi G оберемо вершину x. Роз-

глянемо граф G1 = (V1, E1), де визначено множину вершин V1 = V \{x},

множину ребер, яку отримано шляхом видалення з E ребер, що iнциден-

тнi вершинi x та функцiю f1, яка є обмеженням функцiї f на множину

ребер E1.

Тодi граф Коксетера G1 = (G1, f1) — граф Коксетера, отриманий з графа

G видаленням вершини x та позначається G − x.

2. Операцiя видалення ребра [12]. У графi G оберемо ребро e. Розглянемо

граф G1 = (V1, E1), де визначено множину вершин V1 = V незмiнною,

множину ребер E1 = E \ {e} та функцiю f1, яка є обмеженням функцiї

f на множину ребер E1.
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Тодi граф Коксетера G1 = (G1, f1) — граф Коксетера, отриманий з графа

G видаленням ребра e та позначається G − e.

3. Операцiя зменшення мiтки на ребрi [12]. У графi G оберемо ребро e.

Розглянемо функцiю f1, яка тотожно рiвна функцiї f на множинi ребер

E1 = E \ {e}, а на ребрi e визначається як f1(e) < f(e).

Тодi граф Коксетера G1 = (G1, f1) — граф Коксетера, отриманий з графа

G зменшенням мiтки на ребрi e.

4. Операцiя пiдрозбиття ребра або додавання вершини на внутрiшнє ребро

[12]. Введена на незважених графах (всi позначки на ребрах дорiвнюють

3). У графi G оберемо ребро e = (x, y). Розглянемо граф G1 = (V1, E1), де

визначено множину вершин V1 = V ∪z, множину ребер E1 = (E\{e})∪x,

z ∪ z, y.

Тодi граф Коксетера G1 = (G1, f1) — граф Коксетера, отриманий з графа

G пiдрозбиттям ребра e або додаванням вершини z на внутрiшнє ребро

e.

Означення 1.23. Пiдграф графа G в термiнах операцiй над графами —

граф, отриманий шляхом застосування операцiй видалення вершини, ребра

або зменшення мiтки на ребрi графа G.

1.4 Характеристичнi многочлени деяких класiв графiв

Коксетера

Зауваження 1.6. Характеристичний многочлен графа An (рис. 1.2) будемо

позначати PAn
(λ) = Pn(λ).

. . .
n

An

Рис. 1.2
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Твердження 1.2. [12, 14] Характеристичний многочлен графа An задоволь-

няє рекурентному спiввiдношенню

Pn(λ) = λPn−1 − Pn−2(λ),

де P1(λ) = λ та P2(λ) = λ2 − 1.

Лема 1.1. [12] Характеристичний многочлен графа An дорiвнює

Pn(λ) =
1

µ− 1
µ

(µn+1 − 1

µn+1
), де µ =

λ+
√
λ2 − 4

2
.

Лема 1.2. [12] Характеристичний многочлен графа дорiвнює добутку хара-

ктеристичних многочленiв його компонент зв’язностi.

Лема 1.3. [12] (Про значення характеристичного многочлена графа, що мi-

стить висячу вершину) Нехай x — висяча вершина графа G (рис. 1.3) та y

— вершина сумiжна з x. Ребро, iнцидентне вершинам x та y, має позначку k.

x y

k

Рис. 1.3

Характеристичний многочлен графа G дорiвнює

PG(λ) = λPG−x(λ)− 4 cos2
π

k
PG−x−y(λ).

Лема 1.4. [12] Характеристичний многочлен графа Dn (n ≥ 4) (рис. 1.4)

дорiвнює

PDn
= (µ+

1

µ
)(µn−1 +

1

µn−1
), де µ =

λ+
√
λ2 − 4

2
.
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. . .Dn

Рис. 1.4

Лема 1.5. [12] Характеристичний многочлен графа G з пiдпорядкованим

зiрчатим графом K1,n (рис. 1.5) дорiвнює

PK1,n
= (µ+

1

µ
)n+1 − n(µ+

1

µ
)n−1, де µ =

λ+
√
λ2 − 4

2
.

. . .

v1
v2

v3vn−2

vn−1

vn

Рис. 1.5

Лема 1.6. [14] Характеристичний многочлен графа G (рис. 1.6) дорiвнює

PG = PC̃k+1
= µk+2 +

1

µk+2
− µk−1 − 1

µk−1
, де µ =

λ+
√
λ2 − 4

2
.

. . .
k

4 4
C̃k+1

Рис. 1.6

Лема 1.7. За лемами 1.1 та 1.3 характеристичний многочлен графа G (рис. 1.7)

дорiвнює

PG = Pn+1,5 = (
1

µ− 1
µ

)(µn+2 − (
1 +

√
5

2
)(µn − 1

µn
)− 1

µn+2
).
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5 . . .
v1 v2

n

Рис. 1.7

Означення та властивостi графiв Коксетера, наведенi у даному роздiлi,

становлять теоретичне пiдґрунтя для подальшого дослiдження. Описанi опе-

рацiї над злiченними графами Коксетера застосовуються для оцiнки значення

iндексу вiдповiдних графiв. Наведенi твердження, що стосуються характери-

стичних многочленiв окремих класiв графiв Коксетера — An, Dn, зiрчастих

графiв i графiв зi спецiальною структурою, забезпечують засоби подальшого

аналiзу спектральних властивостей графiв у наступних роздiлах роботи.
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2 Iндекси злiченних графiв Коксетера

У даному роздiлi розглянуто властивостi iндексiв злiченних графiв Ко-

ксетера. Наведено твердження, що характеризують змiну iндексу при змiнi

структури графа, а також спiввiдношення для обчислення характеристичних

многочленiв зважених графiв. Окремо розглянуто алгоритм обчислення iн-

дексу графа, що складається зi скiнченного графа та нескiнченного ланцюга.

2.1 Твердження про iндекс злiченних графiв

Твердження 2.1. [12, 15] Нехай G — злiченний зв’язний граф. При вида-

леннi вершини, або ребра графа G, iндекс не збiльшується. При зменшеннi

мiтки на ребрi графа G, iндекс строго зменшується.

Твердження 2.2. [12, 15] Нехай G — злiченний зв’язний граф. При пiдро-

збиттi внутрiшнього ребра графа G, iндекс графа indG не збiльшується.

Наслiдок 2.1. [12, 15] Нехай G1, G2 — злiченнi графи, причому G1 ⊂ G2.

Тодi виконується нерiвнiсть indG1 ≤ indG2.

Твердження 2.3. [12, 15] Iндекс злiченного графа дорiвнює супремуму iн-

дексiв його компонент зв’язностi.

Твердження 2.4. [12, 15] Нехай G — злiченний зв’язний граф, {Gn}∞n=1 —

послiдовнiсть його скiнченних пiдграфiв, що задовольняє умовам:

1. Gn ⊂ Gn+1 ∀n ∈ N;

2.
⋃
n∈N

Gn = G.

Тодi indG = lim
n→∞

indGn.

Наслiдок 2.2. [12, 15] Нехай G1,G2 — злiченнi зв’язнi графи, {G1
n}∞n=1, {G2

n}∞n=1

— послiдовностi скiнченних пiдграфiв G1,G2 вiдповiдно. Нехай при цьому

виконуються умови:
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1. G1
n iзоморфний G2

n ∀n ∈ N

2. G1
n ⊂ G1

n+1, G2
n ⊂ G2

n+1 ∀n ∈ N

3.
⋃
n∈N

G1
n = G1,

⋃
n∈N

G2
n = G2.

Тодi indG1
n = indG2

n.

2.2 Формули Швенка для зважених графiв

Теорема 2.1. [12] Нехай v — вершина графа G, через C(v) позначимо мно-

жину циклiв, що мiстять v. Тодi

PG(λ) = λPG−v(λ)−
∑
u∼v

w2
uvPG−v−u(λ)− 2

∑
Z∈C(v)

w(Z)PG−V (Z)(λ).

Наслiдок 2.3. [12] (Розклад за висячою вершиною) Якщо v — вершина гра-

фа G та u — вершина сумiжна з v, то

PG(λ) = λPG−v(λ)− w2
uvPG−v−u(λ).

Теорема 2.2. [12] Нехай uv — ребро графа G, через C(uv) позначимо мно-

жину циклiв, що мiстять uv. Тодi

PG(λ) = PG−uv(λ)− w(uv)2PG−v−u(λ)− 2
∑

Z∈C(uv)

w(Z)PG−V (Z)(λ).

Наслiдок 2.4. [12] (Розклад за мостом) Нехай ребро e = (v1, v2) — мiст

графа G, який при видаленнi ребра e розпадається на графи G1 та G2, при

цьому вважатимемо, що v1 ∈ V (G1), v2 ∈ V (G2). Характеристичний много-

член графа G можна знайти за формулою

PG(λ) = PG1(λ)PG2(λ)− w(e)2PG1 − v1(λ)PG2−v2(λ).
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2.3 Iндекси графiв, що складаються зi скiнченного гра-

фа та нескiнченного ланцюга

x y . . .G

Рис. 2.1

Граф такого виду можна задати злiченною кiлькiстю пар (G, x).

Теорема 2.3. [12, 15] Нехай злiченний граф (G, x) складається зi скiнченного

графа G i нескiнченного ланцюга (рис. 2.1).

Тодi виконуються наступнi умови:

• Якщо (G, x) ∈ {A∞,B∞,C∞}, то ind(G, x) = 2;

• Якщо (G, x) /∈ {A∞,B∞,C∞}, то ind(G, x) > 2, та визначається як ма-

ксимальний корiнь рiвняння

PG−x(λ)

PG(λ)
=

λ+
√
λ2 − 4

2
.

Наслiдок 2.5. [12] Нехай G — граф, що складається зi скiнченного графа

Gfin та нескiнченного ланцюга. Iндекс графа G може бути обчислений шля-

хом виконання наступної послiдовностi дiй:

1. Знайти характеристичнi многочлени графiв Gfin i Gfin − x: PGfin
(λ),

PGfin−x(λ).

Пiдставити знайденi много члени у наступне рiвняння:
PGfin−x(λ)

PGfin
(λ) = λ+

√
λ2−4
2 ;

2. Ввести замiну λ = µ+ 1
µ . Тодi λ+

√
λ2−4
2 = µ.

Пiдставити значення у рiвняння
PGfin−x(λ)

PGfin
(λ) = µ. Отримано рiвняння з

одним невiдомим µ;
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3. Знайти максимальне значення µ в рiвняннi
PGfin−x(λ)

PGfin
(λ) = µ;

4. Знайти λ, пiдставивши µ у введену замiну λ = µ + 1
µ . Це значення λ i є

шуканим iндексом графа G.

Лема 2.1. [12] Нехай G — скiнченний граф, x — його вершина.

Тодi PG−x(λ)
PG(λ) монотонно спадає при λ > indG.

У даному роздiлi викладено твердження, що описують характер змiни

iндексiв злiченних графiв Коксетера при структурних перетвореннях, а та-

кож наведено спiввiдношення для обчислення характеристичних многочленiв

зважених графiв. Окремо розглянуто графи, якi складаються зi скiнченого

графа та нескiнченного ланцюга, i наведено алгоритм обчислення їхнiх iн-

дексiв. Представленi в роздiлi положення формують основу для подальшого

дослiдження та обчислення iндексiв обраних класiв графiв Коксетера.
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3 Класифiкацiя обраних класiв злiченних

графiв Коксетера

У даному роздiлi проведено класифiкацiю обраних класiв злiченних гра-

фiв Коксетера, iндекси яких належать промiжку (
√√

5 + 2; 32
√
2]. Зокрема,

сформульовано та доведено твердження про оцiнку значення iндексiв для

класiв T5
k+1,l,∞, T4,4

k+1,l+1,∞ та Т-дерев Коксетера з позначкою 4 на нескiнчен-

ному ланцюгу. На основi одержаних тверджень та результатiв, отриманих в

роботах [7, 16], сформульовано та доведено теорему про повну класифiка-

цiю графiв Коксетера з пiдпорядкованими T-деревами зi значенням iндексу

у заданому промiжку.

3.1 Твердження про класифiкацiю графiв Коксетера T5
k+1,l,∞

Твердження 3.1. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпо-

рядкованим T5
k+1,l,∞-графом (рис. 3.1), тодi

• indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
)

⇐⇒ l + 3 ≤ k або l = 1 i k = 3.

• indG > 3
2

√
2 для всiх iнших випадкiв значень k та l.

. . . . . .

...
k ≥ 1

l ≥ 1

5T5
k+1,l,∞

Рис. 3.1

Доведення. Зважаючи на те, що PG−x

PG
= µ (теорема 2.3) та характеристичний

многочлен незв’язного графа можна представити як добуток характеристи-

чних многочленiв його компонент зв’язностi (лема 1.4) оберемо вершину зi

степенем 3 як x, вiдповiдно значення характеристичного многочлена графа
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G− x рiвне PG−x = Pk+1,5 · Pl.

Запишемо рiвняння

PG−x

PG
=

Pk+1,5 · Pl

Pl+k+2,5
=

Pk+1,5 · (
µl+1− 1

µl+1

µ− 1
µ

)

Pl+k+2,5
= µ;

(
1

µ− 1
µ

)2(
(µk+2 − 1+

√
5

2 (µk − 1
µk )− 1

µk+2 )(µ
l+1 − 1

µl+1 )

( 1
µ− 1

µ

)(µk+l+3 − 1+
√
5

2 (µk+l+1 − 1
µk+l+1 )− 1

µk+l+3 )
) = µ;

(
1

µ− 1
µ

)(µk+2 − 1 +
√
5

2
(µk − 1

µk
)− 1

µk+2
)(µl+1 − 1

µl+1
) =

= µ(µk+l+3 − 1 +
√
5

2
(µk+l+1 − 1

µk+l+1
)− 1

µk+l+3
);

(
1

µ− 1
µ

)(µk+2 − 1 +
√
5

2
(µk − 1

µk
)− 1

µk+2
)(µl+1 − 1

µl+1
) =

= µ(µk+l+3 − 1 +
√
5

2
(µk+l+1 − 1

µk+l+1
)− 1

µk+l+3
);

µ2k+2l+4 − µ2k+2 − 1 +
√
5

2
µ2k+2l+2 +

1 +
√
5

2
µ2k +

1 +
√
5

2
µ2l+2 − µ2l =

= µ2k+2l+6 − µ2k+2l+4 − 1 +
√
5

2
µ2k+2l+4 +

1 +
√
5

2
µ2k+2l+2 +

1 +
√
5

2
µ2 − 1;

µ2k+2l+6 − 5 +
√
5

2
µ2k+2l+4 + (1 +

√
5)µ2k+2l+2 + µ2k+2−

−1 +
√
5

2
µ2k − 1 +

√
5

2
µ2l+2 + µ2l +

1 +
√
5

2
µ2 − 1 = 0.

Отже, маємо рiвносильне рiвняння

Q(µ) = µ2k+2l+6 − 5 +
√
5

2
µ2k+2l+4 + (1 +

√
5)µ2k+2l+2 + µ2k+2−

−1 +
√
5

2
µ2k − 1 +

√
5

2
µ2l+2 + µ2l +

1 +
√
5

2
µ2 − 1.
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При µ =
√
2:

Q(
√
2) = 2k+l+3 − 5 +

√
5

2
2k+l+2 + (1 +

√
5)2k+l+1 + 2k+1−

−1 +
√
5

2
2k − 1 +

√
5

2
2l+1 + 2l +

1 +
√
5

2
2− 1 =

= 2k+l+1(4− 5−
√
5 + 1 +

√
5) + 2k(

3−
√
5

2
)− 2l

√
5 +

√
5 =

= 2k−1(3−
√
5)− 2l

√
5 +

√
5.

Розглянемо можливi значення k та l.

1. k − 1 ≤ l:

Q(
√
2) ≤ 2l(3− 2

√
5) +

√
5 ≤ 6− 4

√
5 +

√
5 < 0

=⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax >
√
2

=⇒ λmax = indG > 3
2

√
2.

2. k − 1 > l:

• k = l + 2:

Q(
√
2) = 2l+1(3−

√
5)− 2l

√
5 +

√
5 = 2l(6− 3

√
5) +

√
5.

• l = 1:

Q(
√
2) = 2(6− 3

√
5) +

√
5 > 0.

Для ∀µ ≥
√
2:

Q(µ) = µ14 − 5+
√
5

2 µ12 + (1 +
√
5)µ10 + µ8 − 1+

√
5

2 µ6 − 1+
√
5

2 µ4 + µ2 +

1+
√
5

2 µ2 − 1.

Домножимо многочлен на 2 та проведемо оцiнку його значенення

вiдносно 0.

(µ−1)2(µ+1)2(µ10+µ8−2µ6+µ2(µ8−
√
5µ6+

√
5µ2−µ2+

√
5−1)−2)

V 0.

Порiвняємо доданки отриманого многочлена з 0:

(а) µ10 + µ8 − 2µ6 > 0;
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(б) µ2(µ8 −
√
5µ6 +

√
5µ2 − µ2 +

√
5− 1)− 2 = µ2((µ2 − 2)(µ6 + (2−

√
5)µ4 + (4− 2

√
5)µ2 + 7− 3

√
5) + 13− 5

√
5)− 2 > 0.

Отже, Q(µ) > 0,∀µ ≥
√
2

=⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax <
√
2

=⇒ λmax = indG < 3
2

√
2.

• l ≥ 2:

Q(
√
2) ≤ 4(6− 3

√
5) +

√
5 < 0

=⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax >
√
2

=⇒ λmax = indG > 3
2

√
2.

• k ≥ l + 3:

Проаналiзуємо значення многочлена Q(µ) для ∀µ ≥
√
2.

Домножимо значення многочлена на 2 та введемо замiну x = µ2.

Q(x) = 2xk+l+3 − (5 +
√
5)xk+l+2 + 2(1 +

√
5)xk+l+1 + 2xk+1 − (1 +

√
5)xk − (1 +

√
5)xl+1 + 2xl + (1 +

√
5)x− 2.

Нехай k = l + 3, тодi

Q(x) = 2x2l+6− (5+
√
5)x2l+5+2(1+

√
5)x2l+4+2xl+4− (1+

√
5)xl+3−

(1 +
√
5)xl+1 + 2xl + (1 +

√
5)x− 2 =

x2l+4(x− 2)(2x− 1−
√
5)+ xl((x− 2)(2x3+(3−

√
5)x2+2(3−

√
5)x+

11− 5
√
5) + 24− 10

√
5) + (1 +

√
5)x− 2.

Порiвняємо доданки отриманого многочлена з 0:

(а) x2l+4(x− 2)(2x− 1−
√
5) > 0;

(б) xl(x− 2)(2x3 + (3−
√
5)x2 + 2(3−

√
5)x+ 11− 5

√
5) > 0;

(в) xl(24− 10
√
5) > 0;

(г) (1 +
√
5)x− 2 > 0.

Отже, Q(x) > 0 при k = l + 3, ∀x ≥ 2.

Для k ≥ l + 3:

(а) 2xk+l+3− (5+
√
5)xk+l+2+2(1+

√
5)xk+l+1 = xk+l+1(x− 2)(2x− 1−

√
5) > 0;
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(б) 2xk+1 − (1 +
√
5)xk = xk(2x− 1−

√
5) ≥ 2xl+4 − (1 +

√
5)xl+3

=⇒ 2xk+1−(1+
√
5)xk−(1+

√
5)xl+1+2xl ≥ 2xl+4−(1+

√
5)xl+3−

(1 +
√
5)xl+1 + 2xl > 0;

(в) (1 +
√
5)x− 2 > 0.

=⇒ Q(µ) > 0 при k ≥ l + 3, ∀µ >
√
2

=⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax <
√
2

=⇒ λmax = indG < 3
2

√
2.

3.2 Твердження про класифiкацiю графiв Коксетера T4,4
k+1,l+1,∞

Твердження 3.2. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпо-

рядкованим T4,4
k+1,l+1,∞-графом (рис. 3.2), тодi

indG > 3
2

√
2,∀k, l ∈ N.

. . . . . .

...
k ≥ 1

l ≥ 1

4

4

T4,4
k+1,l+1,∞

Рис. 3.2

Доведення. Зважаючи на те, що PG−x

PG
= µ (теорема 2.3) та характеристичний

многочлен незв’язного графа можна представити як добуток характеристи-

чних многочленiв його компонент зв’язностi (лема 1.4) оберемо вершину зi

степенем 3 як x, вiдповiдно значення характеристичного многочлена графа

G− x рiвне PG−x = Pk+1,4 · Pl+1,4.
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Запишемо рiвняння

PG−x

PG
=

Pk+1,4 · Pl+1,4

µk+l+3 + 1
µk+l+3 − µk+l+1 − 1

µk+l+1

=
(µk+1 + 1

µk+1 )(µ
l+1 + 1

µl+1 )

µk+l+3 + 1
µk+l+3 − µk+l+1 − 1

µk+l+1

= µ;

(µk+1 +
1

µk+1
)(µl+1 +

1

µl+1
) = µk+l+4 +

1

µk+l+2
− µk+l+2 − 1

µk+l
;

µ2k+2l+4 + µ2l+2 + µ2k+2 + 1 = µ2k+2l+6 + 1− µ2k+2l+4 − µ2;

µ2k+2l+4 − 2µ2k+2l+2 − µ2l − µ2k − 1 = 0.

Отже, маємо рiвносильне рiвняння

Q(µ) = µ2k+2l+4 − 2µ2k+2l+2 − µ2l − µ2k − 1.

При µ =
√
2:

Q(
√
2) = −2l − 2k − 1 < 0

=⇒ Q(
√
2) < 0,∀k, l ∈ N

=⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax <
√
2

=⇒ λmax = indG > 3
2

√
2.

3.3 Твердження про класифiкацiю Т-дерев Коксетера з

позначкою 4 на нескiнченному ланцюгу

Твердження 3.3. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпо-

рядкованим T-графом з 4 на нескiнченному ланцюгу (рис. 3.3), тодi

indG > 3
2

√
2,∀k ∈ N.

. . . . . .4

k ≥ 1

Рис. 3.3
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Доведення. Розглянемо граф такого виду, довжини iнших двох ланцюгiв яко-

го дорiвнюють одиницi. Оберемо вершину справа вiд ребра з позначкою 4 як

x. Зважаючи на те, що PG−x

PG
= µ (теорема 2.3), та використовуючи розклад

за висячою вершиною (наслiдок 2.2), запишемо наступне рiвняння

(µ+ 1
µ)(µ

k+2 + 1
µk+2 )

(µ+ 1
µ)((µ+ 1

µ)(µ
k+2 + 1

µk+2 )− 2(µk+1 + 1
µk+1 ))

= µ;

µk+2 +
1

µk+2
= (µ2 + 1)(µk+2 +

1

µk+2
)− 2(µk+2 +

1

µk+2
);

µ2k+4 − 2µ2k+2 − 1 = 0.

Отже, маємо рiвносильне рiвняння

Q(µ) = µ2k+4 − 2µ2k+2 − 1.

При µ =
√
2:

Q(
√
2) = −1 < 0

=⇒ Q(
√
2) < 0,∀k ∈ N

=⇒ максимальний корiнь рiвняння µmax <
√
2

=⇒ λmax = indG > 3
2

√
2.

Застосувавши твердження про значення iндексу пiдграфа (2.1) маємо, що

для всiх графiв G з пiдпорядкованим T-графом з 4 на нескiнченному ланцюгу

виконується твердження indG > 3
2

√
2.

3.4 Теорема про класифiкацiю злiченних Т-дерев Ко-

ксетера зi значенням iндексу в промiжку
(√√

5 + 2; 32
√
2
]

Спираючись на результати, отриманi в данiй роботi, та твердження, отриманi

в роботах [7, 16], можна сформулювати наступну теорему.
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Теорема 3.1. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпорядко-

ваним Т-деревом, тодi

1. Якщо indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
)
, то G — граф виду:

. . . . . .

...
k ≥ 2

l ≥ 2

Tk,l,∞

k + l > 4

. . . . . .

...
k ≥ l

l ≥ 1

4T4
k,l,∞

. . . 4 . . . . . .
l ≥ 1 k ≥ l

T4
l+k+1,1,∞

. . .5T5
4,1,∞

. . . . . .

...
k ≥ l + 3

l ≥ 1

5T5
k+1,l,∞
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2. Якщо indG = 3
2

√
2, то G — граф виду:

. . . . . .

...

T∞,∞,∞

. . .4T4
1,1,∞

Доведення. Розглянемо можливi типи злiченних зв’язних Т-дерев Коксетера.

1. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпорядкованим незва-

женим Т-графом.

Згiдно з теоремою 6 [7], indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
)

тодi та тiльки тодi,

коли G — граф виду:

. . . . . .

...
k ≥ 2

l ≥ 2

Tk,l,∞

k + l > 4

та indG = 3
2

√
2 тодi та тiльки тодi, коли G — граф виду:

. . . . . .

...

T∞,∞,∞

2. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпорядкованим Т-

графом з єдиною позначкою на ребрi, iнцидентному висячiй вершинi, на

скiнченному ланцюгу.
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• Нехай позначка дорiвнює 4.

Згiдно з твердженням про класифiкацiю графiв Коксетера з пiдпо-

рядкованим графом T4
k+1,l,∞ [16], indG ∈

(√√
5 + 2; 32

√
2
)

тодi та

тiльки тодi, коли G — граф виду:

. . . . . .

...
k ≥ l

l ≥ 1

4T4
k,l,∞

та згiдно з теоремою 7 [7], indG = 3
2

√
2 тодi та тiльки тодi, коли G —

граф виду:

. . .4T4
1,1,∞

• Нехай позначка дорiвнює 5.

Згiдно з твердженням про класифiкацiю графiв Коксетера з пiдпо-

рядкованим графом T5
k+1,l,∞, одержаним в данiй роботi,

indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
)

тодi та тiльки тодi, коли G — граф виду:

. . .5T5
4,1,∞

або G — граф виду:

. . . . . .

...
k ≥ l + 3

l ≥ 1

5T5
k+1,l,∞

Для всiх iнших значень k та l, indG > 3
2

√
2.
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• Позначка не може бути бiльше або рiвною 6.

Для графа G з пiдпорядкованим графом T6
k+1,1,∞ (рис. 3.4),

indG > 3
2

√
2 [12].

. . . . . .
k ≥ 1

6T6
k+1,1,∞

Рис. 3.4

Застосувавши твердження про значення iндексу пiдграфа (2.1) маємо,

що для всiх графiв Коксетера G з пiдпорядкованим графом T6
k+1,l,∞,

пiдграфом якого є граф T6
k+1,1,∞, виконується нерiвнiсть

indG > 3
2

√
2.

За твердженням 3 вiдомо, що при збiльшеннi мiтки на ребрi, iндекс

графа не зменшується. Отже, iндекс графа Коксетера G з пiдпоряд-

кованим графом Tx
k+1,l,∞, де x > 6, буде не меншим за iндекс графа

Коксетера G з пiдпорядкованим графом T6
k+1,l,∞.

Вiдповiдно, якщо G — граф Коксетера з пiдпорядкованим графом

Tx
k+1,l,∞, то indG > 3

2

√
2,∀x > 5.

3. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпорядкованим Т-

графом з єдиною позначкою на ребрi, не iнцидентному висячiй вершинi,

на скiнченному ланцюгу.

Згiдно з твердженням 4.4 [7], indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
]

тодi та тiльки

тодi, коли G не має позначок бiльших за 4 на ребрi, не iнцидентному ви-

сячiй вершинi.

Нехай G має позначку 4 на ребрi, не iнцидентному висячiй вершинi. Роз-

глянемо граф такого виду:
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. . . 4 . . . . . .

...
l ≥ 1 k ≥ 1

n ≥ 1

T4
l+k+1,n,∞

Згiдно з твердженням про класифiкацiю графiв Коксетера з пiдпорядко-

ваним графом T4
k+l+1,1,∞ [16],

indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
]

тодi та тiльки тодi, коли l ≥ 1, k ≥ l.

Згiдно з твердженням про класифiкацiю графiв Коксетера з пiдпорядко-

ваним графом T4
k+l+1,2,∞ [16],

indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
]

тодi та тiльки тодi, коли l = 1, k ≥ l.

Якщо l ≥ 2, то indG > 3
2

√
2.

Застосувавши твердження про значення iндексу пiдграфа (2.1) маємо,

що для всiх графiв G з пiдпорядкованим графом T4
k+l+1,n,∞, пiдграфом

якого є граф T4
k+l+1,2,∞, де k ≥ 2, виконується твердження

indG > 3
2

√
2.

Загальний випадок при l = 1 розглянуто в п. 2 даної теореми.

Отже, якщо граф Коксетера G має позначку 4 на ребрi, не iнцидентному

висячiй вершинi, то

indG ∈
(√√

5 + 2; 32
√
2
]

тодi та тiльки тодi, коли G — граф виду:

. . . 4 . . . . . .
l ≥ 1 k ≥ l

T4
l+k+1,1,∞

4. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпорядкованим Т-

графом з позначкою на нескiнченному ланцюгу.

Згiдно з твердженням про класифiкацiю Т-дерев Коксетера з позначкою

4 на нескiнченному ланцюгу (3.3), indG > 3
2

√
2.

За твердженням 3 вiдомо, що при збiльшеннi мiтки на ребрi, iндекс графа
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не зменшується.

Отже, indG > 3
2

√
2 для будь-якого можливого значення мiтки.

5. Нехай G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпорядкованим Т-

графом, що мiстить бiльше, нiж одну позначку.

• Нехай цi позначки знаходяться на одному скiнченному ланцюгу.

Розглянемо наступний граф:

. . .
k

4 4

Iндекс такого графа бiльший за 3
2

√
2 [7].

За твердженням 3 вiдомо, що при збiльшеннi мiтки на ребрi, iндекс

графа не зменшується. Отже, за значень мiток бiльших за 4, значення

iндексу буде так само бiльше за 3
2

√
2.

Застосувавши твердження про значення iндексу пiдграфа (2.1) маємо,

що для всiх графiв G з пiдпорядкованим графом такого виду

indG > 3
2

√
2.

• Нехай цi позначки знаходяться на рiзних скiнченних ланцюгах.

Згiдно з твердженням про класифiкацiю графiв Коксетера х пiдпоряд-

кованим графом T4,4
k+1,l+1,∞, одержаним в данiй роботi, iндекс такого

графа бiльший за 3
2

√
2.

За твердженням 3 вiдомо, що при збiльшеннi мiтки на ребрi, iндекс

графа не зменшується. Отже, за значень мiток бiльших за 4, значення

iндексу буде так само бiльше за 3
2

√
2.

Застосувавши твердження про значення iндексу пiдграфа (2.1) має-

мо, що для всiх графiв G з пiдпорядкованим графом такого виду

indG > 3
2

√
2.

• Якщо хоча б одна з цих позначок знаходиться на нескiнченному лан-

цюгу, то indG > 3
2

√
2 за п. 4 даної теореми.
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Отже, якщо G — злiченний зв’язний граф Коксетера з пiдпорядкованим

Т-графом, що мiстить бiльше, нiж одну позначку, indG > 3
2

√
2.
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Висновки

У данiй роботi було представлено огляд ключових означень та тверджень

спектральної теорiї графiв Коксетера, а також методiв визначення iндексiв

окремих класiв графiв. У роботi було дослiджено спектральнi властивостi

злiченних графiв Коксетера, зокрема, оцiнено значення iндексiв для окремих

класiв таких графiв, серед яких T5
k+1,l,∞, T4,4

k+1,l+1,∞ та T-графи Коксетера

з позначкою 4 на нескiнченному ланцюгу. Було сформульовано та доведено

теорему про повну класифiкацiю графiв Коксетера з пiдпорядкованими T-

графами, iндекси яких належать промiжку
(√√

5 + 2; 32
√
2
]
.

Отриманi результати дають змогу точнiше описати спектральнi характе-

ристики вiдповiдних графiв та дозволяють встановити зв’язок мiж значенням

iндексу та топологiєю графа. Результати дослiдження можуть бути викори-

станi в задачах класифiкацiї графiв, у теоретичних i прикладних аспектах

теорiї представлень, та iнших галузях, де застосовується аналiз структур з

вiдомими спектральними властивостями.

Розширення знань про iндекси графiв Коксетера та наявних теорем, що

стосуються їхнiх спектральних характеристик, сприяє подальшому розвитку

спектральної теорiї графiв та її застосувань у сучаснiй дискретнiй математи-

цi.
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