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1 Вступ
Ми дослiджуємо властивостi ексцентричних орграфiв унiкально-ексцентрично-

точкових графiв (скорочено у.е.т.-графiв). У.е.т.-графом називають зв’язний
граф, кожна вершина якого має єдину ексцентричну вершину.

Дослiдження унiкально-ексцентрично-точкових графiв бере свiй поча-
ток з 1983 року, коли була опублiкована перша стаття [13] з цiєї теми. У цiй
статтi особлива увага придiляється самоцентральним у.е.т.-графам, також
доведена повна характеризацiя у.е.т.-графiв дiаметра 2. Для у.е.т.-графiв
дiаметра 3 було надано лише характеризацiю у випадку самоцентральних
графiв.

У нашiй роботi ми показуємо, що клас несамоцентральних у.е.т.-графiв
дiаметра 3 також можна охарактеризувати, таким чином отримавши пов-
ну характеризацiю у.е.т.-графiв дiаметра 3. У загальному ж випадку клас
у.е.т.-графiв є непростим. Для того, щоб осягнути варiативнiсть орграфiв
ексцентриситетiв 𝐸𝐷(𝐺), у.е.т.-графiв 𝐺 було використано еволюцiйний ал-
горитм (ЕА). Ми розробили програму, яка знаходить у.е.т.-графи iз зада-
ними властивостями, такими як: кiлькiсть компонент слабкої зв’язностi рi-
зного типу, величина дiаметра 𝐺, кiлькiсть вершин та ребер, довжина поро-
джених шляхiв у 𝐸𝐷(𝐺). Проаналiзувавши результати ЕА можна зробити
висновок, що 𝐸𝐷(𝐺) є рiзноманiтними за структурою, але разом з тим
можна знайти певнi обмеження на структуру 𝐸𝐷(𝐺) та довести це теоре-
тично.

Було доведено обмеженiсть максимальної довжини породженого ланцю-
га 𝐸𝐷(𝐺) дiаметром 𝐺 (див. Теорема 5), що дало можливiсть завершити
характеризацiю у.е.т.-графiв дiаметра 3 (див. Пiдроздiл 4.3).

Окремо було поставлено питання зв’язку дiаметра та типiв компонент
слабкої зв’язностi 𝐸𝐷(𝐺). Пiсля емпiричних дослiджень (ЕА) було сфор-
мовано i доведено гiпотезу, що 𝐸𝐷(𝐺) у.е.т.-графа 𝐺 дiаметра 4 не може
мiстити напiвголоiї компоненти слабкої зв’язностi (див. Теорема 7). Це дало
можливiсть повнiстю охарактеризувати у.е.т.-графи дiаметра 4, що є основ-
ним теоретичним результатом нашої роботи (див. Пiдроздiл 4.4).

Також еволюцiйний алгоритм побудував у.е.т.-графи, що не є iзоморфнi
простому циклу, але 𝐸𝐷(𝐺) яких складається лише з голих компонет та
знаходження у.е.т.-графiв (див. Рис. 28) та у.е.т.-графи, 𝐸𝐷(𝐺) яких мi-
стить породжений ланцюг довжини 5 (див. Рис 29, 30). Написаний еволю-
цiйний алгоритм можна узагальнити та використовувати для дослiдження
iншi комбiнаторнi задачi.
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Клас унiкально-ексцентрично-точкових графiв може мати застосування
в мультиагентних системах. Можна розглянути алгоритми пошуку лiде-
ра та консенсусу в у.е.т. системах, де кожен агент бачить єдиного iншого
найкращого лiдера. Тобто в такiй системi жоден агент не вагається мiж
кiлькома iншими при голосуваннi.

Основнi результати магiстерської роботи були апробованi на двох кон-
ференцiях та в статтi. Першi теоретичнi результати були викладенi на Xth
All-Ukrainian Conference of Young Scientists in Physics and Mathemathics пiд
назвою “Eccentric digraphs of unique point eccentric graphs” [5]. Особливостi
еволюцiйного алгоритму на результати пошуку у.е.т.-графiв цим способом
були викладенi на Shevchenkivska Vesna – 2023 пiд назвою “Еволюцiйний по-
шук унiкально-ексцентрично-точкових графiв iз заданими властивостя-
ми” [7]. Основнi теоретичнi результати опублiкованi в статтi [6] “Eccentric
digraphs of unique point eccentric graphs”, журналу Discrete Mathematics, що
iндексується Scopus, Q1.
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2 Основнi поняття

2.1 Неорiєнтованi графи
Неорiєнтований граф 𝐺 — це впорядкована пара (𝑉,𝐸), де 𝑉 — мно-

жина вершин, 𝐸 — множина пар (у випадку неорiєнтованого графа — не-
впорядкованих) вершин з 𝑉 , якi називаються ребрами. В цiй роботi, ми
розглядаємо лише скiнченнi простi графи. Пара вершин графа 𝑢, 𝑣 графа
𝐺 називається сумiжними, якщо {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸(𝐺). Ребро {𝑢, 𝑣} будемо ско-
рочено позначати, як 𝑢𝑣.

Графи 𝐺 i 𝐻 називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя мiж їх мно-
жинами вершин 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) така, що будь-якi двi вершини 𝑢 i 𝑣
графа 𝐺 є сумiжними в 𝐺 тодi й тiльки тодi, коли 𝑓(𝑢) i 𝑓(𝑣) є сумiжними
в 𝐻. Позначається 𝐺 ≃ 𝐻. Граф 𝐻 є породженим пiдграфом графа 𝐺,
якщо 𝑉 (𝐻) ⊆ 𝑉 (𝐺) та ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐻) : 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐻) ⇔ 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺).

Околом 𝑁(𝑢) вершини 𝑢 графа 𝐺 називається множина вершин, сумi-
жних iз нею, тобто 𝑁𝐺(𝑢) = {𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)}. Замкненим околом
вершини 𝑢 графа 𝐺 називається множина вершин 𝑁𝐺[𝑢] = 𝑁𝐺(𝑢) ∪ {𝑢}.
Степiнь вершини 𝑢 - це число 𝑑𝐺(𝑢) = |𝑁𝐺(𝑢)|.

Зв’язний граф є деревом, якщо вiн не мiстить циклiв. Вершина 𝑢 графа
𝐺 називається висячою або листком, якщо 𝑑𝐺(𝑢) = 1.

Дерево на 𝑛 вершинах з не бiльш нiж 2 висячими вершинами називають
шляхом, позначають 𝑃𝑛. Деревом на 𝑛 вершинах, у якому не бiльше нiж 1
вершина є невисячою називатимемо зiркою 𝐾1,𝑛−1. Деревом на 𝑛 вершинах,
у якому рiвно 2 вершини є невисячими називатимемо бi-зiркою.

Будемо використовувати 𝐾𝑛, 𝐾𝑚,𝑛 та 𝐶𝑛 на позначення повного графа
на 𝑛 вершинах, повного двочасткового графа iз частинами потужностей
𝑚,𝑛 та простого циклу на 𝑛 вершинах, вiдповiдно.

Доповненням графа 𝐺 називають граф 𝐺, що має множину вершин
𝑉 (𝐺) = 𝑉 (𝐺) та множину ребер 𝐸(𝐺) = {𝑢𝑣 : 𝑢𝑣 /∈ 𝐸(𝐺)}. Об’єднанням
графiв 𝐺,𝐻 називають граф 𝐺 ∪𝐻 iз 𝑉 (𝐺 ∪𝐻) = 𝑉 (𝐺) ⊔ 𝑉 (𝐻) та 𝐸(𝐺 ∪
𝐻) = 𝐸(𝐺) ∪𝐸(𝐻). Для графа 𝐺 та числа 𝑚 ∈ N, через 𝑚𝐺 позначається
об’єднання 𝑚 iзоморфних копiй графа 𝐺. Для множини вершин 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝐺),
через 𝐺[𝐴] позначається пiдграф 𝐺 породжений множиною 𝐴. Також, ми
покладаємо 𝐺−𝐴 = 𝐺[𝑉 (𝐺)∖𝐴] та 𝐺−𝑢 = 𝐺−{𝑢} для довiльної вершини
𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺).

Множина вершин 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝐺) називається домiнантною, якщо для ко-
жної вершини 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺)∖𝐴 iснує вершина 𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑎𝑢 ∈ 𝐸(𝐺).
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Граф називається зв’язним, якщо мiж кожною парою його вершин iснує
шлях, який їх сполучає (iнакше, вiн називається незв’язним). Компонен-
тою зв‘язностi графа називається його максимальний (за включенням)
зв’язний пiдграф.

На вершинах графа введемо 𝐺 стандартну метрику 𝑑𝐺, де 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) до-
рiвнює довжинi (тобто кiлькостi ребер) найкоротшого шляху мiж 𝑢 та 𝑣 у
𝐺. Для вершини 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) та множини 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝐺) зв’язного графа 𝐺, покла-
демо 𝑑𝐺(𝑢,𝐴) = min{𝑑𝐺(𝑢, 𝑎) : 𝑎 ∈ 𝐴}. Метричним iнтервалом для пари
вершин 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) зв’язного графа 𝐺, будемо позначати множину вершин
мiж ними, тобто [𝑢, 𝑣]𝐺 = {𝑥 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) + 𝑑𝐺(𝑥, 𝑣) = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣)}.

Ексцентриситетом вершини 𝑢 зв’язного графа 𝐺 позначають число
ecc𝐺(𝑢) = max{𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)}. Вершина 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) називається екс-
центричною вершиною для вершини 𝑢 у графi 𝐺, якщо ecc𝐺(𝑢) = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣).
Радiусом графа 𝐺 позначимо число rad(𝐺) = min{ecc𝐺(𝑢) : 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺)}, дiа-
метром 𝐺 позначимо diam(𝐺) = max{ecc𝐺(𝑢) : 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺)} = max{𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) :
𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)}. Пара вершин 𝑢, 𝑣 графа 𝐺 називається дiаметральною, якщо
𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = diam(𝐺).

Центром зв’язного графа 𝐺 називатимемо множину вершин {𝑢 : ecc(𝑢) =
rad(𝐺)}. Периферiєю графа 𝐺 називатимемо множину вершин {𝑢 : ecc(𝑢) =
diam(𝐺). Граф 𝐺 є самоцентральним графом, якщо його центр дорiвнює
всiй множинi вершин графа 𝑉 (𝐺).

Вершина називається точкою з’єднання, якщо її видалення збiльшує
кiлькiсть компонент зв’язностi. Тобто, для зв’язного графа 𝐺, вершина 𝑢 ∈
𝑉 (𝐺) є точкою з’єднання в 𝐺 тодi й тiльки тодi, коли 𝐺− 𝑢 є незв’язним.
Граф називається двозв’язним, якщо вiн не мiстить точок з’єднання. Бло-
ком графа 𝐺 називається його максимальний (за включенням) двозв’язний
пiдграф. Граф називається графом блокiв, якщо кожен його блок є повним
пiдграфом. Наприклад, у деревi кожен блок є ребром 𝐾2, тому будь-яке
дерево є графом блокiв.

Наступний фундаментальний результат про центр графа буде викори-
станий у характеризацiї у.е.т. графiв блокiв (див. Теорема 5).

Твердження 1. [9] Центр зв’язного графа лежить у блоцi.

2.2 Орiєнтованi графи
Орiєнтованим графом або, скорочено, орграфом називаємо впорядкова-

ну пару 𝐷 = (𝑉,𝐴), де 𝑉 = 𝑉 (𝐷) є множиною його вершин, а 𝐴 = 𝐴(𝐷) ⊂
𝑉 × 𝑉 - множиною дуг. Iснування дуги мiж парою вершин (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴(𝐷)
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будемо також позначати, як 𝑢 → 𝑣. Дуга виду (𝑢, 𝑢) називається петлею
на вершинi 𝑢. Вихiдний степiнь 𝑑+𝐷(𝑢) вершини 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐷) це кiлькiсть дуг
виду 𝑢 → 𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷). Подiбно, вхiдний ступiнь 𝑑−𝐷(𝑢) вершини 𝑢 це кiль-
кiсть дуг виду 𝑣 → 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷). Вихiдний окiл вершини 𝑢 це множина
вершин 𝑁+

𝐷(𝑢) = {𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷) : 𝑢 → 𝑣}. Вхiдний окiл вершини 𝑢 це множина
𝑁−

𝐷(𝑢) = {𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷) : 𝑣 → 𝑢}. З означень слiдує, що 𝑑+𝐷(𝑢) = |𝑁+
𝐷(𝑢)| та

𝑑−𝐷(𝑢) = |𝑁−
𝐷(𝑢)| для усiх 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐷). Двi вершини 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷) називаються

сумiжними, якщо 𝑢 → 𝑣 або 𝑣 → 𝑢 в 𝐷.
Два орграфи 𝐷1 та 𝐷2 є iзоморфними, якщо мiж ними iснує iзоморфiзм,

тобто бiєктивна функцiя 𝑓 : 𝑉 (𝐷1) → 𝑉 (𝐷2), така що 𝑢 → 𝑣 в 𝐷1 тодi й
тiльки тодi, коли 𝑓(𝑢) → 𝑓(𝑣) в 𝐷2. Будемо позначати це, як 𝐷1 ≃ 𝐷2.

Орграф 𝐷 називається слабко-зв’язним, якщо вiдповiдний неорiєнто-
ваний граф (який можна отримати iз 𝐷 iгноруванням орiєнтацiї ребер та
петель) є зв’язним. Максимальний слабко-зв’язний пiдграф 𝐷 називається
слабкою компонентою.

Шляхом в орграфi 𝐷 називають впорядкований набiр вершин 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚,
таку що 𝑢𝑖 → 𝑢𝑖+1 для всiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚−1. Шлях називається простим, якщо
всi його вершини (та дуги) є попарно рiзними. Простий шлях 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 на-
зивається породженим, якщо iз 𝑢𝑖 → 𝑢𝑗 в 𝐷 слiдує 𝑗 = 𝑖+ 1.

𝑚-циклом в орграфi 𝐷 називатимемо 𝐷 впорядковану множину 𝑚 рi-
зних вершин 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚, де 𝑢𝑖 → 𝑢𝑖+1 та 𝑢𝑚 → 𝑢1 в 𝐷. Звiдси слiдує, що
1-цикл це просто петля. 2-цикл часто позначають, як 𝑢1 ↔ 𝑢2.

Орграф 𝐷 називають функцiональним, якщо 𝑑+𝐷(𝑢) = 1 для кожної
𝑢 ∈ 𝑉 (𝐷). Iз означення слiдує, що iснує бiєкцiя мiж функцiональними ор-
графами та функцiями виду 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 , де 𝑉 - множина вершин орграфа.
Щоб описати структуру функцiональних орграфiв, нам потрiбно дати ще
одне означення. Вхiдне дерево є орграфом 𝐷, отриманим iз (неорiєнтовано-
го) дерева 𝑋 шляхом орiєнтацiї кожного ребра 𝑋 в напрямку якоїсь фiксо-
ваної вершини 𝑢 (бiльш формально, 𝑉 (𝑇 ) = 𝑉 (𝑋) та 𝐴(𝑇 ) = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥𝑦 ∈
𝐸(𝑋) та 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑢]𝑋}). Вiдповiдна вершина 𝑢 називається коренем дерева
𝑇 . Можна легко описати графову структуру скiнченних функцiональних
орграфiв. А саме, кожна слабка (слабко-зв’язна) компонента 𝐷′ функцiо-
нального орграфа 𝐷 мiстить єдиний цикл 𝐶, такий що кожна слабка ком-
понента в 𝐷′−𝐴(𝐶) є вхiдним деревом 𝑇 , а 𝑉 (𝐶) є множиною коренiв цих
дерев 𝑇 .

Iнший тип функцiональних орграфiв, який буде часто виникати у нашiй
роботi будується таким чином: для пари невiд’ємних цiлих чисел 𝑚, 𝑘 ∈ Z+,
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𝑥 𝑦

𝑢1

. . .

𝑢𝑚

𝑣1

. . .

𝑣𝑘

Рис. 1: Функцiональний орграф 𝐷𝑚,𝑘.

позначатимемо 𝐷𝑚,𝑘 орграф, що має множину вершин

𝑉 (𝐷𝑚,𝑘) = {𝑥, 𝑦, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘}

та множину дуг

𝐴(𝐷𝑚,𝑘) = {(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑥)} ∪ {(𝑢𝑖, 𝑥), (𝑣𝑗, 𝑦) : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘}

(див Рис. 1). Зауважимо, що 𝐷0,0 позначає просто 2-цикл.
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3 Попереднi результати
Означення 1. Зв’язний граф 𝐺 називається унiкально ексцентрично то-
чковим, або скорочено у.е.т.-графом, якщо його ексцентричний орграф
ED(𝐺) є функцiональним. Iншими словами, 𝐺 є у.е.т.-графом, якщо ко-
жна вершина 𝐺 має єдину ексцентричну вершину в 𝐺.

Iз означення слiдує, що єдиним у.е.т.-графом 𝐺 з diam(𝐺) = 1 є 𝐾2.
У.е.т.-графи дiаметра два також можна легко охарактеризувати.

Теорема 1. [13] Зв’язний граф 𝐺 є у.е.т.-графом iз diam(𝐺) = 2 тодi й
тiльки тодi, коли 𝐺 ≃ 𝑚𝐾2.

У першiй (хронологiчно) статтi з цiєї теми Parthasarathy and R. Nandakumar
(1983) [13] довели, що кожен у.e.т.-граф 𝐺 iз diam(𝐺) = 3 є або самоцен-
тральним або верхньо-дiаметрально-критичним (зв’язним графом iз вла-
стивiстю, що додавання будь-якого нового ребра зменшує дiаметр). В на-
шiй роботi ми узагальнюємо їхнiй результат до повної характеризацiї 𝐺 iз
diam(𝐺) = 3 (див. Теорема 6).

Зауважимо, що клас у.е.т.-графiв не є тривiальним. Наприклад, навiть
самоцентральнi у.е.т.-графи (також вiдомi як парнi графи [4] або дiаме-
тральнi графи [12]) є дуже цiкавим окремим класом. Iз цього класу у.е.т.-
графiв можна природньо виокремити кiлька пiдкласiв: збалансованi, гармо-
нiйнi, симетрично-парнi графи [4]. Проте, обмежившись до деяких класiв,
у.е.т.-графи можна гарно охарактеризувати.

Теорема 2. [13] Дерево 𝑇 iз 𝑛 ≥ 2 вершинами є у.е.т.-графом тодi й
тiльки тодi, коли 𝑇 має рiвно 2 центральнi та 2 периферiйнi вершини.

Наступна лема є простим технiчним результатом, який буде дуже часто
використаний впродовж усiєї цiєї роботи.

Лема 1. [13] Нехай 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) є ребро у.е.т.-графа 𝐺. Якщо ecc𝐺(𝑢) ̸=
ecc𝐺(𝑣), то 𝑢 i 𝑣 має одну й ту ж ексцентричну вершину у 𝐺.

Наступна характеризацiя самоцентральних у.е.т.-графiв була доведена
в статтi [13].

Теорема 3. [13] У.е.т.-граф є самоцентральним тодi й тiльки тодi, коли
кожна його вершина є ексцентричною (для деякої вершини цього графа).
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У наступному роздiлi ми покажемо, що самоцентральнi у.е.т.-графи та-
кож можна охарактеризувати в термiнах їх ексцентричних орграфiв (див.
Наслiдок 1).

Також можна легко показати, що дiаметр у.е.т.-графа 𝐺 не може дорiв-
нювати подвоєному радiусу цього графа. Цей простий результат буде вико-
ристано в нашiй характеризацiї блокових у.е.т.-графiв (див. Теорема 5).

Твердження 2. [13] Для кожного у.е.т.-графа 𝐺 виконується нерiвнiсть
diam(𝐺) ≤ 2 rad(𝐺)− 1.
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4 Основнi теоретичнi результати

4.1 Орграфи ексцентриситетiв у.е.т.-графiв
Зi структури функцiональних графiв ми знаємо, що якщо 𝐺 є у.е.т.-

графом, то кожна слабка компонента його орграфа ексцентриситетiв ED(𝐺)
складається iз єдиного циклу 𝐶 та кiлькох вхiдних дерев напрямлених до
𝐶. Наступне спостереження є вiдправною точкою у вивченнi структури ор-
графiв ексцентриситетiв у.е.т.-графiв.

Твердження 3. [5] Ексцентричний орграф у.е.т.-графа з 𝑛 ≥ 2 верши-
нами може мати цикли тiльки довжини 2.

Доведення. Нехай 𝐺 є у.е.т.-графом iз 𝑛 ≥ 2 вершинами, а 𝑢1 → · · · →
𝑢𝑚 → 𝑢1 є циклом у ED(𝐺). Тодi ecc𝐺(𝑢1) = 𝑑𝐺(𝑢1, 𝑢2) ≤ ecc𝐺(𝑢2) =
𝑑𝐺(𝑢2, 𝑢3) ≤ · · · ≤ ecc𝐺(𝑢𝑚) = 𝑑𝐺(𝑢𝑚, 𝑢1) ≤ ecc𝐺(𝑢1). Звiдси, ecc𝐺(𝑢1) =
· · · = ecc𝐺(𝑢𝑚). А саме ecc𝐺(𝑢1) = 𝑑𝐺(𝑢1, 𝑢2) = 𝑑𝐺(𝑢𝑚, 𝑢1). За означен-
ням у.е.т.-графа кожна вершина має єдину ексцентричну вершину, тому
𝑢2 = 𝑢𝑚. Тому 𝑚 ≤ 2, але оскiльки 𝑛 ≥ 2 маємо 𝑚 = 2.

Твердження 3 дає критерiй для характеризацiї у.е.т.-графiв графiв, якi
є самоцентральними в термiнах їхнiх орграфiв ексцентриситетiв.

Наслiдок 1. Нехай 𝐺 є у.е.т.-графом iз 𝑛 ≥ 2 вершинами. Тодi 𝐺 є само-
центральним тодi й тiльки тодi, коли кожна слабка компонента ED(𝐺)
iзоморфна 𝐷0,0.

Доведення. ⇒ Якщо 𝐺 є самоцентральним, тодi iз Теореми 3 випливає,
що кожна вершина 𝐺 є ексцентричною для деякої iншої. Це означає, що
функцiя 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐺), яка вiдповiдає ED(𝐺), є сюр’єкцiєю. Оскiльки
𝐺 скiнченний, то 𝑓 є бiєкцiєю, тобто кожна слабка компонента 𝐷′ у ED(𝐺)
є циклом. Iз Твердження 3 випливає, що кожна 𝐷′ є 2-циклом, отже 𝐷′ ≃
𝐷0,0.

⇐ Якщо кожна слабка компонента ED(𝐺) iзоморфна 𝐷0,0, то кожна
вершина 𝐺 є ексцентричною. Тодi за Теоремою 3 𝐺 є самоцентральним.

Розiб’ємо слабкi компоненти ексцентричних орграфiв на 3 типи. Отже,
будемо називати слабку компоненту 𝐷′ в 𝐸𝐷(𝐺) (для у.е.т.-графа графа
𝐺):

• голою, якщо 𝐷′ ≃ 𝐷0,0;
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• напiвголою, якщо рiвно одна iз двох вершин 2-циклу в 𝐷′ має вхiдний
степiнь 1;

• повною, якщо 𝐷′ не є нi голою, нi напiвголою (тобто обидвi вершини
на 2-циклi мають вхiднi степенi бiльшi за 1).

Твердження 4. Якщо орграф ексцентриситетiв у.е.т.-графа з 𝑛 ≥ 3
вершинами має неповну слабку компоненту (голу або напiвголу), то вiн
має принаймнi двi слабкi компоненти.

Доведення. Нехай 𝐺 є у.е.т.-графом iз 𝑛 ≥ 3 вершинами, 𝑥, 𝑦 є дiаметраль-
ною парою в 𝐺. Оскiльки, 𝑛 ≥ 3, 𝐺 не може бути повним графом (iз означе-
ння у.е.т.-графа), тому diam(𝐺) ≥ 2. Позначимо слабку компоненту ED(𝐺),
яка мiстить 𝑥, 𝑦 через 𝐷′. Зафiксуємо вершину 𝑢 ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺 ∩𝑁𝐺(𝑥). Маємо
ecc𝐺(𝑢) ≥ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) = 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦)− 1 = diam(𝐺)− 1. Якщо ecc𝐺(𝑢) = diam(𝐺),
то 𝑢 /∈ 𝑉 (𝐷′) (оскiльки кожна дiаметральна пара є 2-циклом i лежить
в окремiй слабкiй компонентi в 𝐸𝐷(𝐺)), тому 𝐸𝐷(𝐺) має принаймнi двi
слабкi компоненти. У другому випадку маємо ecc𝐺(𝑢) = diam(𝐺) − 1, от-
же за Лемою 4.2 маємо дугу 𝑢 → 𝑦 в 𝐸𝐷(𝐺). Схожим чином розглянемо
вершину 𝑣 ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺 ∩𝑁𝐺(𝑦). Якщо ecc𝐺(𝑣) = diam(𝐺), то 𝐸𝐷(𝐺) має при-
наймнi двi слабкi компоненти. Якщо ecc𝐺(𝑣) = diam(𝐺) − 1, то 𝑣 → 𝑥 в
𝐸𝐷(𝐺). В останньому випадку компонента 𝐷′ є повною у 𝐸𝐷(𝐺) (що супе-
речить припущенню). Отже, якщо 𝐸𝐷(𝐺) має неповну компоненту, то вiн
має принаймнi двi слабкi компоненти.

Зауважимо, що повнi компоненти орграфа ексцентриситетiв у.е.т.-графа
можуть мiстити породженi шляхи довжини бiльшої за 1. На рисунку 2 зо-
бражено у.е.т.-граф 𝐺, чий орграф ексцентриситетiв ED(𝐺) має породженi
шляхи довжин 2 (див. Рис. 3). Проте, дiаметр графа 𝐺 обмежують макси-
мальнi довжини таких породжених шляхiв графа 𝐸𝐷(𝐺).

Твердження 5. Нехай 𝐺 у.е.т.-граф iз diam(𝐺) ≥ 4, тодi довжина най-
довшого породженого шляху в ED(𝐺) не перевищує

⌊︁
diam(𝐺)

2

⌋︁
− 1.

Доведення. Нехай 𝑢0 → 𝑢1 → · · · → 𝑢𝑚 є довiльним найдовшим породже-
ним шляхом у ED(𝐺). Тодi (𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1) /∈ 𝐴(ED(𝐺)) для всiх 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1.
Також iз Твердження 3 слiдує, що остання вершина шляху 𝑢𝑚 лежить на
2-циклi в ED(𝐺), нехай 𝑢𝑚 ↔ 𝑣. Оскiльки, 𝐺 у.е.т.-графом, ecc𝐺(𝑢𝑖+1) >
ecc𝐺(𝑢𝑖) для всiх 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚− 1. Тому, ecc𝐺(𝑢0) ≤ ecc𝐺(𝑢𝑚)−𝑚.
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Рис. 2: У.е.т.-граф 𝐺.
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Рис. 3: Орграф ексцентриситетiв ED(𝐺) для у.е.т.-графа 𝐺 на Рис. 2. Зеле-
ним кольором позначено вiдстанi мiж парами вершин у графi 𝐺.
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Для 𝑚 = 1 твердження виконується. Нехай 𝑚 ≥ 2. У цьому випадку
маємо 𝑒𝑐𝑐𝐺(𝑢𝑚) = 𝑑𝐺(𝑢𝑚, 𝑣) ≤ 𝑑𝐺(𝑢𝑚, 𝑢0) + 𝑑𝐺(𝑢0, 𝑣) ≤ 2 ecc𝐺(𝑢0) − 2 ≤
2(ecc𝐺(𝑢𝑚)−𝑚)− 2, що веде за собою 𝑚 ≤ ecc𝐺(𝑢𝑚)

2 − 1 ≤
⌊︁
diam(𝐺)

2

⌋︁
− 1.

Також зауважимо, що оцiнка Твердження 5 є точною для у.е.т.-графiв
дiаметра не бiльше 6. Наприклад, граф 𝐺 iз Рис. 2 має diam(𝐺) = 6, та два
найдовшi породженi шляхи в ED(𝐺) рiвнi

⌊︁
diam(𝐺)

2

⌋︁
− 1 = 2. Легко бачити,

що для у.е.т.-графiв 𝐺 iз diam(𝐺) = 3 довжина найдовшого породженого
шляху в ED(𝐺) не перевищує одиницi.

Як ми знаємо iз Наслiдка 1, у.е.т.-граф 𝐺 є самоцентральним тодi й
тiльки тодi, коли кожна слабка компонента ED(𝐺) є голою. Звiдси слiдує,
що такий граф 𝐺 може мати тiльки парну кiлькiсть вершин. Щобiльше, ми
доводимо наступний результат:

Твердження 6. Кожний самоцентральний у.е.т.-граф 𝐺 має принаймнi
2 diam(𝐺) вершин. До того ж рiвнiсть |𝑉 (𝐺)| = 2diam(𝐺) досягається,
тодi й тiльки тодi, коли 𝐺 ≃ 𝐾2 або 𝐺 ≃ 𝐶𝑚 для деякого парного 𝑚 ≥ 4.

Доведення. Зафiксуємо довiльну дiаметральну пару 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐺) та деякий
найкоротший шлях 𝑥− 𝑢1− · · · − 𝑢diam(𝐺)−1− 𝑦 мiж 𝑥 та 𝑦 в 𝐺. Для кожної
1 ≤ 𝑖 ≤ diam(𝐺) − 1 зафiксуємо ексцентричну вершину 𝑣𝑖 для вершини
𝑢𝑖 в 𝐺. Зауважимо, що 𝑣𝑖 ̸= 𝑥, 𝑦, 𝑢𝑗 для всiх 1 ≤ 𝑗 ≤ diam(𝐺) − 1 (адже
𝐺 є самоцентральним). Оскiльки кожна вершина 𝑢𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ diam(𝐺) − 1
є периферiйною в 𝐺, то й кожна 𝑣𝑖 є периферiйною в 𝐺. Звiдси |𝑉 (𝐺)| ≥
2 diam(𝐺).

Тепер доведемо другу частину твердження:
⇐ Якщо 𝐺 ≃ 𝐾2, то умова очевидно виконується. Подiбно якщо 𝐺 ≃ 𝐶𝑚

для кожного парного 𝑚 ≥ 4, то 𝐺 є симетричним парним графом (а отже
самоцентральним у.е.т.-графом) iз diam(𝐺) = 𝑚

2 .
⇒ Якщо diam(𝐺) = 1, то 𝐺 є повним графом, тобто 𝐺 ≃ 𝐾2. Нехай

𝑑 = diam(𝐺) ≥ 2. Iз Наслiдка 1 слiдує, що ED(𝐺) має рiвно 𝑑 слабких ком-
понент, кожна з яких є голою. Нам потрiбно показати, що кожна вершина
𝐺 має степiнь 2. Вiд супротивного, припустимо, що це не так, тодi iснує
вершина 𝑎1 ∈ 𝑉 (𝐺) iз deg𝐺(𝑎1) ̸= 2. Нехай 𝑎1 ↔ 𝑏1 є вiдповiдною слабкою
компонентою в ED(𝐺). Зафiксуємо найкоротший шлях 𝑎1−𝑎2−· · ·−𝑎𝑑−𝑏1
мiж 𝑎1 та 𝑏1 в 𝐺. Для кожної 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑 через 𝑏𝑖 позначимо ексцентричну
вершину для 𝑎𝑖 в 𝐺 (тобто, 𝑎𝑖 ↔ 𝑏𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑 є слабкими компонентами в
ED(𝐺)).
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Якщо deg𝐺(𝑎1) = 1, тодi ecc𝐺(𝑎1) = ecc𝐺(𝑎2) + 1, маємо суперечнiсть iз
тим, що 𝐺 є самоцентральним.

Якщо ж deg𝐺(𝑎1) ≥ 3, то зафiксуємо двi рiзнi сумiжнi вершини 𝑏𝑖, 𝑏𝑗 ∈
𝑁𝐺(𝑎1)∖{𝑎2}, нехай 𝑖 < 𝑗. Зафiксуємо шлях 𝑏𝑖 − 𝑎1 − · · · − 𝑎𝑖 мiж 𝑏𝑖 та
𝑎𝑖 (тобто парою деякого 2-цикла в 𝐸𝐷(𝐺)). Тодi цей шлях має довжину
1 + 𝑖− 1 = 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑑, що є суперечнiстю.

Отже, 𝐺 є (скiнченним) зв’язним графом iз deg𝐺(𝑢) = 2 для всiх 𝑢 ∈
𝑉 (𝐺). Звiдси слiдує, що 𝐺 ≃ 𝐶𝑚 для парного числа 𝑚 = 2diam(𝐺).

Зауважимо, що iснують 2 самоцентральнi у.е.т.-графи на 6 вершинах
(𝐾6 − 3𝐾2 та 𝐶6), та рiвно 3 такi графи на 8 вершинах (𝐾8 − 4𝐾2, 𝐶8,
𝐾4,4 − 4𝐾2). Комп’ютерний перебiр показав, що кiлькiсть таких графiв на
10 вершинах дорiвнює 24.

4.2 У.е.т.-графи, якi є графами блокiв
Результати цього роздiлу були частково дослiдженi в роботi Владислава

Гапоненка [8], але ми запропонували спрощене доведення Теореми 5. Також
для повноти викладу теорiї ми надаємо iншi результати щодо у.е.т.-графiв,
якi є графами блокiв.

Спiльнi риси графiв блокiв та дерев прямо розкриваються в контекстi
у.е.т.-графiв. Критерiй для у.е.т.-дерев (див. Теорема 2) був доведений у
статтi [13]. Виявляється, що цей результат можна узагальнити для графiв
блокiв. Для цього нам потрiбно використати критерiй метричної характе-
ризацiї графiв блокiв та довести одну технiчну лему.

Теорема 4. [11] Зв’язний граф 𝐺 є графом блокiв тодi й тiльки тодi, коли
його метрика 𝑑𝐺 задовольняє “умовi 4 точок”: для будь-яких 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈
𝑉 (𝐺) виконується

𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑧, 𝑡) ≤ max{𝑑𝐺(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝐺(𝑦, 𝑡), 𝑑𝐺(𝑥, 𝑡) + 𝑑𝐺(𝑦, 𝑧)}.

Зауважимо, що дерева можна охарактеризувати, як графи без трику-
тникiв, якi задовольняють умовi чотирьох точок.

Лема 2. У зв’язному графi блокiв кожна ексцентрична вершина є пери-
ферiйною.

Доведення. Нехай 𝐺 є зв’язним графом блокiв, 𝑣 є ексцентричною верши-
ною для деякої вершини 𝑢 в 𝐺. Зафiксуємо дiаметральну пару 𝑥, 𝑦 в 𝐺 та
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застосуємо Теорему 4 для вершин 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝑦:

ecc𝐺(𝑢) + diam(𝐺) = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) + 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦)

≤ max{𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) + 𝑑𝐺(𝑣, 𝑦), 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑣, 𝑥)}.

Якщо 𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) + 𝑑𝐺(𝑣, 𝑦) ≤ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑣, 𝑥), це веде за собою

ecc𝐺(𝑢) + diam(𝐺) ≤ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑣, 𝑥) ≤ ecc𝐺(𝑢) + diam(𝐺)

ecc𝐺(𝑢) = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) та 𝑑𝐺(𝑣, 𝑥) = diam(𝐺). Випадок 𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) + 𝑑𝐺(𝑣, 𝑦) ≥
𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑣, 𝑥) розглядається аналогiчно (тут 𝑑𝐺(𝑣, 𝑦) = diam(𝐺)). От-
же, 𝑣 є периферiйною вершиною в 𝐺.

Тепер ми можемо довести головний результат цього роздiлу.

Теорема 5. Зв’язний граф блокiв iз 𝑛 ≥ 2 вершин є у.е.т.-графом тодi
й тiльки тодi, коли вiн має рiвно 2 центральнi та рiвно 2 периферiйнi
вершини.

Доведення. ⇒ Нехай 𝐺 є у.е.т.-графом блокiв iз 𝑛 ≥ 2 вершинами. Якщо
rad(𝐺) = 1, то diam(𝐺) ≤ 2. У цьому випадку 𝐺 ≃ 𝐾2 (див Теорема 1).
Тепер нехай rad(𝐺) ≥ 2. Щоб показати, що 𝐺 має рiвно 2 периферiйнi
вершини, ми (вiд супротивного) припустимо, що 𝑥, 𝑦 та 𝑎, 𝑏 є двома рiзними
дiаметральними парами в 𝐺. Оскiльки 𝐺 є у.е.т.-графом {𝑥, 𝑦}∩{𝑎, 𝑏} = ∅.
За Теоремою 4 для вершин 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦, маємо:

2 diam(𝐺) = 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏)+𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) ≤ max{𝑑𝐺(𝑎, 𝑥)+𝑑𝐺(𝑏, 𝑦), 𝑑𝐺(𝑎, 𝑦)+𝑑𝐺(𝑏, 𝑥)}.

Якщо 𝑑𝐺(𝑎, 𝑥) + 𝑑𝐺(𝑏, 𝑦) ≥ 𝑑𝐺(𝑎, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑏, 𝑥), то 2 diam(𝐺) ≤ 𝑑𝐺(𝑎, 𝑥) +
𝑑𝐺(𝑏, 𝑦). Тобто 𝑑𝐺(𝑎, 𝑥) = diam(𝐺). Маємо суперечнiсть - 𝑎 та 𝑦 є дво-
ма рiзними ексцентричними вершинами для 𝑥. Аналогiчно, iз 𝑑𝐺(𝑎, 𝑥) +
𝑑𝐺(𝑏, 𝑦) ≤ 𝑑𝐺(𝑎, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑏, 𝑥) слiдує, що 𝑑𝐺(𝑏, 𝑥) = diam(𝐺). Отриманi супе-
речностi доводять, що 𝐺 має рiвно двi периферiйнi вершини, нехай 𝑥, 𝑦. За
Лемою 2, 𝑥 та 𝑦 є єдиними ексцентричними вершинами в 𝐺.

Тепер доведемо, що 𝐺 має рiвно 2 центральнi вершини. Зафiксуємо
центральну вершину 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺). Без втрати загальностi, нехай 𝑥 є ексцен-
тричною вершиною до 𝑢. Також зафiксуємо вершину 𝑣 ∈ [𝑢, 𝑥]𝐺 ∩ 𝑁𝐺(𝑢).
Маємо 𝑑𝐺(𝑥, 𝑢) = rad(𝐺) and 𝑑𝐺(𝑥, 𝑣) = rad(𝐺) − 1 (тому з означення
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𝑢
𝑥 𝑦

Рис. 4: Три центральнi вершини 𝑢, 𝑣, 𝑤 лежать в одному блоцi.

радiуса 𝑥 ̸= ecc(𝑣)). Нехай 𝑦 є ексцентричною вершиною для 𝑣 в 𝐺, то-
дi 𝑑𝐺(𝑦, 𝑣) = ecc𝐺(𝑣) ≥ rad(𝐺). З iншого боку (оскiльки 𝑢 є централь-
ною вершиною) 𝑑𝐺(𝑦, 𝑣) ≤ 𝑑𝐺(𝑦, 𝑢) + 1 ≤ rad(𝐺) − 1 + 1 = rad(𝐺). Тому
𝑑𝐺(𝑦, 𝑣) = rad(𝐺). Таким чином 𝐺 має принаймнi 2 центральнi вершини.

Припустимо, що є iнша центральна вершина 𝑤 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑢, 𝑣}. Поєднав-
ши Твердження 1 з означенням графа блокiв отримуємо, що 𝑤𝑢,𝑤𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)
(див. Рис. 4). Без втрати загальностi припустимо, що 𝑥 є ексцентричною
вершиною для 𝑤 в 𝐺. Тодi 𝑑𝐺(𝑤, 𝑥) = rad(𝐺), а 𝑑𝐺(𝑤, 𝑦) = rad(𝐺) − 1
(оскiльки 𝑤 сумiжна iз вершиною 𝑣, яка має 𝑑𝐺(𝑣, 𝑦) = rad(𝐺)).

Зафiксуємо вершину 𝑡 ∈ [𝑤, 𝑦]𝐺 ∩ 𝑁𝐺(𝑤). Маємо 𝑑𝐺(𝑡, 𝑦) = rad(𝐺) −
2 також 𝑡 ̸= 𝑢, 𝑣 оскiльки 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) = rad(𝐺) − 1 та 𝑑𝐺(𝑣, 𝑦) = rad(𝐺).
Якщо 𝑢𝑡 ∈ 𝐸(𝐺), то вершини 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡 породжують двозв’язний пiдграф
у 𝐺, тобто 𝑣 та 𝑡 лежать в одному блоцi. В цьому випадку 𝑣𝑡 ∈ 𝐸(𝐺). А
тому 𝑑𝐺(𝑣, 𝑦) ≤ 𝑑𝐺(𝑣, 𝑡) + 𝑑𝐺(𝑡, 𝑦) = 1 + rad(𝐺) − 2 = rad(𝐺) − 1, що дає
суперечнiсть. Таким чином лишається останнiй варiант, коли 𝑑𝐺(𝑢, 𝑡) = 2
(та iснує шлях 𝑢 − 𝑤 − 𝑡). Використаємо Теорему 4 для вершин 𝑢, 𝑡, 𝑤, 𝑦,
щоб отримати суперечнiсть:

1 + rad(𝐺) = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑡) + 𝑑𝐺(𝑤, 𝑦)

≤ max{𝑑𝐺(𝑢,𝑤) + 𝑑𝐺(𝑡, 𝑦), 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑡, 𝑤)}
= max{1 + rad(𝐺)− 2, rad(𝐺)− 1 + 1} = rad(𝐺).

Отже, такий граф 𝐺 справдi має рiвно 2 центральнi вершини.
⇐ Нехай 𝑥, 𝑦 - двi периферiйнi вершини, а вершина 𝑢 - деяка центральна

вершина. Використавши Лему 2 без втрати загальностi нехай 𝑥 є ексцен-
тричною вершиною для 𝑢 в графi 𝐺, 𝑑(𝑢, 𝑥) = rad(𝐺). Зафiксуємо вершину
𝑣 ∈ [𝑢, 𝑥]𝐺 ∩ 𝑁𝐺(𝑢) та покажемо, що 𝑣 є центральною вершиною. Справдi
𝑑(𝑣, 𝑥) = rad(𝐺) − 1, та ∀𝑎 ∈ 𝑉 (𝐺) ∖ {𝑥} : 𝑑(𝑣, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑣, 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑎) ≤
1 + rad(𝐺) − 1 = rad(𝐺). За Лемою 2 вершина 𝑦 є єдиною ексцентричною
для 𝑣, 𝑑(𝑣, 𝑦) = rad(𝐺). Зафiксуємо вершину 𝑤 ∈ [𝑣, 𝑦]𝐺∩𝑁𝐺(𝑣), то з анало-
гiчних мiркувань 𝑤 - є центральною вершиною, але їх тiльки 2, тому 𝑤 = 𝑢,
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а отже 𝑑(𝑢, 𝑦) = rad(𝐺)− 1, тобто 𝑢 має єдину ексцентричну вершину 𝑥.
Таким чином ми показали, що двi центральнi вершини 𝑢, 𝑣 мають єдинi

ексцентричнi, залишилось показати, що кожна iнша (нецентральна) верши-
на має теж єдину екcцентричну.

Розiб’ємо множину вершин графа на диз’юнктне об’єднання 2 частин
𝑉 (𝐺) = 𝑊⊔𝑈 , де 𝑊 = {𝑎 | 𝑢 не лежить на найкоротшому шляховi 𝑎−· · ·−
𝑣}, 𝑈 = {𝑎 | 𝑣 не лежить на найкоротшому шляховi 𝑎−· · ·−𝑢}. Це розбиття
справдi є диз’юнктним, бо якщо iснує вершина 𝑎 : 𝑎 ∈ 𝑊 та 𝑎 ∈ 𝑈 , тодi
двi центральнi вершини 𝑢, 𝑣 не є блоком, при видаленнi ребра 𝑢− 𝑣 маємо
шлях 𝑢− . . . 𝑎−· · ·−𝑣, а отже суперечнiсть iз максимальнiстю двозв’язного
пiдграфа в означеннi блока. До того ж єдине ребро мiж частинами 𝑊 ,𝑈 - це
ребро 𝑣𝑢 - з аналогiчних мiркувань (якщо iснують 𝑎 ∈ 𝑊, 𝑏 ∈ 𝑈 : 𝑎𝑏 ∈ 𝐸(𝐺)
: при видаленнi ребра 𝑢𝑣 маємо шлях 𝑣 − · · · − 𝑎− 𝑏− · · · − 𝑢).

Звiдси випливає, що ребро 𝑣𝑢 належить будь-якому шляху 𝑎− · · ·− 𝑣−
𝑢−· · ·− 𝑏, ∀𝑎 ∈ 𝑊,∀𝑏 ∈ 𝑈 . Тодi ∀𝑎 ∈ 𝑊 : 𝑣 ∈ будь-якому шляховi 𝑎−· · ·−
𝑣 − 𝑢,∀𝑢 ∈ 𝑈 , ∀𝑏 ∈ 𝑈 : 𝑢 ∈ будь-якому шляховi 𝑏 − · · · − 𝑢 − 𝑣,∀𝑣 ∈ 𝑊 ,
∀𝑠 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑑(𝑐, 𝑢) ̸= 𝑑(𝑐, 𝑣), а саме 𝑑(𝑐, 𝑢) = 𝑑(𝑐, 𝑣) ± 1, бо 𝑢, 𝑣 - сумiжнi
вершини.

Покажемо, що кожна вершина 𝑎 ∈ 𝑊 ∖ {𝑣} має єдину ексцентричну. За
Лемою 2 у нас є лише 2 кандидати на ексцентричну вершину - це перифе-
рiйнi 𝑥, 𝑦, тобто достатньо показати, що 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝑑(𝑎, 𝑦). Зауважимо, що
за попередньою побудовою 𝑥 ∈ 𝑊 , 𝑦 ∈ 𝑈 . Тодi 𝑑(𝑎, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑣) + 𝑑(𝑣, 𝑥) =
𝑑(𝑎, 𝑣) + rad(𝐺)− 1 < 𝑑(𝑎, 𝑣) + rad(𝐺) = 𝑑(𝑎, 𝑣) + 𝑑(𝑣, 𝑦) = 𝑑(𝑎, 𝑦).

Аналогiчно (в силу симетрiї) 𝑎 ∈ 𝑈 ∖{𝑢} має єдину ексцентричну. Таким
чином 𝐺 є у.е.т.-графом.

З допомогою Теореми 5, ми можемо повнiстю описати ексцентричнi ор-
графи графiв блокiв.

Твердження 7. Нехай 𝐺 є у.е.т.-графом блокiв на 𝑛 ≥ 2 вершинах, тодi
ED(𝐺) ≃ 𝐷𝑚,𝑘, де 𝑚 = 𝑘 = 0 або 𝑚 = 𝑘 = 1 або 𝑚, 𝑘 ≥ 2. Навпаки,
для кожної такої пари 𝑚, 𝑘 iснує у.е.т.-граф блокiв (навiть дерево) iз
ED(𝐺) ≃ 𝐷𝑚,𝑘.

Доведення. За Лемою 2 та Теоремою 5 такий граф 𝐺 має рiвно 2 пери-
ферiйнi вершини (позначимо 𝑥, 𝑦), якi є єдиними ексцентричними. Тому
ED(𝐺) ≃ 𝐷𝑚,𝑘 для 𝑚, 𝑘 ≥ 0. Якщо 𝐺 має двi вершини, то 𝐺 ≃ 𝐾2 та
ED(𝐺) ≃ 𝐷0,0. Тепер нехай 𝑛 ≥ 3, тодi 𝑚 + 𝑘 ̸= 0, також 𝐺 не може
бути повним графом, отже diam(𝐺) ≥ 2. Зафiксуємо двi вершини 𝑢 ∈
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[𝑥, 𝑦]𝐺 ∩ 𝑁𝐺(𝑥) та 𝑣 ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺 ∩ 𝑁𝐺(𝑦). За Теоремою 5 та Лемою маємо,
що ecc𝐺(𝑢) = ecc𝐺(𝑣) = diam(𝐺) − 1 та 𝑢 → 𝑦, 𝑣 → 𝑥 в ED(𝐺). Отже,
𝑚, 𝑘 ≥ 1.

Наостанок припустимо, що 𝑑−ED(𝐺)(𝑦) = 2 (аналогiчно розглядається ви-
падок 𝑑−ED(𝐺)(𝑥) = 2). Зафiксуємо вершину 𝑢 ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺 ∩ 𝑁𝐺(𝑥) та вер-
шину 𝑢′ ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺 iз 𝑑𝐺(𝑥, 𝑢

′) = 2. Якщо 𝑢′ = 𝑦, то diam(𝐺) = 2 та
ecc𝐺(𝑢) = 1 = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦), що є суперечнiстю. Таким чином 𝑢′ ̸= 𝑦.
Оскiльки 𝑥 → 𝑦, 𝑢 → 𝑦 в ED(𝐺) та 𝑑−ED(𝐺)(𝑦) = 2, виконується 𝑢′ → 𝑥

(так як ми довели, що 𝑥, 𝑦 єдинi ексцентричнi вершини графа 𝐺). Звiд-
си слiдує, що 𝑑𝐺(𝑢

′, 𝑦) < ecc𝐺(𝑢
′) = 𝑑𝐺(𝑢

′, 𝑥) = 2, а отже 𝑑𝐺(𝑢
′, 𝑦) = 1.

Звiдси випливає, що diam(𝐺) = 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) = 3. Якщо 𝑛 = 4, то 𝐺 ≃ 𝑃4

та ED(𝐺) ≃ 𝐷1,1. Iнакше можна отримати суперечнiсть, тобто нехай iснує
вершина 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑢, 𝑢′, 𝑦}. Використавши зв’язнiсть 𝐺, ми можемо
припустити, що 𝑁𝐺(𝑧) ∩ {𝑥, 𝑢, 𝑢′, 𝑦} ≠ ∅. Оскiльки 𝐺 є у.е.т.-графом, то
ecc𝐺(𝑧) = 2. Без втрати загальностi будемо вважати, що 𝑥 є ексцентри-
чною вершиною для вершини 𝑧 в 𝐺. Тодi 𝑁𝐺(𝑧) = 𝑉 (𝐺)∖{𝑥}. Але в цьому
випадку вершини 𝑢, 𝑢′, 𝑦, 𝑧 породжують неповний двозв’язний пiдграф у
графi 𝐺 (див. Рис. 5). Отримана суперечнiсть доводить, що 𝑚 = 𝑘 = 0 або
𝑚 = 𝑘 = 1 або 𝑚, 𝑘 ≥ 2.

𝑥 𝑢 𝑢′

𝑧

𝑦

Рис. 5: Неповний двозв’язний пiдграф 𝐺[{𝑢, 𝑢′, 𝑦, 𝑧}].

Тепер покажемо реалiзованiсть кожного випадку. Нехай маємо пару не-
вiд’ємних цiлих чисел 𝑚, 𝑘, що задовольняють якiйсь iз трьох умов. Якщо
𝑚 = 𝑘 = 0, то очевидно, що ED(𝑃2) ≃ 𝐷0,0. Якщо ж 𝑚 = 𝑘 = 1 маємо
ED(𝑃4) ≃ 𝐷1,1. Наостанок, нехай 𝑚, 𝑘 ≥ 2. Покладемо

𝑉 (𝑇 ) = {𝑥1, . . . , 𝑥6} ∪ {𝑢1, . . . , 𝑢𝑚−2} ∪ {𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−2},
𝐸(𝑇 ) = {𝑥𝑖𝑥𝑖+1 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 5} ∪ {𝑢𝑗𝑥3 : 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚− 2} ∪ {𝑣𝑙𝑥4 : 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 − 2}.

Легко побачити, що 𝑇 є деревом iз diam(𝑇 ) = 5. Граф має єдину дiаме-
тральну пару 𝑥1, 𝑥6 (див. Рис. 6). Ексцентриситети вершин такi: ecc𝑇 (𝑥3) =
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ecc𝑇 (𝑥4) = 3 та ecc𝑇 (𝑤) = 4 для всiх 𝑤 ∈ 𝑉 (𝑇 )∖{𝑥1, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥6}. Верши-
на 𝑥 є ексцентричною для вершин 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 та 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−2. Симетрично
вершина 𝑦 є ексцентричною для вершин 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 та 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚−2. Отже,
ED(𝑇 ) ≃ 𝐷𝑚,𝑘.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

𝑢1 𝑢𝑚−2. . .
𝑣1 𝑣𝑘−2. . .

Рис. 6: Дерево 𝑇 iз ED(𝑇 ) ≃ 𝐷𝑚,𝑘 для 𝑚, 𝑘 ≥ 2.

4.3 У.е.т.-графи дiаметра три
Пригадаємо, що у.е.т.-графи дiаметра 2 характеризуються як повнi гра-

фи iз видаленим досконалим паросполученням (див. Теорема 1). Для у.е.т.-
графiв дiаметра 3, була вiдома характеризацiя лише для самоцентральних
графiв [13]. Виявляється, що несамоцентральнi у.е.т.-графи дiаметра 3 теж
мають чудову характеризацiю.

Теорема 6. Нехай 𝐺 зв’язний граф, який не є самоцентральним. Тодi 𝐺
є у.е.т.-графом iз diam(𝐺) = 3 тодi й тiльки тодi, коли його доповнення
𝐺 iзоморфне бi-зiрцi.

Доведення. ⇒ Нехай 𝑥, 𝑦 є дiаметральною парою в 𝐺. Очевидно, що 𝑁𝐺[𝑥]∩
𝑁𝐺[𝑦] = ∅ (бо diam(𝐺) = 3). Оскiльки 𝐺 не є самоцентральним, то iснує
вершина 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) iз ecc𝐺(𝑢) = 2. Якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁𝐺(𝑢), то 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) ≤ 2, що
є суперечнiстю. Без втрати загальностi припустимо, що 𝑢𝑦 /∈ 𝐸(𝐺). Тодi
𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) ≥ 2 = ecc𝐺(𝑢) implying 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) = 2. Тодi вершина 𝑦 є ексцентри-
чною для вершини 𝑢 в 𝐺. Це означає, що 𝑁𝐺(𝑢) = 𝑉 (𝐺)∖{𝑦} (бо ecc𝐺(𝑢) = 2
в у.е.т.-графi 𝐺, а отже вiдстань до всiх вершин крiм ексцентричною дорiв-
нює 1).

Тепер зафiксуємо вершину 𝑣 ∈ 𝑁𝐺(𝑢)∩𝑁𝐺(𝑦). Оскiльки 𝑁𝐺(𝑢) = 𝑉 (𝐺)∖{𝑦},
то виконується ecc𝐺(𝑣) ≤ 2. Але 𝑑𝐺(𝑣, 𝑥) = 2, оскiльки у графi 𝐺 ли-
ше 2 ексцентричнi, а вершина 𝑦 не може бути ексцентричною, бо це сумi-
жна вершина до 𝑣, тодi ecc𝐺(𝑣) = 2 та вершина 𝑥 є ексцентричною для
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𝑣 в 𝐺. Вiдповiдно 𝑁𝐺(𝑣) = 𝑉 (𝐺)∖{𝑥}. Далi, оскiльки для кожної верши-
ни 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑦} ми маємо 𝑢𝑧, 𝑣𝑧 ∈ 𝐸(𝐺), то ecc𝐺(𝑧) ≤ 2. Але
diam(𝐺) = 3, отже ecc𝐺(𝑧) = 2 для всiх 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑦}. Якщо
𝑧 /∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∪ 𝑁𝐺(𝑦), тодi 𝑑𝐺(𝑧, 𝑥) = 𝑑𝐺(𝑧, 𝑦) = 2 = ecc𝐺(𝑧) - маємо су-
перечнiсть iз тим, що 𝐺 є у.е.т.-графом. Таким чином множина {𝑥, 𝑦} є
домiнантною в 𝐺.

Оскiльки для всiх 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑦} виконується, що 𝑧 ∈ 𝑁𝐺(𝑥)△𝑁𝐺(𝑦)
(якби 𝑧 ∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∩𝑁𝐺(𝑦), то ми б отримали 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) ≤ 2 = diam(𝐺)). Тодi
ексцентрична вершина для кожної такої 𝑧 - це або 𝑥 або 𝑦. Це доводить,
що 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑁𝐺(𝑧). Iнакше кажучи, пiдграф 𝐺 − {𝑥, 𝑦} є повним у
𝐺. З цього випливає, що доповнення 𝐺 є бi-зiркою iз двома центральними
сумiжними вершинами 𝑥, 𝑦, множина листкiв дорiвнює 𝑁𝐺(𝑥)∪𝑁𝐺(𝑦), and
𝑁𝐺(𝑥) = 𝑁𝐺[𝑦], 𝑁𝐺(𝑦) = 𝑁𝐺[𝑥].

⇐ Нехай 𝐺 є бi-зiркою iз двома центральними вершина 𝑥 та 𝑦. Тодi
𝑁𝐺[𝑥]∩𝑁𝐺[𝑦] = ∅, {𝑥, 𝑦} є домiнантною множиною в 𝐺, а пiдграф 𝐺−{𝑥, 𝑦}
є повним у 𝐺.

Оскiльки 𝑁𝐺[𝑥] ∩ 𝑁𝐺[𝑦] = ∅, то 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) ≥ 3. Але 𝐺 − {𝑥, 𝑦} є повним
пiдграфом в 𝐺, тому 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) = 3. Тепер зафiксуємо двi вершини 𝑢 ∈ 𝑁𝐺(𝑥)
та 𝑣 ∈ 𝑁𝐺(𝑦). Таким чином 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑦}. Для будь-якої вершини
𝑧 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑦} виконується, що 𝑑𝐺(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑𝐺(𝑥, 𝑢) + 𝑑𝐺(𝑢, 𝑧) ≤ 2, 𝑢 ∈
𝑉 (𝐺)−{𝑥, 𝑦}. Аналогiчно, 𝑑𝐺(𝑦, 𝑧) ≤ 2. З цього випливає, що diam(𝐺) = 3
та 𝑥, 𝑦 єдиною дiаметральною парою в 𝐺. Також маємо, що ecc𝐺(𝑧) = 2 для
всiх 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐺)∖{𝑥, 𝑦}. Тодi для всiх таких 𝑧 або 𝑥 або 𝑦 є ексцентричною
вершиною в 𝐺. Наостанок 𝑥, 𝑦 не можуть бути одночасно ексцентричними
для деякої вершини 𝑧, оскiльки {𝑥, 𝑦} є домiнантною множиною в 𝐺 (тобто
кожна така 𝑧 є сумiжною або з 𝑥 або iз 𝑦, а до iншої вершини за попередньо
доведеним має вiдстань 2). Отже, 𝐺 є у.е.т.-графом.

Наслiдок 2. [13] У.е.т.-граф дiаметра 3 є або самоцентральним або
верхньо-дiаметрально-критичним.

Доведення. Якщо 𝐺 є несамоцентральним у.е.т.-графом iз diam(𝐺) = 3, то
за Теоремою 6 𝐺 є бi-зiркою. З цього випливає, що будь-яке нове ребро
𝑒 /∈ 𝐸(𝐺) буде iнцидентним до принаймнi однiєї iз периферiйних вершин
𝐺. Саме тому для довiльного ребра 𝑒 /∈ 𝐸(𝐺) граф 𝐺 + 𝑒 матиме дiаметр
два.

Наслiдок 3. Кiлькiсть неiзоморфних несамоцентральних у.е.т.-графiв 𝐺
на 𝑛 вершинах iз diam(𝐺) = 3 дорiвнює

⌊︀
𝑛
2

⌋︀
− 1.
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Доведення. Ми можемо порахувати кiлькiсть неiзоморфних доповнень до
таких графiв 𝐺. За Теоремою 6 доповнення 𝐺 є бi-зiркою. Кiлькiсть неi-
зоморфних бi-зiрок на 𝑛 вершинах дорiвнює

⌊︀
𝑛
2

⌋︀
− 1 (оскiльки кожна така

бi-зiрка визначається нетривiальним розбиттям (𝑛−2) елементної множини
на 2 частини).

За допомогою Наслiдка 1 та Теореми 6 ми можемо повнiстю охарактери-
зувати ексцентричнi орграфи у.е.т.-графiв дiаметра три. Для цього визна-
чимо допомiжну унарну графову операцiю iз назвою ексцентричне клону-
вання. Нехай 𝐻 є зв’язним графом. Нехай 𝐻 ′ є iзоморфною копiєю графа 𝐻
iз 𝑉 (𝐻 ′) = {𝑢′ : 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐻)} та 𝐸(𝐻 ′) = {𝑢′𝑣′ : 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐻)}. Тепер розгляне-
мо граф 𝐺, отриманий iз об’єднання 𝐻 ∪𝐻 ′ та додавання нових ребер виду
𝑢𝑣′ (𝑣′ ∈ 𝑉 (𝐻 ′)), де 𝑢 та 𝑣 є сумiжними в ED(𝐻). Граф 𝐺 будемо називати
ексцентричним клоном графа 𝐻. Наприклад, ексцентричний клон графа
𝐾𝑛 iзоморфний 𝐾2𝑛 − 𝑛𝐾2 (повний граф на 2𝑛 вершинах без досконалого
паросполучення), а ексцентричний клон 𝐶4 iзоморфний 3-кубу 𝑄3.

Твердження 8. Для орграфа 𝐷 iснує у.е.т.-граф 𝐺 iз diam(𝐺) = 3 такий,
що ED(𝐺) ≃ 𝐷 тодi й тiльки тодi, коли 𝐷 складається 𝑙 ≥ 3 голих
компонент або 𝐷 ≃ 𝐷𝑚,𝑘 для 𝑚, 𝑘 ≥ 1.

Доведення. ⇒ Якщо 𝐺 є самоцентральним, то за Наслiдоком 1 кожна ком-
понента ED(𝐺) є голою. Також зрозумiло, що кiлькiсть слабких компонент
в ED(𝐺) має |𝑉 (𝐺)|

2 ≥ diam(𝐺) = 3 слабкi компоненти. Тепер нехай 𝐺 не
є самоцентральним. Iз доведення Теореми 6 слiдує, що 𝐺 має єдину дiаме-
тральну пару 𝑥, 𝑦, бiльш того цi двi вершини є єдиними ексцентричними
в графi 𝐺. Таким чином ED(𝐺) ≃ 𝐷𝑚,𝑘 для 𝑚, 𝑘 ≥ 0, 𝑚 + 𝑘 > 0. Поєд-
навши це iз Твердженням 4 (оскiльки умова diam(𝐺) = 3 веде за собою
|𝑉 (𝐺)| ≥ 3), маємо 𝑚, 𝑘 ≥ 1.

⇐ Спочатку розглянемо випадок, коли 𝐷 складається iз 𝑙 ≥ 3 голих
компонент. Якщо 𝑙 = 3, тодi ED(𝐶6) ≃ 𝐷. Далi нехай 𝑙 ≥ 4. Розглянемо
граф 𝐻 ≃ 𝐾2,𝑙−2 iз 𝑉 (𝐻) = {𝑥, 𝑦} ∪ {𝑎𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2} та 𝐸(𝐻) =
{𝑥𝑎𝑖, 𝑦𝑎𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2}. Нехай 𝐺 є ексцентричним клоном 𝐻 (на Рис. 7
зображено приклад ексцентричного клона 𝐾2,3). Можна легко помiтити,
що ecc𝐺(𝑥) = 𝑑𝐺(𝑥, 𝑥

′) = 3. справдi 𝑑𝐺(𝑥, 𝑎𝑖) = 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦
′) = 1, 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) = 2,

𝑑𝐺(𝑥, 𝑎
′
𝑖) = 2 (оскiльки iснують шляхи 𝑥 − 𝑦′ − 𝑎′𝑖 та 𝑎𝑖 /∈ 𝑁𝐺(𝑥)), 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑙 − 2, та 𝑑𝐺(𝑥, 𝑥
′) = 3 (оскiльки iснує шлях 𝑥 − 𝑦′ − 𝑎′1 − 𝑥′ мiж 𝑥 та 𝑥′

в 𝐺; та 𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑥
′) = ({𝑎𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2} ∪ {𝑦′}) ∩ ({𝑎′𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑙 − 2} ∪ {𝑦}) = ∅). Аналогiчно, ecc𝐺(𝑥′) = ecc𝐺(𝑦) = ecc𝐺(𝑦
′) = 3. Тепер
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Рис. 7: Ексцентричний клон 𝐾2,3.

для кожної 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2 ми маємо ecc𝐺(𝑎𝑖) = 𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑎
′
𝑖) = 3. Справдi,

𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑥) = 𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑦) = 𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) = 1 для всiх 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙 − 2, 𝑗 ̸= 𝑖. До того
ж, 𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) = 𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑥

′) = 𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑦
′) = 2 для всiх 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙 − 2, 𝑗 ̸= 𝑖.

Тому 𝑑𝐺(𝑎𝑖, 𝑎
′
𝑖) = 3. Такi само можна показати, що ecc𝐺(𝑎

′
𝑖) = 3 для всiх

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2. З цього випливає, що 𝐺 є самоцентральним графом. До того
ж 𝐺 є у.е.т.-графом, оскiльки ED(𝐺) є об’єднанням таких 2-циклiв: 𝑥 ↔ 𝑥′,
𝑦 ↔ 𝑦′, та 𝑎𝑖 ↔ 𝑎′𝑖 для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 − 2. Саме тому ED(𝐺) ≃ 𝐷, оскiльки вiн
має рiвно 𝑙 голих слабких компонент.

Тепер нехай 𝐷 ≃ 𝐷𝑚,𝑘 для 𝑚, 𝑘 ≥ 1. Розглянемо повний граф 𝐻 ≃
𝐾𝑚+𝑘. Зафiксуємо розбиття вершин 𝑉 (𝐻) = 𝐴 ⊔ 𝐵, де |𝐴| = 𝑚, |𝐵| =
𝑘. Тепер додамо до 𝐻 Двi новi вершини 𝑥, 𝑦 та новi ребра 𝑥𝑎 для всiх
𝑎 ∈ 𝐴 та 𝑦𝑏 для всiх 𝑏 ∈ 𝐵 (див. Рис. 8). Позначимо отриманий граф 𝐺.
Очевидно, що доповнення 𝐺 є бi-зiркою. Тодi за Теоремою 6, 𝐺 є у.е.т.-
графом iз diam(𝐺) = 3. За побудовою 𝐺 слiдує, що ED(𝐺) ≃ 𝐷𝑚,𝑘.

4.4 У.е.т.-графи дiаметра чотири
Питання характеризацiї несамоцентральних у.е.т.-графiв 𝐺 iз diam(𝐺) =

4 або хоча б знаходження критерiю їх ексцентричним орграфам є значно
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𝐾𝑚+𝑘

𝑚

. . . 𝑦𝑥

𝐴 𝐵

𝑘

. . .

Рис. 8: Несамоцентральний у.е.т.-граф 𝐺 iз diam(𝐺) = 3.

складнiшим. Наступна теорема мiстить кiлька важливих результатiв сто-
совно другої проблеми.

Теорема 7. Нехай 𝐺 є несамоцентральним у.е.т.-графом iз diam(𝐺) = 4.
Тодi виконуються такi твердження:

(i) кожна ексцентрична вершина 𝐺 лежить на циклi в ED(𝐺);

(ii) якщо ED(𝐺) мiстить 2-цикл 𝑥 ↔ 𝑦, то 𝑥, 𝑦 породжують голу ком-
поненту в ED(𝐺) тодi й тiльки тодi, коли 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) = 3;

(iii) ED(𝐺) не мiстить напiвголих слабких компонент зв’язностi.

Доведення. (i) Перше твердження прямо слiдує iз Твердження 5. Справ-
дi, iз diam(𝐺) = 4 слiдує, що ED(𝐺) не мiстить породжених шляхiв дов-
жин бiльших за 2. Тодi кожна ексцентрична вершина 𝐺 лежить на циклi в
ED(𝐺).

Перед тим як довести друге i третє твердження зауважимо, що ecc𝐺(𝑢) ∈
{3, 4} для всiх вершин 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺). Справдi, iз Твердження 2 слiдує

rad(𝐺) ≥ diam(𝐺) + 1

2
=

4 + 1

2
=

5

2
.

Тепер ми можемо довести друге твердження:
(ii) ⇒ Припустимо, що 𝑥, 𝑦 породжують голу слабку компоненту в ED(𝐺).

Вiд супротивного, нехай 𝑥, 𝑦 є дiаметральною парою в 𝐺 (diam(𝑥, 𝑦) = 4).
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Оскiльки 𝐺 не є самоцентральним, то iснує вершина 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) iз ecc𝐺(𝑢) =
3. Нехай 𝑎 є ексцентричною вершиною для 𝑢 в 𝐺, зрозумiло, що 𝑎 ̸= 𝑥, 𝑦.
Маємо 𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) ≤ 2 та 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) ≤ 2. Але, якщо min{𝑑𝐺(𝑢, 𝑥), 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦)} = 1,
то iз нерiвностi трикутника одразу маємо 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) ≤ 3. Отримана супе-
речнiсть показує, що 𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) = 𝑑𝐺(𝑢, 𝑦) = 2. Тепер зафiксуємо вершину
𝑧 ∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑢). Якщо ecc𝐺(𝑧) = 3, то використаємо Лему 4.2 для ре-
бра 𝑧𝑥, маємо, що вершина 𝑦 є ексцентричною для вершини 𝑧 в 𝐺. Але це
суперечить тому, що 𝑥, 𝑦 породжують голу слабку компоненту в ED(𝐺).
Таким чином ecc𝐺(𝑧) = 4. Аналогiчно, застосувавши Лему 4.2 для ребра
𝑧𝑢 маємо, що 𝑧, 𝑎 є дiаметральною парою в 𝐺. Тепер зафiксуємо верши-
ну 𝑡 ∈ 𝑁𝐺(𝑦) ∩ 𝑁𝐺(𝑢), також зрозумiло, що 𝑧 ̸= 𝑡. Застосуємо той самий
аргумент для вершини 𝑡, тобто, якщо ecc𝐺(𝑡) = 3, то 𝑥 є ексцентричною
вершиною для 𝑡 в𝐺, що є суперечнiстю. А якщо ecc𝐺(𝑡) = 4, то 𝑎, 𝑡 є дiаме-
тральною парою в 𝐺. Це суперечить тому, що 𝐺 є у.е.т.-графом (оскiльки
вершина 𝑎 має двi ексцентричнi 𝑧 та 𝑡).

(ii) ⇐ Те, що 2-цикл 𝑥 ↔ 𝑦 iз 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) = 3 породжує голу слабку ком-
поненту в ED(𝐺) прямо слiдує iз того, що у такому у.е.т.-графi 𝐺 кожна
вершина 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) має ecc𝐺(𝑢) ∈ {3, 4}. Таким чином 𝑥 може бути ексцен-
тричною тiльки для вершини 𝑦 та навпаки.

Тепер доведемо третє (та найскладнiше) твердження.
(iii) Вiд супротивного припустимо, що iснує напiвгола компонента в ор-

графi ексцентриситетiв ED(𝐺). Нехай 𝑥 ↔ 𝑦 є 2-циклом у нiй. Iз доведеного
2 пункту маємо, що 𝑥, 𝑦 є дiаметральною парою в 𝐺. Без втрати загально-
стi, припустимо, що 𝑑−ED(𝐺)(𝑦) = 1, а 𝑑−ED(𝐺)(𝑥) ≥ 2. Зафiксуємо вершину
𝑎 ∈ 𝑁−

ED(𝐺)(𝑥)∖{𝑦}. Зрозумiло, що ecc𝐺(𝑎) = 3. Тепер ми можемо вважа-
ти, що 𝑎 ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺. Справдi, якщо 𝑎𝑦 /∈ 𝐸(𝐺), то 𝑑𝐺(𝑎, 𝑦) = 2. Розглянемо
будь-яку вершину 𝑎′ ∈ 𝑁𝐺(𝑎) ∩ 𝑁𝐺(𝑦). Якщо ecc𝐺(𝑎

′) = 4, то використав-
ши Лему 4.2 для ребра 𝑎𝑎′, маємо, що 𝑥 є ексцентричною вершиною для 𝑎′

та 𝑦 в 𝐺, що є суперечнiстю. Таким чином ecc𝐺(𝑎
′) = 3, знову застосуємо

Лему 4.2, але вже для ребра 𝑎𝑦, маємо, що 𝑥 є ексцентричною вершиною
для 𝑎′ в 𝐺. В цьому ж випадку 𝑎′ ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺. Нехай 𝑎 ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺, зафiксуємо
вершину 𝑢 ∈ [𝑥, 𝑦]𝐺 ∩ 𝑁𝐺(𝑥) iз 𝑑𝐺(𝑢, 𝑎) = 2. Очевидно, що ecc𝐺(𝑢) = 4.
Нехай 𝑣 є ексцентричною вершиною для 𝑢 в 𝐺. Тому 𝑢 ↔ 𝑣 є iншим 2-
циклом в ED(𝐺). Маємо 𝑑𝐺(𝑎, 𝑣) = 2 (справдi, iснування ребра 𝑎𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)
мало б наслiдок 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑎) + 𝑑𝐺(𝑎, 𝑣) = 3). Зафiксуємо вершину
𝑧 ∈ 𝑁𝐺(𝑎) ∩𝑁𝐺(𝑣). Далi розiб’ємо доведення на 2 випадки:

Випадок 1: 𝑧 ̸= 𝑦 (див. Рис. 9).
Якщо ecc𝐺(𝑧) = 4, то застосуємо Лему 4.2, для ребра 𝑎𝑧, маємо 𝑧 ↔ 𝑥
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𝑥 𝑢 𝑎 𝑦

𝑧

𝑣

Рис. 9: Два найкоротшi шляхи мiж 𝑥, 𝑦 та 𝑎, 𝑣 в 𝐺 у Випадку 1.

𝑥 𝑢 𝑎 𝑦

𝑧

𝑣

𝑤

Рис. 10: Iснування вершини 𝑤 ∈ 𝑁𝐺(𝑧) ∩𝑁𝐺(𝑥) у Випадку 1.

в ED(𝐺), що є суперечнiстю. Тому в цьому випадку ecc𝐺(𝑧) = 3. Тепер
застосуємо Лему 4.2 для ребра 𝑧𝑣 - маємо 𝑧 → 𝑢 в ED(𝐺). Таким чином
𝑑𝐺(𝑧, 𝑥) = 2 (якби ж 𝑧𝑥 ∈ 𝐸(𝐺), тодi 𝑥− 𝑧 − 𝑎− 𝑦 був би шлях довжини 3
мiж 𝑥 та 𝑦 в 𝐺, що є суперечнiстю). Зафiксуємо вершину 𝑤 ∈ 𝑁𝐺(𝑧)∩𝑁𝐺(𝑥).
Якщо 𝑤 = 𝑣, то маємо найкоротший шлях 𝑢 − 𝑥 − 𝑧 − 𝑣 довжини 3 мiж
𝑢 та 𝑣 в 𝐺. Звiдси 𝑤 ̸= 𝑣 (див. Рис. 10). Якщо ecc𝐺(𝑤) = 3, то застосуємо
Лему 4.2 для ребра 𝑥𝑤, маємо 𝑤 → 𝑦 в ED(𝐺). Це суперечнiсть показує, що
ecc𝐺(𝑤) = 4. Але в цьому випадку, застосуємо Лему 4.2 для ребра 𝑤𝑧, щоб
order to забезпечити iснування 2-цикла 𝑢 ↔ 𝑤 в ED(𝐺). Оскiльки 𝑤 ̸= 𝑣,
то знову маємо суперечнiсть.

Випадок 2: 𝑧 = 𝑦.
Маємо, що 𝑑𝐺(𝑥, 𝑣) ≤ 3. Якщо 𝑑𝐺(𝑥, 𝑣) ≤ 2, то 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) +

𝑑𝐺(𝑥, 𝑣) ≤ 3. Це означає, що 𝑑𝐺(𝑥, 𝑣) = 3. Зафiксуємо найкоротший шлях
𝑥 − 𝑝 − 𝑞 − 𝑣 мiж 𝑥 та 𝑣 в 𝐺. Оскiльки 𝑁−

ED(𝐺)(𝑦) = {𝑥}, можемо зроби-
ти висновок, що ecc𝐺(𝑝) = 4. Застосувавши Лему 4.2 для ребер 𝑝𝑞 та 𝑞𝑣,
отримуємо, що ecc𝐺(𝑞) = 4. Нехай 𝑞 ↔ 𝑞′ в ED(𝐺).

Далi нехай ecc𝐺(𝑎) = 3 та 𝑎 → 𝑥 в ED(𝐺), тодi виконується, що 𝑑𝐺(𝑎, 𝑞) ≤
2. Якщо 𝑎𝑞 ∈ 𝐸(𝐺), то за Лемою 4.2 iснує дуга 𝑞 → 𝑥 в ED(𝐺), що немо-
жливо, адже 𝑑𝐺(𝑥, 𝑞) = 2. Тому маємо 𝑑𝐺(𝑎, 𝑞) = 2. Зафiксуємо вершину
𝑡 ∈ 𝑁𝐺(𝑎)∩𝑁𝐺(𝑞). Очевидно, що 𝑡 ̸= 𝑦 (iнакше б, ми отримали суперечнiсть:
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Рис. 11: Iснування вершини 𝑡 ∈ 𝑁𝐺(𝑎) ∩𝑁𝐺(𝑞) у Випадку 2.
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Рис. 12: Iснування вершини 𝑤 ∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∩𝑁𝐺(𝑡) у Випадку 2.

𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑𝐺(𝑥, 𝑞) + 𝑑𝐺(𝑞, 𝑦) = 3), див. Рис. 11.
Оскiльки ecc𝐺(𝑎) = 3, то рiвнiсть ecc𝐺(𝑡) = 4 призвела б до такої супе-

речностi: iснував би 2-цикл 𝑡 ↔ 𝑥 в ED(𝐺), 𝑡 ̸= 𝑦. Саме тому ecc𝐺(𝑡) = 3.
Iз цього випливає, що 𝑡 → 𝑞′ в ED(𝐺). Бiльше того, 𝑑𝐺(𝑡, 𝑥) ≤ 2. Якщо
𝑡𝑥 ∈ 𝐸(𝐺), то 𝑑𝐺(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑𝐺(𝑥, 𝑡) + 𝑑𝐺(𝑡, 𝑦) = 3, що є суперечнiстю. Таким
чином 𝑑𝐺(𝑡, 𝑥) = 2, i ми можемо зафiксувати вершину 𝑤 ∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑡)
(див. Рис. 12).

Знову ж, оскiльки 𝑁−
ED(𝐺)(𝑦) = {𝑥}, то ecc𝐺(𝑤) = 4. Тепер застосуємо

Лему 4.2 для ребра 𝑤𝑡, щоб отримати 𝑤 ↔ 𝑞′ в ED(𝐺). Але 𝑤 ̸= 𝑞, бо
𝑤𝑥 ∈ 𝐸(𝐺) та 𝑞𝑥 /∈ 𝐸(𝐺). Ця суперечнiсть повнiстю завершує доведення
теореми.

Iз Теореми 7 ми можемо зробити такi висновки щодо структури ED(𝐺)
для у.е.т.-графiв 𝐺 iз diam(𝐺) = 4:

1. кожна слабка компонента 𝐸𝐷(𝐺) iзоморфна 𝐷𝑚,𝑘 для 𝑚 = 𝑘 = 0 або
𝑚, 𝑘 ≥ 1;

2. вiдстань у 𝐺 мiж парою вершин голої слабкої компоненти дорiвнює 3
(якщо 𝐺 не є самоцентральним);
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Рис. 13: У.е.т.-граф 𝐺, diam(𝐺) = 4 iз Прикладу 1.

3. вiдстань у 𝐺 мiж вершинами 2-циклу повної слабкої компоненти до-
рiвнює 4.

Приклад 1. Розглянемо граф 𝐺 зображений на Рис. 13. Можна впевне-
тись, що 𝐺 є у.е.т.-графом iз diam(𝐺) = 4. Рис. 14 зображає його ексцен-
тричний орграф ED(𝐺), який має двi повнi слабкi компоненти та одну
голу слабку компоненту.

У роботi [6] Андрiй Сердюк зробив повний комп’ютерний перебiр, який
показав, що не iснує у.е.т.-графiв на 𝑛-вершинах iз дiаметром чотири, для
𝑛 ≤ 7. Для 𝑛 = 8 iснує 4 такi графи, для 𝑛 = 9 число таких графiв дорiвнює
16, для 𝑛 = 10 маємо 261 такий граф. Та для 𝑛 = 11 маємо рiвно 4829 таких
графiв.

Завершимо цей роздiл зображенням у.е.т.-графа дiаметра 5, чий граф
ексцентриситетiв має напiвголу слабку компоненту (див Рис. 15 та Рис. 16).
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Рис. 14: Ексцентричний орграф ED(𝐺) для графа 𝐺 iз Рис. 13.
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Рис. 15: У.е.т.-граф 𝐺 дiаметра 5 такий, що ED(𝐺) має напiвголу компо-
ненту.
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Рис. 16: Ексцентричний орграф ED(𝐺) у.е.т.-графа 𝐺 iз Рис. 15.

5 Еволюцiйний пошук у.е.т.-графiв
Методи штучного iнтелекту часто використовують для розв’язання кон-

кретних прикладних задач, але їхнє використання для доведення або спро-
стування математичних гiпотез недооцiнене. Наразi дуже мало дослiджень,
у яких автори робили подiбнi дослiдження. У своїй статтi [15] Мяснiков
за допомогою генетичних алгоритмiв спростовує гiпотезу Ендрюса-Кертiса
про збалансованi копредставлення тривiальної групи. А в дослiдженнi [16]
Адам Вагнер спростовує гiпотези зi спектральної теорiї графiв та комбi-
наторики за допомогою навчання з пiдкрiпленням. Цi методи виникли з
математичного обґрунтування, але для самої математики їх рiдко застосо-
вують.

Еволюцiйне програмування є рiзновидом еволюцiйних алгоритмiв. Це
клас алгоритмiв, який бере за основу iмiтування процесу еволюцiї. У при-
родi запорукою еволюцiї є адаптацiя особин до умов середовища зi змiною
поколiнь. Погано пристосованi до середовища особини з бiльшою ймовiрнi-
стю гинуть, натомiсть добре пристосованi виживають частiше. Тодi особи-
ни, якi вижили, дають нове поколiння. Гени нащадкiв утворенi зi схрещених
батькiвських генiв. Також в процесi генерацiї нового поколiння важливу
роль вiдiграють випадковi мутацiї генiв. Вони можуть як негативно, так i
позитивно впливати на пристосування iндивiдiв. Завдяки природному вiд-
бору пристосування iндивiдiв до умов середовища покращуються.
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5.1 Загальний опис схеми алгоритму
Цей процес можна вiдтворити у програмуваннi та використати для розв’язання

прикладних задач. Для задання класичного генетичного алгоритму (ГА)
(див. Рис 17) потрiбно виконати такi етапи:

1) Обрати кодування для особин. Кодування бувають рiзнi, це може
бути як бiнарний рядок, так i матриця або рядок символiв, що зберiгає
структуру iндивiда вiдповiдно до предметної областi.

2) Задати функцiю здоров’я (fitness function). Вона визначає пристосува-
ння iндивiда до середовища. Функцiя здоров’я приймає на вхiд закодовану
особину та повертає оцiнку її пристосованостi (зазвичай це дiйсне число).
Саме цю функцiю наш алгоритм має максимiзувати в процесi “еволюцiї”.
Функцiю потрiбно задати таким чином, щоб її максимальнi значення вiдпо-
вiдали “гарним”, а мiнiмальнi - “поганим” iндивiдам вiдповiдно до конкре-
тної поставленої задачi.

3) Задати оператор вiдбору iндивiдiв у наступне поколiння. Найвiдомiшi
оператори - це рулетки (RWS, SUS), турнiр та елiтарний вiдбiр.

4) Задати операцiю кросинговеру. Цей оператор бере на вхiд декiлька
(частiше 2) батькiвських iндивiдiв та “схрещує” їхнi гени, щоб дати на вихiд
дочiрнi iндивiди.

5) Задати операцiю мутацiї. Цей оператор бере на вхiд iндивiда та ви-
конує на його генах випадковi мутацiї.

6) Визначити критерiй зупинки алгоритму. Це може бути максимальна
кiлькiсть iтерацiй, збiжнiсть популяцiї в точку або вiдсутнiсть покращення
середнього
максимального здоров’я популяцiї.

7) Задати початкову популяцiю. Зазвичай її генерують випадково. За
використання бiнарного кодування часто генерують набiр особин за рiвно-
мiрним розподiлом.

8) Задати мета-параметри нашого алгоритму, такi як розмiр популяцiї та
ймовiрностi кросинговеру та мутацiї. При використаннi пiдходiв iз декiль-
кома операторами одного типу (наприклад поєднання елiтарного вiдбору та
рулетки або кiлькох видiв мутацiї) потрiбно задати параметри для кожного
з них.

Для реалiзацiї алгоритму було обрано мову С++ та бiблiотеку Boost
Graph Lib [17]. Ця бiблiотека є оптимiзованою та надає широкий спектр
функцiй для роботи з графами. Наприклад, вона має два алгоритми для
пошуку всiх попарних вiдстаней: алгоритм Джонсона оптимiзований пiд
рiзрiдженi графи, а алгоритм Флойда – Воршелла пiд щiльнi. Складнiсть
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Рис. 17: Схема класичного генетичного алгоритму.
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генетичного алгоритму в основному зумовлена його функцiєю здоров’я. У
нашому випадку ми будемо шукати всi попарнi вiдстанi та ексцентриситети
вершин, бiблiотека надає функцiї для цього.

5.2 Представлення графiв
Iснує кiлька рiзних способiв представлення графiв. Найчастiше викори-

стовують представлення у виглядi матрицi та списку сумiжностей. Перше
представлення дає можливiсть швидко перевiряти за iндексами сумiжнiсть
вершин, але використовує надмiрну кiлькiсть пам’ятi у випадку розрiдже-
них графiв. Тому ми обрали список сумiжностей - ця структура є дещо по-
вiльнiшою у визначеннi сумiжностей, але дозволяє значно заощаджувати
пам’ять. У.е.т.-графи є розрiдженими, це можна легко зрозумiти iз самого
означення.

Для початку визначимо типи даних для графiв: неорiєнтованого графа
𝐺 та орiєнтованого графа, який будемо використовувати для 𝐸𝐷(𝐺).

В означеннi типу нашого графа нам потрiбно заборонити мультиребра,
тому ми використаємо структуру setS для збереження ребер. Також одразу
визначимо типи вершини, ребра та вiдповiдних iтераторiв.

1 using UndirectedGraph = adjacency_list <setS , vecS , undirectedS ,
no_property ,

2 property <edge_weight_t , int >>;
3

4 typedef boost:: graph_traits <UndirectedGraph >:: vertex_descriptor
UndirectedGraphVertex;

5 typedef boost:: graph_traits <UndirectedGraph >:: vertex_iterator
UndirectedGraphVertexIterator;

6

7 typedef boost:: graph_traits <UndirectedGraph >:: edge_descriptor
UndirectedGraphEdge;

8 typedef boost:: graph_traits <UndirectedGraph >:: edge_iterator
UndirectedGraphEdgeIterator;

Лiстинг 1: Визначення типу даних для неорiєнтованого графа.

Граф 𝐸𝐷(𝐺) теж не може мiстити мультиребер, тому теж використа-
ємо setS як структуру даних для ребер. До того ж ребра будуть зваженi.
Для збереження ваги використаємо тип даних int. Вагою для дуги → 𝑏
покладемо вiдстань 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏). У наступному пiдроздiлi це стане в нагодi для
реалiзацiї функцiї здоров’я.

1 using DiGraph = adjacency_list <setS , vecS , bidirectionalS , no_property ,
2 property <edge_weight_t , int >>;
3

4 typedef boost:: graph_traits <DiGraph >:: vertex_descriptor DiGraphVertex;
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5 typedef boost:: graph_traits <DiGraph >:: vertex_iterator
DiGraphVertexIterator;

6

7 typedef boost:: graph_traits <DiGraph >:: edge_descriptor DiGraphEdge;
8 typedef boost:: graph_traits <DiGraph >:: edge_iterator DiGraphEdgeIterator;

Лiстинг 2: Визначення типу даних для 𝐸𝐷(𝐺).

1 const DiGraph GetEccentricDigraph(const UndirectedGraph& graph)
2 {
3 const int V = num_vertices(graph);
4 DistanceMatrix distances(V);
5 DistanceMatrixMap dm(distances , graph);
6 WeightMap wm(1);
7 johnson_all_pairs_shortest_paths(graph , dm , weight_map(wm));
8 // Compute the eccentricities for graph - this computation returns
9 // both the radius and diameter as well.

10 EccentricityContainer eccs(V);
11 EccentricityMap em(eccs , graph);
12 all_eccentricities(graph , dm , em);
13

14 DiGraph digrah(V);
15

16 for (int v = 0; v < V; ++v)
17 {
18 const int ecc_v = em[v];
19

20 for (int u = 0; u < distances[v].size(); ++u)
21 {
22 if (distances[v][u] == ecc_v)
23 {
24 // save distance in G as a property in edge of ED(G)
25 // v----distance ----->u
26 add_edge(v, u, distances[v][u], digrah);
27 }
28 }
29 }
30

31 return digrah;
32 }

Лiстинг 3: Функцiя побудови 𝐸𝐷(𝐺) для графа 𝐺.

Параметер bool IS_STRICT у функцiях слугує для накладання сильнi-
шої умови на всi задiянi вершини при пошуку певної пiдструктури 𝐸𝐷(𝐺).
Якщо це параметр приймає значення true, то функцiю виконає додаткову
перевiрку, щоб вищезгаданi вершини мали унiкальнi ексцентричнi вершини
в 𝐺.

1 int getComponentLessDistanceCount(const int lessThen , const bool IS_STRICT
= false) const

2 {
3 int res = 0;
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4 for (auto iter = bidirected_edges.begin(); iter != bidirected_edges.end
(); ++iter)

5 {
6 if (getEdgeWeight(iter ->first , iter ->second) < lessThen &&
7 (IS_STRICT == false || (out_degree(iter ->first , *this) == 1 &&

out_degree(iter ->second , *this) == 1)))
8 {
9 res ++;

10 }
11 }
12 return res;
13 }

Лiстинг 4: Використання збережених ваг на ребрах 𝐸𝐷(𝐺) для визначення
кiлькостi компонент iз вiдстанню на 2-циклi менше заданої.

5.3 Функцiя здоров’я
Щоб задати функцiю здоров’я, спочатку визначимося з властивостя-

ми графiв, якi будемо намагатись знайти нашим еволюцiйним алгоритмом.
Потiм реалiзуємо загальну функцiю здоров’я як набiр цих властивостей.

Було реалiзовано знаходження кiлькостей компонент слабкої зв’язностi
𝐸𝐷(𝐺) кожного типу: голої, напiвголої та повної. Також реалiзовано зна-
ходження максимальної довжини ланцюга на компонентi.

Крiм цього користувачу доступне задання параметрiв кiлькостi вершин
i ребер графа, задання дiаметра графа 𝐺 та порiвняння довжин вiдстаней
у графi 𝐺 мiж парою вершин на 2-циклi компоненти слабкої зв’язностi
𝐸𝐷(𝐺).

Кожен iз цих параметрiв можна порiвнювати iз заданим значенням,
вiдповiдними операцiями <,≤,=,≥, >, таким чином звузивши пошуковий
простiр для потрiбного графа.

1 PropertyFitness <int > p_hc {Property ::HALFCOUNT , Compare ::GEQ , 1, 20.0f};
2 PropertyFitness <int > p_diam {Property ::DIAMETER , Compare ::EQ , 6, 5.0f};

Лiстинг 5: Задання параметрiв кiлькостi напiвголих компонент та дiаметра
шуканого графа.

Як буде описано в наступному роздiлi, здебiльшого нас цiкавлять мо-
жливостi спiвiснування рiзних типiв компонент слабкої зв’язностi 𝐸𝐷(𝐺),
вiдстанi на 2-циклах компонент та максимальна довжина ланцюжка в ком-
понентах.

У своїй статтi [16] Адам Вагнер рекомендує уникати складених функцiй
оцiнки. Наприклад, якщо є можливiсть перебирати тiльки графи-дерева, то
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краще одразу перебирати лише дерева i не розбивати функцiю здоров’я на
двi частини 𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥)+ 𝑓2(𝑥), де 𝑓1(𝑥) визначає наскiльки граф є близь-
ким до дерева, а 𝑓2(𝑥) - наскiльки виконується iнша властивiсть. У випадку
ж унiкально-ексцентрично-точкових графiв це зробити складно, адже при
додаваннi нового ребра чи вершини вiдстанi далеко не завжди зберiгаються.
Iнодi додавання лише одного ребра змiнює всi ексцентриситети вершин, то-
му складно iз самого початку генерувати лише у.е.т.-графи. Задамо фун-
кцiю визначення того, наскiльки граф є унiкально-ексцентрично-точковим.
Вона складається з двох частин: перша - це вiдношення кiлькостi вершин
iз єдиною ексцентричною до всiєї кiлькостi вершин

|{𝑣 | 𝑑+𝐸𝐷(𝐺)(𝑣)=1}|
|𝑉 (𝐺)| , дру-

га частина - це загальна унiкально-ексцентрично-точковiсть нашого графа,
а саме вiдношення суми вихiдних степенiв до кiлькостi вершин. Це можна
спростити до виду |𝑉 (𝐸𝐷(𝐺))|

|𝐸(𝐸𝐷(𝐺))| , адже кiлькiсть ребер у 𝐸𝐷(𝐺) для у.е.т.-графа
𝐺 дорiвнює кiлькостi вершин.

1 FitnessConfig getRow14FitnessConfig ()
2 {
3 FitnessConfig fconf;
4

5 fconf.uep_vertices_weight = 30.0f;
6 fconf.uep_global_weight = 20.0f;
7 fconf.satHyp0 = 20.0f;
8 fconf.satHyp1 = std:: make_pair (20.0f, 2);
9 fconf.satHyp2 = -20.0f;

10 fconf.satHyp3 = 20.0f;
11 fconf.updateMaxScore ();
12 return fconf;
13 }

Лiстинг 6: Приклад задання коефiцiєнтiв функцiї здоров’я.

5.4 Оператори мутацiї
Одразу зауважимо, що ми не використовували оператор кросинговеру.

Це зумовлено тим, що два батькiвськi графи обчислювально складно “на-
класти” один на одного, щоб зробити нащадка. Батькiвськi графи можуть
не збiгатися навiть за кiлькiстю вершин. Крiм цього, знаходження якогось
“квазi-iзоморфiзму” графiв є складним i не гарантує, що отриманий граф-
нащадок буде кращим у контекстi унiкально-ексцентрично-точковостi.

Мутацiя є кратною, тобто кожен iндивiд клонується 𝑘 разiв, i далi на
кожнiй iз цих 𝑘 копiй виконується випадкова мутацiя. Реалiзовано декiлька
типiв оператора мутацiї. Перший тип - це додавання висячого ланцюжка.
Функцiя приймає вершину графа та цiле число 𝑛, що позначає довжину
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ланцюжка, який потрiбно приєднати до заданої вершини. У випадку якщо
𝑛 = 1, то додається одна висяча вершина до заданої вершини графа. У
наших експериментах ми обмежувалися довжинами вiд 1 до 5, iнодi до 3
при пошуку графiв з обмеженнями на (малий) дiаметр або кiлькостi вершин
чи ребер. Це зумовлено тим, що якщо в нас є граф 𝐺 (навiть у.е.т.-граф), то
його легко можна звести до у.е.т.-графа шляхом додавання двох ланцюгiв
довжини diam(𝐺)

2 до дiаметральної пари. Пiсля цього 𝐸𝐷(𝐺) колапсує в одну
компоненту слабкої зв’язностi.

Другий тип мутацiї - це пiдрозбиття наявного ребра. Ця функцiя при-
ймає ребро графа та цiле число, що позначає кiлькiсть вершин, якою не-
обхiдно пiдрозбити задане ребро. Таким чином вiдстань мiж цiєю парою
вершин збiльшується.

Третiй тип мутацiй - це з’єднання двох ранiше несумiжних вершин лан-
цюгом iз ребер. Функцiя приймає пару вершин i цiле число, яке позначає
довжину ланцюжка, який буде прокладений мiж цiєю парою вершин. Тоб-
то якщо це число дорiвнює 0, то вони просто з’єднуються ребром. Якщо ж
число дорiвнює 3 то ми додаємо ланцюжок 𝑃3 на трьох нових вершинах, а
його кiнцi з’єднуємо вiдповiдно iз двома заданими вершинами.

Останнiй тип мутацiй - це видалення ребер та вершин. Реалiзовано по
два види видалення: видалення iз перевiркою зв’язностi та примусове вида-
лення. Видалення з перевiркою зв’язностi перевiряє чи в результатi вида-
лення заданого елемента (вершини або ребра) граф залишиться зв’язним,
i виконує видалення лише, якщо граф лишатиметься зв’язним. Примусове
видалення спочатку видаляє заданий елемент, а потiм знаходить компо-
ненти зв’язностi отриманого графа. Якщо граф розбився на кiлька компо-
нент зв’язностi, то ми випадковим чином з’єднуємо попарно всi компоненти
зв’язностi. Тобто для кожної пари компонент випадковим чином вибирає-
мо по вершинi i додаємо ребро мiж ними. Таким чином граф залишиться
зв’язним, що не порушить нашу метрику.

1 MutationConfigs getMutationConfigs ()
2 {
3 MutationConfigs fconf;
4

5 fconf.push_back ({ MutationFunction :: ADD_LEAF_PATH , 5, 1 });
6 fconf.push_back ({ MutationFunction :: ADD_LEAF_PATH , 5, 2 });
7 fconf.push_back ({ MutationFunction :: ADD_LEAF_PATH , 5, 3 });
8 fconf.push_back ({ MutationFunction :: ADD_LEAF_PATH , 5, 4 });
9 fconf.push_back ({ MutationFunction :: ADD_LEAF_PATH , 5, 5 });

10

11 fconf.push_back ({ MutationFunction ::ADD_EDGE , 5, 0 });
12 fconf.push_back ({ MutationFunction ::ADD_EDGE , 5, 1 });
13 fconf.push_back ({ MutationFunction ::ADD_EDGE , 5, 2 });
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14 fconf.push_back ({ MutationFunction ::ADD_EDGE , 5, 3 });
15

16 fconf.push_back ({ MutationFunction :: SUB_DIVIDE_EDGE , 5, 1 });
17 fconf.push_back ({ MutationFunction :: SUB_DIVIDE_EDGE , 5, 2 });
18 fconf.push_back ({ MutationFunction :: SUB_DIVIDE_EDGE , 2, 3 });
19

20 return fconf;
21 }

Лiстинг 7: Приклад задання налаштувань мутацiї.

5.5 Вiдбiр
Реалiзовано декiлька функцiй вiдбору: вiдбiр рулеткою RWS, стохасти-

чний вiдбiр рулеткою SUS, вiдбiр турнiром та елiтарний вiдбiр. Рулетки ви-
конуються таким чином: оцiнки функцiї здоров’я перетворюються на ймо-
вiрностi вибрати задану особу, далi генерується випадкове число i накла-
дається на ймовiрностi, щоб вибрати особину. Для рулетки RWS це повто-
рюється стiльки разiв, скiльки особин у популяцiї. Рулетка SUS - це одна
рулетка з N стрiлками, розмiщеними з однаковими iнтервалами. Вона “роз-
кручується” один раз i не втрачає найкращу особину. При цьому збiжнiсть
алгоритму значно сповiльнюється, оскiльки вона рiвномiрно лишає в попу-
ляцiї особини з гiршими показниками функцiї здоров’я. Вiдбiр турнiром з
поверненням реалiзований iз заданим параметром розмiру турнiру 𝑛. Вiд-
бирається 𝑛 особин з популяцiї (частiше 𝑛 = 2), з них найкраща особина
переходить у наступне поколiння. Елiтарний вiдбiр вiдбирає задану кiль-
кiсть особин з найбiльшими значеннями здоров’я.

Емпiрично встановлено, що для нашої задачi найкраще працює елiтар-
ний вiдбiр. Вiн дозволяє зберегти найкращих особин i вже вiд них перейти
до особин зi ще бiльшою оцiнкою функцiй здоров’я. Таким чином маємо
стохастичний комбiнаторний перебiр, для якого функцiя здоров’я значно
обмежує простiр пошуку. Метод RWS може втратити найкращу особину,
що призводить до падiння максимального здоров’я в популяцiї i збiльшен-
ня числа iтерацiй до знаходження заданого графа.

Наведемо приклад порiвняння методiв вiдбору для пошуку у.е.т.-графа
𝐺, для якого 𝐸𝐷(𝐺) мiстить породжений шлях довжини ≥ 4. Використана
функцiя здоров’я проiлюстрована у Лiстингу 8.

1 FitnessConfig getPath4FitnessConfig ()
2 {
3 FitnessConfig fconf;
4 fconf.uep_vertices_weight = 30.0f;
5 fconf.uep_global_weight = 20.0f;
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6 fconf.satHyp1 = std:: make_pair (50.0f, 4);
7 fconf.updateMaxScore ();
8 return fconf;
9 }

Лiстинг 8: Функцiя здоров’я для пошуку породжених шляхiв довжин ≥ 4.

Як бачимо iз Рис. 18 елiтарний вiдбiр знайшов потрiбний граф за 26
iтерацiй, вiдбiр турнiром теж знайшов шуканий граф, але за 90 iтерацiї,
обидвi рулетки (RSW, SUS) не змогли знайти шуканий граф. Окрiм бiльшої
кiлькостi iтерацiї турнiр програє по мiнiмальностi знайденого прикладу.
Граф знайдений елiтарним вiдбором мав |𝑉 | = 42 вершини, а турнiром
|𝑉 | = 213 вершин. Зауважимо, що зi збiльшенням кiлькостi вершин зростає
складнiсть час обчислень мiж iтерацiями.

5.6 Початкова популяцiя
Найчастiше використовують рiвномiрний розподiл i генерують початко-

ву популяцiю вiдносно нього. Iз графами це зробити складнiше. Ми почи-
наємо роботу алгоритму iз одного графа 𝐾2, далi за кiлька iтерацiй число
особин збiльшується до заданого розмiру популяцiї. Для знаходження де-
яких графiв було використано “трюк” початкового вливання в стартову по-
пуляцiю графiв близьких до бажаного. Наприклад, щоб знайти у.е.т.-граф
𝐺, 𝐸𝐷(𝐺) якого що мiстить напiвголу компоненту та породженi шляхи за-
даної довжини ми одразу починали iз у.е.т.-графа, орграф ексцентриситетiв
якого мiстить напiвголу компоненту. Це значно покращило роботу програ-
ми (див. Рис. 19).

1 UndirectedGraph start =
2 fromVecToGraph <UndirectedGraph >( parseExpression("

[[10,2,1],[0],[9,0,3],[2,4],[12,3,5],[7,4,6],[5],[13,5,8],[7,9],
3 [11 ,2 ,8] ,[13 ,0 ,11] ,[12 ,9 ,10] ,[11 ,4] ,[7 ,10]]"));
4 Population population = { Individual {start , fitness(start ,

fitness_config)} };

Лiстинг 9: Приклад задання початкового графа.

5.7 Загальний цикл еволюцiйного алгоритму
Класичний генетичний алгоритм має сталий розмiр популяцiї. Його за-

гальний цикл виконується у порядку: вiдбiр – кросинговер – мутацiя. У
нашiй роботi реалiзовано iнший пiдхiд. Спочатку популяцiя мутує: кожна
особина створює копiї себе, далi кожна iз цих копiй мутує вiдповiдно до
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Рис. 18: Графiки змiни середнього та максимального здоров’я популяцiї за-
лежно вiд методу вiдбору (при пошуку у.е.т.-графа 𝐺 iз породженим шля-
хом у 𝐸𝐷(𝐺) довжин ≥ 4).
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Рис. 19: Графiк змiни середнього та максимального здоров’я популяцiї за-
лежно вiд стартової популяцiї. У випадку Т1 стартовою популяцiєю слугує
граф iз Лiстингу. 9, у випадку Т2 граф 𝐾2.

заданих видiв та параметрiв мутацiй, тобто збiльшується розмiр популя-
цiї в кiлька разiв. Потiм виконується елiтарний вiдбiр i розмiр популяцiї
повертається до початкового (див. Рис 20). Зауважимо, що на практицi
ми намагались тримати баланс мiж розмiром популяцiї та сумарною кра-
тнiстю мутацiї через обмеженi обчислювальнi потужностi. Наприклад, для
популяцiї в 200-особин сумарний розмiр мутацiй становив 70, тому в пiковi
кiлькiсть особин сягає 14000.
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Рис. 20: Схема розробленого еволюцiйного алгоритму.
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6 Результати еволюцiйного пошуку у.е.т.-графiв
На початку роботи було поставлено чотири основнi гiпотези щодо стру-

ктури у.е.т.-графiв, а саме чи iснує такий у.е.т.-граф 𝐺, де 𝐸𝐷(𝐺) - його
орграф ексцентриситетiв, що:

0) ∃𝑎, 𝑏 : 𝑎 → 𝑏 ∈ 𝐸𝐷(𝐺), 𝑏 → 𝑎 ∈ 𝐸𝐷(𝐺), 𝑑𝐺(𝑎, 𝑏) < diam(𝐺) ?
1) ∃𝑎, 𝑏 : 𝑎 → 𝑏 ∈ 𝐸𝐷(𝐺), 𝑏 - не є вершиною 2-цикла компоненти слабкої

зв’язностi у 𝐸𝐷(𝐺)? Узагальнене питання таке: який максимально можли-
вий (за довжиною) породжений шлях може iснувати в 𝐸𝐷(𝐺)?

2) Чи можливе iснування напiвголої компоненти зв’язностi в 𝐸𝐷(𝐺) ?
3) Чи можливе спiвiснування голої та повної компонент? Зауважимо,

що до цього були вiдомi у.е.т.-графи з лише повними компонентами або з
усiма голими компонентами (наприклад, якщо граф є самоцентральним -
парним циклом).

Питання одночасного виконання 2 i 3 гiпотези є найцiкавiшим, це зводи-
ться до одночасного iснування всiх трьох типiв компонент слабкої зв’язностi.

6.1 Таблиця результатiв
В результатi запуску нашого алгоритму були знайденi у.е.т.-графи для

кожної гiпотези. Отже, було показано що всi вони можуть виконуватись.
Таким чином цi гiпотези перетворились на властивiсть. Далi ми узагальни-
ли це до питань одночасного виконання цих властивостей. Наприклад, чи
може одночасно iснувати напiвгола компонента з вiдстанню 2-циклу мен-
шою за дiаметр, або ж чи можуть спiвiснувати компонента iз ланцюжками
та гола компонента.

Всi данi було оформлено в таблицю. Рядки вiдповiдають за виконання
заданого набору гiпотез.

Граф на Рис. 15 вiдповiдає 4 рядку з таблицi, на Рис. 2 вiдповiдає 3
рядку з таблицi. Граф на Рис. 13 8 рядку таблицi.

6.2 Вiдкритi питання
Також було поставлено кiлька нових питань:
1) Питання мiнiмальностi знайдених графiв в термiнах дiаметра: кiль-

костi компонент слабкої зв’язностi 𝐸𝐷(𝐺), кiлькостi вершин та кiлькостi
ребер (за що вiдповiдають правi колонки Таблицi 1). Це питання є вирi-
шеним лише у деяких випадках. Однак завдяки отриманому мiнiмальному
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Табл. 1: Результати еволюцiйного пошуку у.е.т.-графiв iз заданими власти-
востями. Зеленим кольором видiлено рядки вiдповiднi графи яких вдалось
побувати еволюцiйним алгоритмом. Темно-зеленим кольором видiлено клi-
тинки у яких вiдповiдний параметр знайдено графа дорiвнює теоретичному
мiнiмуму.

№ В. 0 В. 1 В. 2 В. 3 min min комп. min min

diam(𝐺) 𝐸𝐷(𝐺) |𝑉 (𝐺)| |𝐸(𝐺)|
1 7 7 7 7 0 0 0 0
2 3 7 7 7 6-8 2 14 14
3 7 3 7 7 6 1 12 13
4 7 7 3 7 5 3–4 15 20
5 7 7 7 3 5 3–4 16 23
6 3 3 7 7 6–7 2 15 16
7 3 7 3 7 6–11 2 26 29
8 3 7 7 3 4 3 10 14
9 7 3 3 7 ≥ 6 ≥ 2
10 7 3 7 3 ≥ 6 ≥ 3
11 7 7 3 3 ≥ 5 ≥ 3
12 7 3 3 3 ≥ 6 ≥ 3
13 3 7 3 3 ≥ 5 ≥ 3
14 3 3 7 3 6 3 17 25
15 3 3 3 7 6-8 2 36 57
16 3 3 3 3 ≥ 6 ≥ 3

графу для 8 рядка таблицi вдалось довести характеризацiя для дiаметра 4
(див. Теоремою 7);

2) Чи iснує у.е.т.- граф, у всi компоненти 𝐸𝐷(𝐺) є голими, але вiн не
iзоморфний простому циклу. Нам вдалось знайти такий граф за допомогою
ЕА (див. Рис. fig-nonCycl-allbald). Постає узагальнене питання характери-
зацiї таких графiв.

3) Чи iснує межа на довжину максимального породженого ланцюж-
ка 𝐸𝐷(𝐺)? Нам вдалось знайти вiдповiдний граф iз довжиною 5 (див.
Рис 29, 30). Доведена Теорема 5 обмежує довжини таких ланцюгiв 𝐸𝐷(𝐺)
дiаметром 𝐺, але питання, чи ця оцiнка є точною i для великих дiаметрiв
лишається вiдкритим.
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4) Чи iснує у.е.т.-граф 𝐺, такий що 𝐸𝐷(𝐺) одночасно мiстить голу та на-
пiвголу компотенти? Якщо проаналiзувати таблицю, то не знайденi рядки
11,12,13,16 вирiзняються саме цiєю спiльною рисою. ми намагались комбiну-
вати рiзнi варiанти фiтнес функцiї та iнших параметрiв, проте нам так i не
вдалось знайти такий граф, можливо його не iснує, але теоретично довести
це також не вдається. Проте нам вдалось довести це для малих дiаметрiв
≤ 4. Завдяки чому був отриманий опис 𝐸𝐷(𝐺), для 𝐺 : diam(𝐺) = 4 (див
Теорема 7), що є головним теоретичним результатом цiєї роботи.
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7 Висновки
У роботi дослiдженi властивостi у.е.т.-графiв 𝐺 та їхнiх ексцентричних

орграфiв 𝐸𝐷(𝐺). У Роздiлi 2 надано основнi означення для неорiєнтова-
них та орiєнтованих графiв. У Роздiлi 3 подано ранiше вiдомi теоретичнi
результати про у.е.т.-графи. Зокрема, наведено характеризацiї у.е.т.-графiв
дiаметра 2 (див. Теорему 1), самоцентральних у.е.т.-графiв та дерев, якi є
у.е.т.-графами (див. Теорему 2).

Роздiл 4 зосереджується на отриманнi нових теоретичних результатiв.
У Пiдроздiлi 4.1 вводиться класифiкацiя типiв компонент 𝐸𝐷(𝐺) та дово-
диться верхня оцiнка для довжин породжених ланцюгiв у 𝐸𝐷(𝐺) залежно
вiд дiаметра 𝐺 (див. Теорему 5). Цей результат лежить в основi характе-
ризацiї у.е.т.-графiв дiаметра 3. У Пiдроздiлi 4.2 подано характеризацiю
у.е.т.-графiв, якi є графами блокiв (див. Теорему 5), що є узагальненням
характеризацiї дерев iз першої статтi про у.е.т.-графи статтi [13].

У статтi [13] були охарактеризованi лише самоцентральнi у.е.т.-графи
дiаметра 3. У Пiдроздiлi 4.3 подано характеризацiю несамоцентральних
у.е.т.-графiв дiаметра 3 (див. Теорему 6), таким чином ми отримали повну
характеризацiю для дiаметра 3. Пiдроздiл 4.4 мiстить головний теорети-
чний результат, а саме характеризацiю 𝐸𝐷(𝐺) для у.е.т.-графiв 𝐺 дiаметра
4 (див. Теорему 7). Цi два пiдроздiли стали основою для написання стат-
тi [6].

У загальному ж випадку клас у.е.т.-графiв є непростим. Для того, щоб
осягнути варiативнiсть орграфiв ексцентриситетiв 𝐸𝐷(𝐺) для у.е.т.-графiв
𝐺 було використано еволюцiйний алгоритм (ЕА). Роздiл 5 зосереджений
на описi розробленого ЕА. Розроблена програма може знаходити у.е.т.-
графи iз заданими властивостями, такими як: кiлькiсть компонент слаб-
кої зв’язностi рiзного типу, дiаметр 𝐺, кiлькiсть вершин та ребер, довжина
породжених шляхiв у 𝐸𝐷(𝐺). Проаналiзувавши у.е.т.-графи знайденi ЕА,
були доведенi основнi теоретичнi результати iз Пiдроздiлiв 4.3 та 4.4.

Результати ЕА подано у Роздiлi 6. Знайденi у.е.т.-графи структурова-
нi за властивостями у Таблицi 1. Окремо було поставлено питання зв’язку
дiаметра та iснування типiв компонент слабкої зв’язностi 𝐸𝐷(𝐺). Пiсля ем-
пiричних дослiджень (ЕА) було сформовано i доведено гiпотезу, що 𝐸𝐷(𝐺)
у.е.т.-графа 𝐺 дiаметра 4 не може мiстити напiвголої компоненти слабкої
зв’язностi (див. Теорема 7). Це дало можливiсть повнiстю охарактеризу-
вати 𝐸𝐷(𝐺) для у.е.т.-графiв 𝐺 дiаметра 4, що є основним теоретичним
результатом нашої роботи (див. Пiдроздiл 4.4).
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Також еволюцiйний алгоритм знайшов у.е.т.-графи, що не є iзоморфни-
ми простому циклу, але 𝐸𝐷(𝐺) яких складається лише з голих компонент
(див. Рис. 28) та у.е.т.-графи, 𝐸𝐷(𝐺) яких мiстить породжений ланцюг
довжини 5 (див. Рис 29, 30). Написаний еволюцiйний алгоритм можна ви-
користовувати для дослiдження iнших комбiнаторних задач.

Клас унiкально-ексцентрично-точкових графiв може мати прикладне
застосування в мультиагентних системах. Можна розглянути алгоритми по-
шуку лiдера та консенсусу в у.е.т. системах, де кожен агент бачить єдиного
iншого найкращого лiдера. Тобто в такiй системi жоден агент не вагається
мiж кiлькома iншими при голосуваннi.

Першi теоретичнi результати магiстерської роботи були апробованi на
конференцiї [5], результати пошуку у.е.т.-графiв за допомогою ЕА були
апробованi на конференцiї [7]. Основнi теоретичнi результати опублiкова-
нi в статтi [6] “Eccentric digraphs of unique point eccentric graphs” (журнал
Discrete Mathematics, що iндексується в Scopus, Q1).
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Рис. 21: У.е.т.-граф 𝐺 та його ED(𝐺), що вiдповiдає рядку № 2, Таблицi 1.
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Рис. 22: У.е.т.-граф 𝐺 та його ED(𝐺), що вiдповiдає рядку № 6, Таблицi 1.
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Рис. 23: У.е.т.-граф 𝐺 та його ED(𝐺), що вiдповiдає рядку № 7, Таблицi 1.
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Рис. 24: У.е.т.-граф 𝐺 та його ED(𝐺), що вiдповiдає рядку № 5, Таблицi 1.
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Рис. 25: У.е.т.-граф 𝐺 та його ED(𝐺), що вiдповiдає рядку № 8, Таблицi 1.
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Рис. 26: У.е.т.-граф 𝐺 та його ED(𝐺), що вiдповiдає рядку № 14, Таблицi 1.
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Рис. 27: У.е.т.-граф 𝐺 та його ED(𝐺), що вiдповiдає рядку № 15, Таблицi 1.
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Рис. 28: У.е.т.-граф 𝐺, що не є iзоморвним простому циклу, а ED(𝐺) якого
мiстить лише голi компоненти.
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Рис. 29: У.е.т.-граф 𝐺 такий, що ED(𝐺) мiстить породжений ланцюг довжи-
ни 5 (Рис 30). Цей граф можна спростити, видалишви вершини позначенi
червоним, при цьому ланцюг довжини 5 у 𝐸𝐷(𝐺) не втратиться.
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Рис. 30: ED(𝐺) для у.е.т.-графа iз Рис 29.
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