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1 Вступ

Аксiоми вiдокремлюваностi є природнiми обмеженнями, якi дозволяють
“розрiзняти” за допомогою вiдкритих множин точки топологiчних просто-
рiв загального типу та змушують останнi поводитись як їх метричнi ана-
логи. Ще у 1914 роцi Хаусдорф включив наступну аксiому вiдокремлюва-
ностi безпосередньо до списку аксiом топологiчного простору: “для кожних
двох рiзних точок iснують їх околи, що не перетинаються”. Зараз просто-
ри iз аксiомою Хаусдорфа називаються T2-просторами. Найбiльш вiдомим
i використованим послабленням аксiоми Хаусдорфа є аксiома Фреше: “для
кожних двох рiзних точок iснують їх околи, якi не мiстять iншу точку”.
Простори, якi задовольняють цю аксiому, називаються T1-просторами. На-
приклад, коскiнченна топологiя є найслабшою (за включенням) топологiєю,
яка перетворює заданий носiй на T1-простiр. Найслабшою зi стандартних
аксiом вiдокремлюваностi є аксiома Колмогорова: “для кожних двох точок
iснує окiл однiєї з них, який не мiстить iншу точку”. Вiдповiднi топологi-
чiнi простори називаються T0-просторами. Таким чином, маємо наступний
ланцюжок iмплiкацiй: T2 \Rightarrow T1 \Rightarrow T0.

В данiй роботi вивчаються властивостi аксiом вiдокремлюваностi та їх
застосування в загальнiй топологiї. У другiй секцiї наведенi основнi озна-
чення та твердження загальної топологiї, якi будуть використовуватися в
роботi. У третiй секцiї дослiджуються менш вiдомi аксiоми вiдокремлюва-
ностi, якi слабшi за T1, але сильнiшi за T0. В четвертiй секцiї розглядаю-
ться аксiоми вiдокремлюваностi, якi слабшi за T2, але сильнiшi за T1. П’ята
секцiя присвячена аксiомам вiдокремлюваностi, сильнiшим за T2, а саме,
вивченню властивостей регулярних та нормальних просторiв. Останнiй тип
топологiчних просторiв вiдiграє важливу роль в проблемi метризовностi
(див. лему Урисона) та питаннях продовження дiйсно-значних функцiй з
пiдпросторiв (теорема Тiтце про продовження).

2 Основнi означення та приклади

Одним з основних означеннь є топологiя. Вона визначається на множинi,
яку кличуть носiєм топологiї, тож нехай таким носiєм топологiї буде X.
Топологiю на X позначають як \tau . Вона є сiм’єю множин, яка задовольняє
наступнi умови:

1. \varnothing \in \tau ;
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2. Об’єднання довiльної кiлькостi множин з \tau має належати \tau ;

3. Перетин скiнченної кiлькостi множин з \tau має належати \tau .

Множини, що належать топологiї також називають вiдкритими. Наступним
важливим поняттям є топологiчний простiр. Топологiчним простором на-
зивають пару (X, \tau ), деX є носiєм топологiї, а \tau - топологiя наX. Розгляне-
мо декiлька видiв топологiї. Дискретною топологiєю називають топологiю,
що мiстить крiм порожньої множини i самого носiя також всi одноточковi
множини X. З цього означення та вище перечислених умов випливає, що
дискретна топологiя мiстить всi можливi пiдмножини X. Наступною топо-
логiєю, що ми розглянемо буде антидискретна топологiя. Антидисретною
ми називаємо топологiю, що мiстить тiльки порожню множину та сам носiй,
тобто ми матимемо тiльки двi вiдкритi множини. Антидискретну тополо-
гiю, ще називають тривiальною. Для наступної топологiї введемо означення
бази топологiчного простору. Базою простору X з топологiєю \tau є така сiм’я
вiдкритих множин, що будь-який елемент з \tau маже бути представленим у
виглядi об’єднання множин з бази. Простiр називається квазi-дискретним,
якщо вiн мiстить базу, яка є розбиттям носiя. Останньою дослiдимо коскiн-
ченну топологiю. Такою є топологiя, що мiстить всi множини доповненням
яких є скiнченна множина. Наприклад, якщо ми матимемо коскiнченну то-
пологiю на злiченному носiї, то наша топологiя також буде дискретною.

Наступнi поняття є класифiкацiями множин. Множину A ми будемо
називати вiдкритою, якщо A \in \tau , або замкненою, якщо iснуватиме така
S \in \tau , що A = X \setminus S. Ми також допускаємо, що будь-яка множина мо-
же бути одночасно i вiдкритою i замнкеною. Наприклад, якщо розглянемо
дискретну топологiю на будь-якумо носiї, то всi можливi пiдмножини X бу-
дуть не тiльки вiдкритими, що випливає з означення дискретної топологiї,
а i замкненими.

Проаналiзуємо поняття внутрiшностi множини. Внутрiшнiстю множи-
ни називають об’єднання всiх її вiдкритих пiдмножин. Тобто, внутрiшнiстю
A буде найбiльша вiдкрита пiдмножина A. Внутрiшнiсть множини A позна-
чають як IntA. Сумiжним поняттям до внутрiшностi множини є її зами-
кання. Замикання множини A - це найменша замкнена множина, що її мi-
стить. Очевидним є твердження, що множина буде своїм замиканням, якщо
вона сама є замкненою. Замикання множини A ми надалi позначатимемо
як ClA. Також розрiзнятимемо поняття узагальнено замкненої множини,
що базується на поняттi замикання. Множина в топологiчному просторi
називається узагальнено замкненою, якщо для кожної вiдкритої множини
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UA, що мiстить A, виконується ClA \subset U , де ClA є замиканням A. Також
справедливими будуть твердження, що кожна замкнена множина є також
узагальнено замкненою i кожна множина простору є узагальнено замкне-
ною тодi i тiльки тодi, коли вiн є квазi-дискретним. Додамо ще декiлька
понять, що базуються на замиканнi. Всюди щiльною множиною є така, що
її замиканням є носiй топологiї. Множина A щiльна в множинi B, якщо
B \subset ClA;

Розглянемо зв’язний топологiчний простiр. Таким є простiр, носiй яко-
го не може бути представлений у виглядi об’єднання двох диз’юнктивних
вiдкритих множин. Важливим представником зв’язних просторiв є про-
стiр Серпiнського, що є єдиним (з точнiстю до гомеоморфiзму) двоточко-
вим зв’язним не дискретним простором. По аналогiї iз зв’язним простором,
зв’язною множиною є така множина, що не може бути представлена у ви-
глядi об’єднання двох диз’юнктивних вiдкритих множин.

Далi наведемо означення просторiв, що задовольняють T0, T1, T2, T3

та T4 аксiому вiдокремлюваностi вiдповiдно. Введемо означення аскiоми
вiдокремлюваностi T0, що є найслабшою. Ми кажемо, що простiр, де для
кожних двох точок iснує вiдкрита множина, що мiстить тiльки одну з них,
задовольняє аксiому вiдокремлюваностi T0, або є T0-простором. Приклад
T0-простору, в якомужодна одноточкова множина не є замкненою: X = \BbbR ,
\tau = \{ \emptyset ,\BbbR , ( - \infty , x), x \in \BbbR \} . T1-простiр - це такий, що для всiх пар точок
x, y \in X iснують такi їх околи Ux та Uy вiдповiдно, що y /\in Ux i x /\in Uy. Ця
аксiома вiдокремлюваностi є бiльш сильнiшою, бо тепер не достатньо, щоб
хоча б одна точка з пари мала окiл, що не мiстить iншої. Ще сильнiшою
аксiомою вiдоскремлюваностi є T2. T2-простiр - це такий, в якому кожнi двi
точки мають рiзнi неперетиннi вiдкритi множини. Простiр, що вiдповiдає
аксiомi вiдокремлюваностi T3 є таким, в якому для кожної точки x i замкне-
ної множини A, що x /\in A iснують вiдкритi множини x \in Ux, A \subseteq UA, що
Ux \cap UA = \varnothing . I найсильнiшою з розглянутих буде аксiома T4. T4-простором
є такий, в якому будь-якi рiзнi замкненi множини, що не перетинаються,
належать рiзним диз’юнктивним вiдкритим множинам.

Наступнi поняття будуть пов’язанi з послiдовностями у топологiчних
просторах. Введемо поняття околу точки. Околом точки в топологiчному
просторi називають вiдкриту множину, що мiстить цю точку. Послiдовнiсть
(xi), де i \geq 0, є сталою з деякого номера, якщо починаючи з деякого n \in \scrN 
для всiх xi, xj, де i, j \geq n, виконується xi = xj. Введемо поняття збiжної
послiдовностi. Послiдовнiсть (xi), де i \geq 0, збiгається до x, якщо для x
iснує такий окiл Ux, що починаючи з певного номеру n \in \scrN всi xi\geq n \in Ux.
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Наступнi означення використовують для порiвняння топологiй мiж со-
бою. Нехай маємо X - носiй топологiї, та визначенi на ньому двi топологiї
\tau 1 i \tau 2, тодi \tau 1 є сильнiшою за \tau 2, якщо \tau 2 \subseteq \tau 1, а \tau 2 називають слабiшою за
\tau 1.

Введемо оператори KerA та DerA. Оператор KerA позначає перетин
всiх вiдкритих множин, якi мiстять множину A. Для наступного оператора
необхiдними поняттями є гранична точка i iзольована точка. Граничною
точкою множини A є така точка x, що кожний її окiл мiстить пiдмножину
A, не рахуючи саму x. З цього слiдує, що граничними для A можуть бути як
точки зA так i точки зX\setminus A i не завжди справедливо, що x \in A є граничною
точкою A. Точку x \in A ми називаємо iзольованою в A, якщо iснує такий
її окiл Ux, що Ux \cap A = \varnothing . З означень зрозумiло, що iзольована точка
не може бути гранично. Останнiй оператор DerA позначає множину всiх
граничних точок A, якi не є iзольованими. Справедливим буде твердження,
що множина A дискретна, якщо A \cap DerA = \emptyset 

Також означимо поняття компактного простору. Для цього означення
необхiдно ввести поняття покриття простору, та скiнченного пiдпокрит-
тя. S є покриттям простору X, коли S є сiм’єю вiдкритих пiдмножин з X,
що X =

\bigcup 
A\in S A. Тодi скiнченним пiдпокриттям S ми називатимемо таку

пiдмножину U з S, що U є сiм’єю скiнченної кiлькостi множин S i також
є покриттям X. Тепер ми можемо ввести поняття компактного простору.
Таким ми називаємо простiр кожне покриття якого має скiнченне пiдпо-
криття.

Розглянемо поняття топологiї пiдпростору. Зафiксуємо топологiчний
простiр (X, \tau ) i пiдмножину S \subseteq X. Тодi топологiєю пiдпростору на S
вважатимемо \tau S = \{ S\cap U | U \in \tau \} , а пару (S, \tau S) називатимемо пiдпростором
(X, \tau ).

Останнi означення стосуються вiдображень топологiчних просторiв. Вiд-
ображення f : X \mapsto  - \rightarrow Y є неперервним у точцi x \in X, якщо для будь-якого
околу U образу f(x) iснує такий окiл V точки x, що f(V ) \subset U , а iнакше та-
ке вiдбраження називають розривним в точцi x. Вiдображення називають
неперервним, якщо воно неперервне у всiх x \in X i розривним в iншому
разi.
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3 Аксiоми вiдокремлюваностi мiж T0 та T1

Ми почнемо з наступної характеризацiї T0-просторiв.

Теорема 3.1. Для топологiчного простору X наступнi умови еквiва-
лентнi:

1. X є T0-простором;

2. для кожної пари множин A,B \subset X виконується включення

A \cap Der(B \cap DerA) \subset DerA \cup Der(B \cap DerB);

3. X не мiстить двох неперетинних щiльних одна в однiй дискретних
множин.

Доведення. 1 \Rightarrow 2. Нехай X є T0-простором. Зафiксуємо x \in A \cap Der(B \cap 
DerA). Ми повиннi показати, що x також належить множинiDerA\cup Der(B\cap 
DerB). Припустимо, що x /\in DerA. Тож, x \in A i iснує вiдкрита множина Ux

iз x \in Ux та Ux\setminus \{ x\} \subseteq X\setminus A. Для того, щоб показати, що x \in Der(B\cap DerB),
зафiксуємо вiдкриту множину U \prime 

x, що є околом x. Розглянемо множину
S = Ux\cap U \prime 

x, що також є околом x i, оскiльки x \in Der(B \cap DerA), має iсну-
вати y \in S \setminus \{ x\} iз y \in B, y \in DerA. Оскiльки x це єдина точка з A в S, що
є околом y, i y \in DerA, справедливим буде твердження, що y \in Derx. Далi
покажемо, що y \in DerB. Зафiксуємо Uy, що є околом y. Розглянемо мно-
жину S1, що є перетином Uy та S i також є околом y. З того, що y належить
до множини граничних точок x, випливає, що x \in S1. Оскiльки всi околи y
мiстять x за означенням T0-простору маємо, що iснує окiл x, що не мiстить
y. Нехай таким околом буде V . Розглянемо множину S2 = V \cap S1, що буде
околом x. Оскiльки x \in Der(B \cap DerA), має iснувати точка z \in S2 \setminus \{ x\} ,
що z \in B, z \not = y. Видно, що S2 \subseteq Uy, з чого випливає, що z \in B\cup (Uy \setminus \{ y\} ),
тож y у кожному околi мiститиме точку з B, що означає y \in DerB. З цього
випливає y \in B \cap DerB. Оскiльки x в кожному своєму околi U \prime 

x мiстить
iншу точку y, що y \in DerB, то x \in DerB, що i треба було довести.

2 \Rightarrow 3. Нехай A,B \subset X є неперетинними взаємно щiльними та дис-
кретними множинами. Iз ознiчення щiльностi для множин слiдує, що A \subset 
Cl(B), що означаєA \subset B\cup DerB i, оскiльки множиниA iB є диз’юнктивними,
маємоA\cap DerB = A. Також, правдиво твердженняB\cap DerA = B. Оскiльки
з означення множина граничних точок множини не має iзольованих точок,
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а зафiксованi нами множини є дискретними, тобто всi їх точки є iзольо-
ваними, справедливе твердження, що B \cap DerB = \varnothing та A \cap DerA = \varnothing .
З цього слiдує, що A \nsubseteq DerA i A = A \cap DerB = A

\bigcap 
Der(B \cap DerA) та

DerA = DerA \cup Der(B \cap DerB). Маємо суперечнiсть, бо

A \cap Der(B \cap DerA) \nsubseteq DerA \cup Der(B \cap DerB).

3 \Rightarrow 1. Вiд супротивного. Припустимо, що iснують двi одноточковi мно-
жини \{ x\} , \{ y\} \subset X, що \{ x\} 

\bigcap 
\{ y\} = \varnothing та не iснує такої вiдкритої множини

A \subseteq X, що \{ x\} \subset A та \{ y\} 
\bigcap 

A = \varnothing або навпаки. Тодi в одноточкових
множин \{ x\} , \{ y\} є спiльне замикання, вони є дискретними i за нашим по-
чатковим припущенням неперетинними, що суперечить умовi 3.

Тепер наведемо основну характеризацiю T1-просторiв.

Теорема 3.2. Для топологiчного простору X наступнi умови еквiва-
лентнi:

1. X є T1-простором;

2. кожна одноточкова множина в X є замкненою;

3. кожна стала з деякого номера послiдовнiсть має єдину границю.

Доведення. 1 \Rightarrow 2. Нехай x, y \in X та x \not = y. За означенням T1-простору
маємо, що кожної точки y \in X iснує її окiл Uy \subset X\setminus \{ x\} . Об’єднавши всi
такi околи Uy, отримаємо множину B = X\setminus \{ x\} , яка буде вiдкритою. Тому
\{ x\} буде замкненою.

2 \Rightarrow 3. Нехай послiдовнiсть xn стала з деякого номеру. Тобто, iснує
такий елемент x \in X та число N \in \BbbN такi, що для всiх n \geq N маємо
xn = x. Припустимо, що iснує y \in X\setminus \{ x\} iз xn \rightarrow y. Оскiльки множина \{ x\} 
замкнена, то її доповнення X\setminus \{ x\} вiдкрите та y \in X\setminus \{ x\} . Iншими словами,
X\setminus \{ x\} є околом y. Тому з того, що xn \rightarrow y слiдує, що iснує N \in \BbbN таке, що
для всiх n \geq N маємо xn \in X\setminus \{ x\} , тож отримуємо суперечнiсть, бо xn \not = x.

3 \Rightarrow 1. Нехай x, y \in X пара рiзних точок простору. Розглянемо сталу
послiдовнiсть xn = x для всiх n \geq 1. Оскiльки y не є границею xn, то iснує
окiл U точки y такий, що x /\in U . Це i означає, що X є T1-простором.

Наслiдок 3.3. Коскiнченна топологiя є найслабшою з усiх T1-топологiй
на даному носiї.
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Наслiдок 3.4. Топологiчний простiр Алєксандрова (зокрема, кожен про-
стiр зi скiнченним носiєм) є T1-простором тодi й тiльки тодi, коли вiн
дискретний.

Доведення. Достатнiсть цiєї умови очевидна, а її небхiднiсть випливає iз
другої умови Теореми 3.2.

Нагадаємо, що множинаA \subset X в топологiчному просторiX називається
зв’язною, якщо вона є зв’язним простором вiдносно iндукованої топологiї
з X. Iншими словами, A зв’язна тодi й тiльки тодi, коли для будь-яких
вiдкритих множин U, V \subset X iз A \subset U \cup V , U \cap V \cap A = \emptyset маємо A \subset U
або A \subset V . Множина A \subset X в просторi X називається сильно зв’язною [3],
якщо для будь-якої пари вiдкритих множин U, V \subset X iзA \subset U\cup V виконано
A \subset U або A \subset V . Очевидно, що кожна сильно зв’язна множина є зв’язною.
Також легко бачити, що кожна одноточкова множина є сильно зв’язною.

Твердження 3.5. Топологiчний простiр X є T1-простором тодi й тiль-
ки тодi, коли єдиними його сильно зв’язними множинами є порожня мно-
жина та одноточковi множини.

Доведення. Необхiднiсть.НехайX є T1-простором. Його одноточковi мно-
жини i порожня множина, очевидно, будуть сильно зв’язними. Зафiксуємо
множину A \subset X, що мiстить бiльше одного елементу. Тодi з означення
T1-простору слiдує, що для всiх пар елементiв x, y \in A iснуватимуть їх око-
ли Ux та Uy вiдповiдно iз y /\in Ux та x /\in Uy. Зафiксуємо елемент x \in A.
Розглянемо об’єднання околiв всiх iнших елементiв з A, що не мiстять x,
позначимо його S =

\bigcup 
y \not =x\{ Uy| x /\in Uy\} . Тодi A належатиме об’єднанню S та

довiльного околу x, тобто не буде сильно зв’язною.
Достатнiсть. Нехай маємо простiр X такий, що єдиними його сильно

зв’язними множинами є порожня множина та одноточковi множини. Тодi
розглянемо всi можливi двоточковi множини A = \{ x, y\} для всiх x, y \in X,
що x \not = y. Оскiльки A не є сильно зв’язною, то iснують такi двi вiдкритi
множини U, V \subset X, що A \subset U \cup V , A\cap U \not = A та A\cap V \not = A. Не втрачаючи
загальностi, скажемо, що A \cap U = \{ x\} i A \cap V = \{ y\} . З цього слiдує, що
для всiх x, y \in X iснуватимуть околи Ux та Uy вiдповiдно, що y /\in Ux та
x /\in Uy, а це спiвпадає з означенням T1-простору.

Твердження 3.6. Топологiчний простiр X є T1-простором тодi й тiль-
ки тодi, коли KerA = A для всiх множин A \subset X.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай X є T1 топологiчним протсором. Розгля-
немо довiльну множинуA \subset X i ї ї доповненняB = X\setminus A. Тодi для довiльної
точки b \in B у кожної точки x \in A iснує перетин, що не мiстить b i очевидно
об’єднання таких перетинiв буде мiстити A, позначимо таке об’єднання Ub.
Тодi розглянемо перетин Ub для всiх b \in B. Такий перетин буде дорiвнюва-
ти A, оскiльки всi Ub мiстять A, а наявнiсть iншої точки окрiм A в цьому
перетинi суперечить умовi, що ми розглядаємо T1 топологiчний простiр.

Достатнiсть. Для довiльної точки x \in X розглянемо множину A =
X\setminus \{ x\} . За умовою, KerA = A. Звiдси, A вiдкрита (в iншому разi, єдиним
околом A був би весь простiр X i тодi б мала мiсце рiвнiсть KerA = X).
Отже, \{ x\} = X\setminus A замкнена множина. Тобто, X є T1-простором.

Першою аксiомою вiдокремлюваностi мiж T0 та T1, яку ми розглянемо,
є така: кажуть, що топологiчний простiр є T1/2-простором, якщо кожна
його узагальнено замкнена множина є замкненою. Маємо наступну зручну
характеризацiю T1/2-просторiв.

Теорема 3.7. Топологiчний простiр є T1/2-простором тодi й тiльки
тодi, коли кожна його одноточкова множина є замкненою або вiдкритою.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай X є T1/2-простором. Зафiксуємо точку
x \in X таку, що множина \{ x\} не є замкненою. Покладемо A = X\setminus \{ x\} . Тодi
A буде узагальнено замкненою, бо єдиним її околом буде весь простiр X.
Отже, A замкнена множина. Як наслiдок маємо, що доповнення до A має
бути вiдкритим, тобто \{ x\} вiдкрита. Необхiднiсть доведена.

Достатнiсть. Позначимо через IsoX множину всiх точок x \in X, для
яких \{ x\} є вiдкритою множиною. Будь-яка пiдмножина IsoX буде вiдкри-
тою. Зафiксуємо узагальнено замкнену множину A. Оскiльки IsoX\setminus A вiд-
крита, то її доповнення B = X\setminus (IsoX\setminus A) = (X\setminus IsoX)\cup A замкнене, при-
чому A \subset B. Тому Cl (A) \subset B. Тепер припустимо, що Cl (A)\setminus A має спiльну
точку з X\setminus IsoX. Тодi \{ x\} замкнена множина. Отже, X\setminus \{ x\} вiдкрита i
A \subset X\setminus \{ x\} .

Оскiльки A є узагальнено замкненою, то Cl (A) \subset X\setminus \{ x\} . Тобто, x не
лежить в Cl (A), отримали суперечнiсть. Отже, Cl (A)\setminus A дiйсно не пере-
тинається iз X\setminus IsoX i, за викладеним вище, Cl (A) \subset A. Тому A буде
замкненою. Достатнiсть доведена.

Наслiдок 3.8. Кожен T1-простiр є T1/2-простором, а кожен T1/2-простiр
є T0-простором.
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Доведення. Спочатку доведемо, що кожен T1 простiр є T1/2-простором. Оскiль-
ки всi точки T1-простору є замкненими, то це спiвпадає iз властивiстю T1/2-
простору про замкненiсть або вiдкритiсть кожної точки простору, доведену
в Теоремi 3.7.

Тепер доведемо, що кожен T1/2 простiр є T0-простором. Для цього знову
скористаємося властивiстю T1/2-просторiв про замкненiсть або вiдкритiсть
кожної одноточкової пiдмножини. Розглянемо три рiзнi пари точок , що
можуть iснувати в T1/2-просторi. Нехай x, y \in X та \{ x\} , \{ y\} є вiдкритими.
Тодi уже судячи з умови, кожна точка з пари такого типу матиме окiл , що
не мiститиме iншу, що узгоджується iз означенням T0-простору. Розглянемо
пару x, y \in X та \{ x\} , \{ y\} є замкненими. Тодi знову iснуватимуть околи
X\setminus \{ y\} , X\setminus \{ x\} вiдповiдно для \{ x\} та \{ y\} , куди б входила тiльки одна точка
з пари, що знову вiдповiдає означенню T0-простору. I розглядаючи пару
x, y \in X, де \{ x\} вiдкрита, а \{ y\} є замкненою, можна одразу сказати, що
x через вiдкритiсть \{ x\} матиме окiл, що не мiстить y, що в свою чергу є
достатньою умовою для задоволення означення T0-простору.

Приклад 3.9. Очевидно, що простiр Серпiнського є T1/2-простором, але
не є T1-простором. Також, розглянемо носiй X = \{ a, b, c\} iз заданою на ньо-
му топологiєю \tau = \{ \emptyset , X, \{ a\} , \{ a, b\} \} . Легко бачити, що X є T0-простором,
але не є T1/2-простором, бо одноточкова множина \{ b\} не є анi замкненою,
анi вiдкритою. Таким чином, жодну iмплiкацiю iз Наслiдку 3.8 не можна
розвернути.

Топологiчний простiр називається субмаксимальним, якщо кожна йо-
го всюди щiльна множина є вiдкритою (еквiвалентно, кожна множина iз
порожньою внутрiшнiстю є замкненою).

Твердження 3.10. Кожен субмаксимальний топологiчний простiр є
T1/2-простором.

Доведення. Скористаємся властивiстю T1/2-простору, що кожен T1/2 про-
стiр має або замкненi, або вiдкритi одноточковi множини. Нехай маємо су-
бмаксимальний простiр X та одноточкову множину x, яка не є вiдкритою.
Тодi доповненням до x буде множина A = X\setminus \{ x\} , що за нашим припуще-
нням про невiдкритсть \{ x\} не є замкненою. З цього слiдує, що Cl(A) = X,
тож вона буде скрiзь щiльною, а через субмаксимальнiсть X також буде
вiдкритою. З цього випливає, що x має бути замкненою.

Топологiчний простiр називається простором iз дверима (англ. door
space), якщо кожна його множина є вiдкритою або замкненою. Очевидно,
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що кожен простiр iз дверима є T1/2-простором. Ми доведемо сильнiше (в
свiтлi Твердження 3.10) твердження.

Твердження 3.11. Кожен простiр iз дверима є субмаксимальним.

Доведення. Припустимо, щоX простiр з дверима. Нехай маємо всюди щiль-
ну множину A \subset X i вона не є вiдкритою, тож за припущенням вона має
бути замкненою, але тодi множина A не є всюди щiльною, адже вона i буде
своїм замиканням, тож вона є вiдкритою, а простiр буде субмаксималь-
ним.

Топологiчний простiр X називається симетричним або R0-простором,
якщо для кожної пари його точок x, y \in X iз y \in Cl(\{ x\} ) слiдує x \in Cl(\{ y\} ).

Твердження 3.12. Топологiчний простiр є симетричним тодi й тiль-
ки тодi, коли кожна його одноточкова множина є узагальнено замкне-
ною.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай простiр X є симетричним. Зафiксуємо
одноточкову множину \{ x\} \subset X. Припустимо, що вона не узагальнено за-
мкнена. Тодi iснує такий її окiл Ux, що Cl(\{ x\} )\cap Ux \not = Cl(\{ x\} ). Розглянемо
множину S = (X \setminus Ux) \cap Cl(\{ x\} ), де X \setminus Ux є доповненням вiдкритої мно-
жини, тобто є замкненою. Точки з S будуть належати замиканню \{ x\} , але
не навпаки. Отримали суперечнiсть.

Достатнiсть. Нехай \{ x\} , \{ y\} \subset X довiльнi одноточковi множини, що є
узагальнено замкненими. Нехай \{ x\} \subset Cl(\{ y\} ), проте \{ y\} \nsubseteq Cl(\{ x\} ). Тодi
розглянемо вiдкриту множину X\setminus Cl(\{ x\} ).Вона є околом \{ y\} але таким, що
не мiстить замикання \{ y\} , що суперечить узагальненiй замкненостi \{ y\} .

За допомогою аксiоми вiдокремлюваностi R0 можна отримати ще одну
характеризацiю T1-просторiв.

Твердження 3.13. Топологiчний простiр є T1-простором тодi й тiль-
ки тодi, коли вiн симетричний T0-простiр.

Доведення. Необхiднiсть. Вона очевидна бо, якщо X є T1, з цього слiду-
ватиме, що Cl(\{ x\} ) = \{ x\} .

Достатнiсть. Щоб довести достатнiсть, припустимо, що X не є T1 то-
пологiчним простором. Тодi iснує пара точок x, y \in X така, що кожен окiл
x мiстить й y. Тодi y \in Cl(\{ x\} ). За симетричнiстю, x \in Cl(\{ y\} ). Тобто,
кожен окiл y мiстить x. Звiдси, X не є T0-простором. Суперечнiсть.
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Наслiдок 3.14. Для T0-простору X наступнi умови еквiвалентнi:

1. X є симетричним простором;

2. X є T1/2-простором;

3. X є T1-простором.

Доведення. 1 \Rightarrow 3. Припустимо, що X не є T1-простором. Тодi iснує пара
точок x, y \in X така, що кожен окiл x мiстить й y. Тодi y \in Cl(\{ x\} ). За
симетричнiстю, x \in Cl(\{ y\} ). Тобто, кожен окiл y мiстить x. Звiдси, X не є
T0-простором. Суперечнiсть.

3 \Rightarrow 2. Нехай X є T1-простором. Тодi за властивiстю T1-просторiв всi йо-
го одноточковi множини замкненi, що спiвпадає з властивiстю T1/2-просторiв.

2 \Rightarrow 1. Оскiльки T1/2-простори мають властивiсть, що їх одноточковi
множини або вiдкритi, або замкненi, то можна сказати, що замкненi одно-
точковi множини самi i будуть своїм замиканням, а вiдкритi множини не
матимуть спiльного замикання через те, що iнакше б у них були всi околи
спiльними.

Таким чином, кожен T1-простiр є симетричним. Слiд також зауважити,
що властивостi простору бути симетричним або T0-простором (а також i
T1/2-простором) непорiвнюванi. Дiйсно, простiр Серпiнського є прикладом
несиметричного T0-простору. З iншого боку, кожен антидискретний простiр
на носiї iз хоча б двома елементами, є прикладом симетричного простору,
який не є T0-простором.

Топологiчний простiр X називається слабко симетричним, або w-R0-
простором [5], якщо

\bigcap 
x\in X Cl(\{ x\} ) = \emptyset .

Приклад 3.15. Нехай X непорожня множина, а p \in X деяка її точка.
Покладемо \tau = \{ A \subset X : p /\in A\} \cup \{ X\} . Тодi \tau є топологiєю на X, яка
називається топологiєю вилученої точки. Легко бачити, що в такому про-
сторi всi непорожнi замкненi множини мiстять точку p, тому цей простiр
не є слабко симетричним.

Легко бачити, що кожен симетричний простiр X, який не мiстить всю-
ди щiльних одноточкових множин завжди є слабко симетричним. Дiйсно,
якби iснувала точка y \in 

\bigcap 
x\in X Cl(\{ x\} ), то за симетричнiстю простору X,

одноточкова множина \{ y\} була би всюди щiльною. Також очевидно, що до-
вiльний простiр iз хоча б двома рiзними замкненими одноточковими мно-
жинами (зокрема, кожен T1-простiр) є слабко симетричним. Якщо ж X є
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T0-простором, то для будь-якої точки y \in 
\bigcap 

x\in X Cl(\{ x\} ) множина \{ y\} є за-
мкненою. Отже, в цьому випадку | 

\bigcap 
x\in X Cl(\{ x\} )| = 1. Нарештi, якщо X є

T1/2-простором, який не є слабко симетричним, то топологiя на X є топо-
логiєю вилученої точки.

Нагадаємо, що через KerA ми позначаємо перетин всiх вiдкритих мно-
жин, якi мiстять дану множину A \subset X. Маємо наступний критерiй для
слабко симетричних просторiв в термiнах оператора Ker.

Твердження 3.16. Простiр X є слабко симетричним тодi й тiльки
тодi, коли Ker(\{ x\} ) \not = X для всiх точок x \in X.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай X слабко симетричний простiр. Допу-
стимо, що для довiльного x \in X не виконується Ker(\{ x\} ) \not = X. Тодi такий
x має перетинати всi замкненi множини, бо iнакше вiн належатиме око-
лу меншому за X. Проте, це суперечить початковiй умовi, що X є слабко
симетричним простором.

Достатнiсть. Нехай X є таким простором, для якого Ker(\{ x\} ) \not = X
для всiх x. Припустимо, що iснує y, що належить перетину замикань всiх
одноточкових множин з X. Тодi окiл y має мiстити всi точки з X, бо iна-
кше y не належатиме перетину замикань всiх одноточкових множин, тож
єдиним околом y має бути X, що суперечить початковiй умовi.

4 Аксiоми вiдокремлюваностi мiж T1 та T2

Топологiчний простiр X називається R1-простором [2], якщо для кожної
пари його точок x, y \in X iз Cl(\{ x\} ) \not = Cl(\{ y\} ) iснують їх околи, якi не
перетинаються.

Твердження 4.1. Топологiчний простiр є T2-простором тодi й тiльки
тодi, коли вiн є R1-простором та T0-простором.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай X є T2 простором. З означення T2 про-
стору випливає, що X також є T0 простором. Оскiльки для всiх пар точок
з X iснують неперетиннi околи, то X також є R1-простором.

Достатнiсть. Нехай X є T0 та R1-простором. З означення T0-простору
слiдує, що для всiх пар точок x, y \in X iснує вiдкрита множина, що мiстить
тiльки одну з цих точок. З цього слiдує, що цi точки не мають однакових
замикань. З означення R1-простору слiдує, що цi точки матимуть непере-
тиннi околи. Оскiльки це виконується для всiх пар x, y \in X, що x \not = y,
простiр задовольняє T2 аксiому вiдокремлюваностi.
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Топологiчний простiр називається:

\bullet KC-простором, якщо в ньому кожна компактна пiдмножина є замкне-
ною;

\bullet US-простором, якщо кожна його збiжна послiдовнiсть має єдину гра-
ницю.

Теорема 4.2. Має мiсце наступний ланцюжок логiчних iмплiкацiй:
T2 \Rightarrow KC\Rightarrow US\Rightarrow T1.

Доведення. T2 \Rightarrow KC.
Нехай X є T2-простором. Зафiксуємо множину S, що є компактною.

Доведемо, що для всiх x /\in S iснує вiдкрита множина, що не перетинається
з S. Розглянемо точку x /\in S. Оскiльки X є T2-простором, для кожної
точки y \in S iснуватиме окiл Uy, що не перетинатиме Ux (один з околiв x).
Об’єднння всiх таких околiв y буде покриттям S, а з компактностi S слiдує,
що iснує скiнченне пiдпокриття, тобто є такий n \in \scrN , що можна видiлити
такi yi, що об’єднання пiдмножини розглянутих ранiше околiв Uy, а саме
\cup 1\leq i\leq nUyi є скiнченним пiдпокриттям S. Позначимо вiдповiднi диз’юнктивнi
околи x, як Ux,i, тодi перетин \cap 1\leq i\leq nUx,i буде вiдкритою множиною, адже є
скiнченним перетином вiдкритих множин i, очевидно, не буде перетинатися
з S. З чого слiдуватиме, що S буде замкненою множиною, бо її доповнення
є вiдкрита множина.

KC\Rightarrow US. Нехай iснує послiдовнiсть \{ xn\} n\in \scrN , що збiгається до x та y,
де x \not = y. Викинемо з послiдовностi всi xn-тi, що дорiвнюють y. Така послi-
довнiсть досi має збiгатися до x та y за означенням границi послiдовностi.
Розглянемо множину A, що є об’єднанням всiх одноточкових множин з
нашої нової послiдовностi. Тодi A буде компактною множиною, бо для до-
вiльного вiдкритого покриття множини iснує множина U з цього покриття,
яка мiстить елемент . В силу збiжностi xn \rightarrow x, iснує номер N , починаю-
чи з якого xn \in U . Для кожної точкиx1, . . . , xN - 1 зафiксуємо по вiдкритiй
множинi Ui, 1 \leq i \leq N  - 1 з покриття, яка її мiстить. Тодi U,U1, . . . , UN - 1

є скiнченним вiдкритим покриттям , що вiдповiдає означенню компактної
множини. З мови випливає, що A є замкненою множиною, тож для y iснує
вiдкрита множина X\setminus A, що не мiстить точок з розглянутої послiдовно-
стi, тобто кожна така послiдовнiсть матиме єдину границю, що спiвпадає з
означенням US-простору.

US\Rightarrow T1. Розглянемо довiльну точку x \in X i послiдовнiсть \{ x, x, x..\} .
Оскiльки за умовою ми маємо US топологiю єдиною границею цiєї послiдов-
ностi буде сам x, тож за означенням границi для любої iншої точки y \in X,
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y \not = x iснує хоч один окiл, що не мiстить x, що спiвпадає з означенням T1

топологiї.

Приклад 4.3. Жодна з iмлiкацiй Теореми 4.2 не розвертається. Роз-
глянемо коскiнченну топологiю на злiченному носiї X. Очевидно, що X є
(компактним) T1-простором. Проте, кожна його послiдовнiсть, яка склада-
ється iз попарно рiзних елементiв, збiгається до кожної точки простору X.
Отже, X не є US-простором.

Приклад US-простору, який не є KC-простором наведено в роботi [7].
Нарештi, розглянемо козлiченну топологiю на незлiченному носiї X. То-

дi X є KC-простором, але не є T2-простором, бо всi вiдкритi множини пе-
ретинаються мiж собою, оскiльки кожна з них не включає тiльки злiченну
кiлькiсть точок.

Нехай x точка топологiчного простору X. Локальною базою в точцi x
називається сiм’я \scrB x околiв точки x така, що для кожного околу U точки x
знайдеться B \in \scrB x iз B \subset U . Кажуть, що топологiчний простiр задоволь-
няє першу аксiому злiченностi, якщо кожна його точка має не бiльш нiж
злiченну локальну базу.

Лема 4.4. Нехай X задовольняє першу аксiому злiченностi. Тодi ко-
жна його точка має не бiльш нiж злiченну локальну базу, яка лiнiйно
впорядкована (за включенням), тобто \scrB x = \{ Bn : n \geq 1\} , B1 \supset B2 \supset . . . .

Доведення. Зафiксуємо локальну базу в точцi x: Bx = \{ Bn : n \geq 1\} , де
n \in \scrN . Для кожного i \in N означимо множину Ai = B1 \cap \cdot \cdot \cdot \cap Bi. З цього
означення випливає, що кожна множина Ai є вiдкритою, адже є перетином
скiнченної кiлькостi вiдкритих множин, i очевидно, що Ai \supseteq Ai+1, тобто є
лiнiйно впорядкованою за включенням. Оскiльки для кожного i Ai є пiдмно-
жиною Bi справедливим є твердження, що дана сiм’я околiв є локальною
базою.

Твердження 4.5. Нехай простiр X задовольняє першу аксому злiчен-
ностi. Тодi властивостi для X бути T2-простором, KC-простором, або
US-простором, еквiвалентнi.

Доведення. В свiтлi Теореми 4.2, достатньо довести iмплiкацiю US\Rightarrow T2. Вiд
супротивного. Припустимо, що X не є T2-простором. Тодi iснує пара рiзних
його точок x, y \in X така, що для кожної пари їхнiх околiв Ux, Uy маємо
Ux \cap Uy \not = \emptyset . Оскiльки простiр X задовольняє першу аксому злiченностi,
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то за Лемою 4.4, iснують лiнiйно впорядкованi (вниз за включенням) не
бiльш нiж злiченнi локальнi бази в точках x та y: \scrB x = \{ Bn : n \geq 1\} та
\scrC y = \{ Cn : n \geq 1\} . Для кожного n \geq 1 зафiксуємо елемент xn \in Bn \cap Cn.
Тодi послiдовнiсть xn збiгається як до x, так i до y в X.

5 Аксiоми вiдокремлюваностi T3 та T4

Топологiчний простiр X називається регулярним, якщо для кожної точки
x \in X та замкненої множини F \subset X iз x /\in F iснують їх околи, якi не
перетинаються (тобто, iснують вiдкритi множини U, V \subset X iз x \in U , F \subset V
та U \cap V = \emptyset ). Кажуть, що простiр задовольняє аксiому вiдокремлюваностi
T3 (або ж є T3-простором), якщо вiн є регулярним T1-простором.

Приклад 5.1. Кожен дискретний простiр є T3-простором. Також, кожен
метричний простiр X є T3-простором. Очевидно, що метричний простiр є
T1-простором. Далi, нехай x \in X та F \subset X замкнена множина iз x /\in F .
Оскiльки X\setminus F вiдкрита множина, то iснує число r > 0 таке, що B(x, r) \subset 
X\setminus F (тут через B(x, r) ми позначаємо вiдкриту кулю радiуса r з центром
в точцi x). Поклавши U = B(x, r2) та V = \cup y\in FB(y, r2), отримаємо: U, V
вiдкритi неперетиннi околи x та F , вiдповiдно.

Топологiчний простiр \BbbR iз козлiченною топологiєю не є T3-простором,
бо в ньому кожна пара вiдкритих непорожнiх множин перетинається.

Твердження 5.2. Кожен пiдпростiр регулярного простору теж є ре-
гулярним.

Доведення. Нехай маємо регулярний простiр X та його пiдпростiр S. За
означенням топологiя, що визначена на пiдпросторi, складається з перети-
нiв S та множин, що належать топологiї визначенiй на X. Тож, якщо для
довiльної точки x \in S i замкненої множини C \subset S не iснуватиме вiдкритих
диз’юнктивних околiв їх i не iснуватиме для X, що суперечить умовi.

Твердження 5.3. Топологiчний простiр X є регулярним тодi й тiль-
ки тодi, коли для кожної точки його x \in X та її околу Ux \subset X iснує
вiдкрита множина V \subset X така, що x \in V \subset ClV \subset U .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай X є регулярним простором. Припусти-
мо, що iснує така точка x \in X та її окiл Ux \subset X, що для неї не iснує
вiдкритої множини V \subset X такої, що x \in V \subset ClV \subset U . З цього слiдує,
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що для замкненої множини K = X\setminus Ux iснуватиме тiльки один окiл X, що
мiстить саму точку x i перетинає всi її околи, що суперечить початковому
припущенню про регулярнiсть X

Достатнiсть. Нехай для кожної точки x \in X та її околу Ux \subset X iснує
вiдкрита множина V \subset X така, що x \in V \subset ClV \subset Ux. Тодi для кожної
замкненої множини, що не перетинає Ux iснуватиме окiл U = X\setminus ClV , що
не перетинатиме V , тобто простiр буде регулярним. Якщо ж не iснуватиме
такої Ux що не перетинає якусь замкнену множину G, то x \in G.

Твердження 5.4. Нехай X регулярний простiр. Тодi X є T3-простором
тодi й тiльки тодi, коли X є T0-простором (еквiвалентно, T1/2-простором
або ж T2-простором).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай X є T3-простором. Тодi за означенням
вiн задовольняє T1 аксiому вiдокремлюваностi, тож є T0-простором.

Достатнiсть. Нехай X є T0-простором. Вiзьмемо двi точки x, y такi,
що x \not = y. за означенням T0-простора хоча б одна з цих точок повинна
мати окiл що не мiстить iншу. Нехай x має окiл Ux \subset X, що не мiстить y.
Тодi з регулярностi X слiдує, що замкнена множина B = X\setminus Ux повинна
мати окiл VB, що не перетинає один з околiв x. З цього випливає, що VB

буде околом y, що не мiститиме x. Тож X також буде T1-простором, що
вiдповiдає означенню T3-простора.

Наслiдок 5.5. Кожен T3-простiр є T2-простором.

Приклад 5.6. Покладемо K = \{ 1
n : n \in \BbbN \} \subset \BbbR та розглянемо родину

множин \scrB = \{ (a, b) : a, b \in \BbbR , a < b\} \cup \{ (a, b)\setminus K : a, b \in \BbbR , a < b\} . Легко
бачити, що \scrB є базою деякої топологiї на \BbbR , яка називається K-топологiєю.
Очевидно, що K-топологiя сильнiша за стандартну евклiдову топологiю на
\BbbR . Як наслiдок, носiй \BbbR iз K-топологiєю є T2-простором. Проте, цей простiр
не є регулярним (а отже, i не є T3-простором). Дiйсно, точку 0 та замкнену
множину K не можна вiдокремити околами в K-топологiї.

Топологiчний простiр називається нуль-вимiрним (англ. zero dimensi-
onal), якщо вiн має базу, яка складається iз вiдкрито-замкнених множин.
Наприклад, кожен квазi-дискретний простiр є нуль-вимiрним простором.

Твердження 5.7. Кожен нуль-вимiрний простiр є регулярним.
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Доведення. Нехай X є нуль-вимiрним простором. Зафiксуємо точку x \in X
та замкнену множину S \subset X, що x /\in S. З означення нуль-вимiрного про-
стору випливає, що кожна точка матиме локальну базу, що складається з
вiдкрито-замкнених множин. Розглянемо множину K = X \setminus S, яка є вiд-
критою i мiстить x. З цього випливає, що iснує окiл x \in Ux, що є вiдкрито-
замкненою множиною i Ux \subseteq K. Виходить, що множини Ux таX\setminus Ux будуть
неперетинними околами x i S вiдповiдно, що задовольняє регулярнiсть.

Топологiчний простiр X називається нормальним, якщо для будь-яких
двох його замкнених множин A,B \subset X iз A \cap B = \emptyset iснують їх околи, якi
не перетинаються (тобто, iснують вiдкритi множини U, V \subset X iз A \subset U ,
B \subset V та U\cap V = \emptyset ). Кажуть, що простiр задовольняє аксiому вiдокремлю-
ваностi T4 (або ж є T4-простором), якщо вiн є нормальним T1-простором.
Iз означення прямо слiдує, що кожен T4-простiр є T3-простором.

Приклад 5.8. Кожен дискретний простiр є T4-простором. Аналогiчно,
кожен метричний простiр є T4-простором (див. доведення регулярностi ме-
тричного простору з Прикладу 5.1).

Твердження 5.9. Кожен замкнений пiдпростiр нормального простору
теж є нормальним.

Доведення. Нехай X нормальний простiр, а F \subset X його замкнена мно-
жина. Зафiксуємо двi неперетиннi множини A,B \subset F , якi є замкненими в
топологiї пiдпростору F . Тодi iснує пара замкнених множин A\prime , B\prime \subset X iз
A\prime \cap F = A та B\prime \cap F = B. Оскiльки F замкнена множина, то A,B теж
замкненi. Iз нормальностi X слiдує iнсування їх неперетинних околiв, UA

та UB, вiдповiдно. Покладемо VA = UA \cap F та VB = UB \cap F . Тодi VA та
VB є неперетинними околами для A,B в топологiї пiдпростору F . Отже, F
нормальний простiр.

Твердження 5.10. Топологiчний простiр є нормальним тодi й тiль-
ки тодi, коли для будь-якої вiдкритої множини U \subset X та будь-якої за-
мкненої множини F \subset X iз F \subset U iснує вiдкрита множина V \subset X iз
F \subset V \subset ClV \subset U .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай X є нормальним простором. Зафiксуємо
його вiдкриту множину U \subset X та замкнену множину F \subset U . Розглянемо
доповнення G = X\setminus U . Тодi F,G двi неперетиннi замкненi множини. Iз
нормальностi простору X слiдує, що iснують їх неперетиннi околи UF та
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UG, вiдповiдно. Покладемо V = UF . Очевидно, що F \subset V \subset Cl(UF ) \subset 
X\setminus UG \subset X\setminus G = U .

Достатнiсть. Нехай F,G \subset X двi неперетиннi замкненi множини. Тодi
доповнення X\setminus G є вiдкритою множиною i F \subset X\setminus G. За умовою, iснує
вiдкрита множина V \subset X iз F \subset V \subset Cl(V ) \subset X\setminus G. Тодi множини
V та X\setminus Cl(V ) є неперетинними околами F та G, вiдповiдно. Отже, X
нормальний простiр.

Кажуть, що простiр задовольняє другу аксiому злiченностi, якщо вiн
має не бiльш нiж злiченну базу.

Теорема 5.11. Кожен регулярний простiр, який задовольняє другу аксi-
ому злiченностi, є нормальним.

Доведення. Нехай (X, \tau ) є регулярним простором, що задовольняє другу
аксiому злiченностi з B, що є злiченною базою на \tau , i нехай C i D є не-
перетинними непустими замкненими пiдмножинами X. Доведемо, що цi
множини мають диз’юнктивнi околи.

З означення регулярного простору випливає, що для кожної точки x
з C ми можемо знайти її окiл з бази Ux \in B, що Cl(Ux) \cap D = \varnothing . Так
само для кожної точки y \in D можемо знайти її окiл з бази Vy \in B, що
Cl(Vy) \cap C = \varnothing . З цього слiдує, що C \subseteq 

\bigcup 
x\in C Ux та D \subseteq 

\bigcup 
y\in D Vy.

Оскiльки множини Ux та Vy були взятi зi злiченною бази, то можна
переiндексувати множини наступним чином:

C \subseteq 
\bigcup 
x\in C

Ux =
\bigcup 
n\in \BbbN 

Un та D \subseteq 
\bigcup 
y\in D

Vy =
\bigcup 
n\in \BbbN 

Vn.

Данi множини є вiдкритими, але можуть перетинатися. Для кожного n \in \BbbN 
покладемо

U \prime 
n = Un \setminus (

n\bigcup 
i=1

Cl(Vi)) та V \prime 
n = Vn \setminus (

\bigcup 
i=1n

Cl(Ui)).

Означенi множини є вiдкритими, бо ми вiд вiдкритих множин вiдняли
замкненi.

З такого означення множин випливає, що жодна з Cl(V \prime 
i )-тих не перети-

нає C, а жодна з Cl(U \prime 
i)-тих не перетинає D. З цього слiдує, що C \subseteq U :=\bigcup 

n\in \BbbN U
\prime 
n та D \subseteq V :=

\bigcup 
n\in \BbbN V

\prime 
n.

Покажемо, що множини V та U є неперетинними. Зафiксуємо x \in U .
Тодi x \in U \prime 

i для i \in \BbbN . З визначеннь U \prime 
n-тих це значить, що x /\in V \prime 

k для всiх
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k = 1, . . . , i. З iншого боку, якщо k > i, V \prime 
k \cap Cl(Ui) = \varnothing , тож x /\in V \prime 

k . З
цього слiдує, що x /\in V i V \cap U = \varnothing , що завершує наше доведення.

Наступний результат, вiдомий як лема Урисона, був доведений в 1925
роцi.

Теорема 5.12. [6] Нехай A,B \subset X замкненi множини в нормальному
просторi X та A \cap B = \emptyset . Тодi iснує неперервне вiдображення f : X \rightarrow 
[0, 1] iз f(A) = \{ 0\} та f(B) = \{ 1\} .

Лема Урисона може бути використана для доведення наступної теоре-
ми про продовження дiйсно-значних функцiй, яка вперше була доведена
Генрiхом Тiтце для метричних просторiв.

Теорема 5.13. (теорема Тiтце про продовження) Кожне неперервне вiд-
ображення iз замкненого пiдпростору нормального топологiчного просто-
ру X в [0, 1] можна продовжити до неперервного вiдображення всього
простору X в [0, 1].

Легко бачити, що з теореми Тiтце випливає лема Урисона, оскiльки
можна означити функцiю f : A\cup B \rightarrow R таким чином, що при x \in A: f(x) =
0, а при x \in B: f(x) = 1, i оскiльки f є неперервною функцiєю, а об’єднання
множин A i B є замкненим, то за теоремою Тiтце iснує її продовження, що є
розширенням леми Урисона за означенням. Таким чином, цi два результати
еквiвалентнi.

6 Висновки

В роботi були розглянутi основнi аксiоми вiдокремлюваностi в топологiчних
просторах. Дослiджено аксiоми T0 та T1, їх властивостi та взаємозв’язок
мiж ними. Особливу увагу було придiлено просторам, що задовольняють
T1/2 аксiому вiдокремлюваностi, їх зв’язок з субмаксимальними простора-
ми та просторами з дверима. Також, в контекстi цих аксiом вiдокремлюва-
ностi дослiджено симетричнi та слабко симетричнi простори. Були розгля-
нутi простори, що задовольняють аксiоми вiдокремлюваностi мiж T1 та T2,
їх зв’язок зi слабшими аксiомами, KC та US просторами. Проаналiзованi
регулярнi та нормальнi простори, їх використання у формулюваннi бiльш
сильних аксiом вiдокремлюваностi та зв’язок з T2 аксiомою вiдокремлюва-
ностi. Дослiджено аксiоми вiдокремлюваностi T3 та T4, їх особливостi та
використання в загальнiй топологiї.
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