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Вступ

Екстремальна теорiя графiв— вiдносно новий напрям теорiї графiв, який

дослiджує клас задач, пов’язаних з оцiнкою максимального числа ребер графа,

що не мiстить пiдграфiв певного типу. Цей роздiл теорiї графiв мiстить чимало

прикладних застосувань у рiзноманiтних сферах. Фундаментальною теоремою

екстремальної теорiї графiв вважається теорема Турана (1941), яка базується

на узагальненi теореми Мантеля (1907). [1] На базi цiєї теореми з’явилося по-

няття "графи Турана". Навколо цiєї тематики проводилося чимало дослiджень,

наприклад Чао та Новацкi (Chao, Novacky, 1982) [2] показали, що графи Турана

хроматично єдинi, а дослiджуючи геометричнi властивостi графiв, Пор та Вуд

(Por, Wood, 2005) [3] дали нижню оцiнку будь-якого трьохвимирiного вкладе-

ння графа Турана, а Витсенхаузен (Witsenhausen, 1974) [4] виказав гiпотезу,

що максимальна сума квадратiв вiдстаней мiж p точками всерединi кулi в Rd

одиничного дiаметру досягається на конфiгурацiї, утворенiй вкладенням графа

Турана у вершини правильного симплекса. Також науковцi знайшли способи

прикладного використання графiв Турана: Нiкiфоров (Nikiforov, 2005) [5] ви-

користовував графи Турана для знаходження нижньої границi суми k власних

значень графа та його доповнення, а Фолс, Повел та Снойiнк (Falls, Powell,

Snoeyink, 2008) [6] розробили ефективний алгоритм для пошуку кластерiв ор-

тологiчних груп генiв в геномi шляхом представлення даних як графа та пошуку

великих пiдграфiв Турана. [7]

Iснує багато рiзних формулювань теореми: частковий випадок— теорема Ман-

теля, в термiнах заборонених пiдграфiв, в термiнах чисел незалежностi. Однак

ця iнформацiя не систематизована, тому мета цiєї роботи зiбрати та системати-

зувати вiтчизняний та зарубiжний досвiд, детально описати зiбрану iнформацiю

та експерементально продемонструвати застосування цих теорем в прикладних

задачах.

Мета роботи зумовила наукове завдання, яке полягало в:



1. Систематизувати основи екстремальної теорiї графiв та характеристики

графiв Турана.

2. Зробити огляд вiдомих формулювань теореми Турана та їх доведення.

3. Продемонструвати прикладне використання в задачах.

Робота складається з трьох роздiлiв.

Перший роздiл присвячений основнiй iнформацiї про екстремальну теорiю гра-

фiв, про дослiдження в цьому роздiлi теорiї графiв. Також в другому пiдроздiлi

цього роздiлу освiтленi основнi означення з теорiї графiв, якi використову-

ються та згадуються у роботi. Наступний пiдроздiл мiстить iнформацiю про

характеристики, властивостi та дослiдження графiв Турана, а заключна частина

цього роздiлу про прикладне застосування екстремальної теорiї графiв, зокрема

проблеми клiки, у бiоiнформатицi, хiмiї, для визначення пiдродинних структур

бiлкiв, для вирiшення задач автоматизацiї проектування радiоелектронної апа-

ратури.

Другий роздiл складається з формулювання та доведення теореми Турана в рi-

зних термiнах теорiї графiв, а також теореми Мантеля.

Третiй роздiл присвячений саме розв’язку задач. Цей роздiл подiляється на двi

частини: дослiдження розв’язку задач екстремальної теорiї графiв та власно-

сформульованих задач та їх детального розв’язку за допомогою висвiтлених

теорем та тверджень з теорiї графiв.



1 РОЗДIЛ: Екстремальна теорiя графiв

1.1 Основнi вiдомостi

Один з напрямiв теорiї графiв складає клас задач, пов’язаних з оцiнкою ма-

ксимального числа ребер графа, що не мiстить пiдграфiв визначеного виду. Цей

напрям отримав назву "екстремальна теорiя графiв". Це вiдносно новий напрям

теорiї графiв, який виник на початку двадцятого столiття пiсля доведення тео-

ремиМантеля тисяча девятсот сьомого року. [1] Мантель вирахував мiнiмально

можливу кiлькiсть ребер в графi G з даною кiлькiстю вершин з властивiстю, що

нiякi три вершини не мiстять хоча б одне, з’єднуюче їх, ребро. Туран узагальнив

результат Мантеля для випадку будь-якої кiлькостi незалежних вершин тисяча

дев’ятсот сорок першого року. [8]

Автор теореми Турана—Пол Туран: математик, професор унiверситету, член

Угорської академiї наук, лауреат премiї Кошута. [9] Тисяча дев’ятсот сорок

першого року Туран довiв свою теорему, що визначає графи порядку n, якi

не мiстять повного пiдграфа Kn порядку n та екстремальнi вiдносно розмiру,

тобто з якомога меншою кiлькiстю ребер. Цi графи отримали назву— графи

Турана. [10] По принципу Дiрiхле, будь-як пiдмножина з n + 1 вершин в графi

Турана не мiстить клiку n + 1. Згiдно з теоремою Турана, граф Турана має ма-

ксимально можливе число ребер серед всiх графiв без клiк розмiру n+ 1 для p

вершин.

Теорема Ердеша-Стоуна розширяє теорему Турана, обмежуючи число ребер в

графi, який має фiксований граф Турана в якостi пiдграфа. Внаслiдок цiєї теоре-

ми в теорiї екстремальних графiв для будь-якого забороненого пiдграфа можна

довести схожi межi, що залежать вiд хроматичного числа пiдграфа. [7]

1.2 Основнi поняття з теорiї графiв

Означення 1.2.1. Загальний неорiєнтований граф—це сукупнiсть G =

(V,E, L), яка складається з трьох множин: V,E, L.
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• V —множина вершин;

• E—множина ребер;

• L—множина петель.

Якщо iснують пари вершин v1, v2 для яких iснують m (m > 1) ребер e, що

з’єднують вершини v1, v2, то цi вершини мають спiльне ребро кратностim.

Означення 1.2.2. Граф без кратних ребер та петель називається простим i

визначається трiйкою G = (V,E).

Означення 1.2.3. Вершини v1, v2 в неорiєнтованому графi називаються сумi-

жними, якщо iснує ребро e ∈ E, що з’єднує цi вершини, до того ж ребро e

називається iнцидентним вершинi v1 та вершинi v2.

Означення 1.2.4. Ребра e1, e2 в неорiєнтованому графi називаються сумiжни-

ми, якщо цi ребра мають спiльнi вершини.

Означення 1.2.5. Сума кiлькостi ребер iнцидентних данiiй вершинi v та подво-

єної кiлькостi iнцидентних їй петель називається степенем або валентнiстю

вершини та позначається deg(v). [11]

Твердження 1.2.1. У будь-якому графi G = (V,E) виконується рiвнiсть∑
v∈V

deg(v) = 2|E|

Це твердження випливає з того, що кожне ребро графа iнцидентне двом верши-

нам, тому воно вносить у суму степенiв усiх вершин рiвно двi одиницi. [12]

Означення 1.2.6. Простий граф називається регулярним, якщо всi його верши-

ни мають однаковий степiнь. [11] Сильно регулярний—граф, у якого кожна

пара сумiжних вершин має однаковий степiнь та кожна пара несумiжних вершин

має однаковий степiнь. [13]

Означення 1.2.7. Граф називається k-дольним (k > 2) якщо всi його вершини

можна розбити на k частин (долей), що не перетинаються, так, що сумiжнi лише

вершини з рiзних долей. [14]
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Означення 1.2.8. Доповненням простого графаG = (V,E) називається граф

G = (V, Ẽ), такий, що двi довiльнi вершини сумiжнi в графiG тодi i тiльки тодi,

коли вони не є сумiжними в графi G. [11]

Означення 1.2.9. Об’єднанням графiв G1 = (V1, E1) та G2 = (V2, E2) нази-

вається граф G = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2) (G = G1 ∪ G2). Якщо V1 ∩ V2 = ∅, то

об’єднання називають прямою сумою. [12]

Означення 1.2.10. Граф G1 = (V1, E1) називається пiдграфом графа G =

(V,E), якщо V1 ⊆ V та E1 ⊆ E.

Важливi класи становлять пiдграфи, якi можна отримати в результатi застосу-

вання до заданого графа операцiй вилучення вершини або ребра.

Означення 1.2.11. Операцiя вилучення вершини v з графа G = (V,E) поля-

гає у вилученi з множиниV елемента v, а з множиниE—усiх ребер iнцидентних

v.

Означення 1.2.12. Операцiя вилучення ребра e з графа G = (V,E) це вилу-

чення елемента e з множини E, в множинi вершин змiн немає.

Означення 1.2.13. Граф G = (V,E) називається повним, якщо будь-якi двi

його вершини сумiжнi. Повний граф з n вершинами позначається Kn. [12]

Означення 1.2.14. Маршрутом (шляхом) у графi G = (V,E) називається

послiдовнiсть

v1, e1, v2, e2, . . . , ek, vk+1

вершин vi i ребер ei таку, що кожнi два сусiднi ребра в нiй мають спiльну вер-

шину, отже ei = (vi, vi+1), i = 1, 2, . . . k. Вершина vi називається початком,

а вершина vk+1 — кiнцем шляху. Усi iншi вершини шляху називаються промi-

жними або внутрiшнiми.

Кiлькiсть ребер у маршрутi— його довжина.

Означення 1.2.15. Маршрут, у якому всi ребра попарно рiзнi називається лан-

цюгом, а той, у якому всi вершини попарно рiзнi— простим ланцюгом.
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Означення 1.2.16. Маршрут називається замкненим (циклiчним), якщо v1 =

vk+1. Замкнений ланцюг називається циклом, а замкнений простий ланцюг—

простим циклом.

Означення 1.2.17. Граф, усi ребра якого утворюють простий цикл довжиною n

позначається Cn. [12]

Означення 1.2.18. Граф, утворений одним простим циклом з трьох вершин

називається трикутником або триангуляцiєю. [15]

Означення 1.2.19. Граф називається зв’язним, якщо будь-яку його пару вер-

шин можна з’єднати деяким маршрутом. [12]

Означення 1.2.20. Властивiсть графа P називається спадковою, якщо з її ви-

конання для графа G випливає виконання й для будь-якого пiдграфа графа

G.

Означення 1.2.21. Нехай P (n) позначає найбiльшу кiлькiсть ребер в графах зi

спадковою властивiстю P та n вершин. Графи G = (V,E) з спадковою власти-

вiстю P , для яких виконується |E| = P (|V |) називаються екстремальними для

цiєї спадкової властивостi. [14]

Означення 1.2.22. Граф без циклiв називається ациклiчним, а ациклiчний

зв’язний граф називається деревом. [12]

Означення 1.2.23. Графи G1 = (V1, E1),G2 = (V2, E2) називаються iзомор-

фними, якщо iснує таке взаємно однозначне вiдображення φ множини вершин

V1 на множину вершин V2, що ребро (v, w) ∈ E1 тодi i тiльки тодi, коли ребро

(φ(v), φ(w)) ∈ E2.

Означення 1.2.24. Граф називається плоским, якщо його дiаграму можна зо-

бразити на площинi таким чином, щоб лiнiї, що вiдповiдають ребрам графа не

перетиналися в точках, що не вiдповiдають його вершинам.
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Означення 1.2.25. Граф G = (V,E) називається планарним, якщо вiн iзомор-

фний деякому плоскому графу. Про планарнi графи кажуть, що вони укладаю-

ться на площинi (мають плоске укладання). [12]

Означення 1.2.26. Зв’язнi областi площини, обмеженi ребрами планарного гра-

фа при його укладцi на площину, називаються гранями, необмежена область—

зовнiшньоюгранню. [14]Межею гранi вважають замкнениймаршрут,щообме-

жує цю грань. [12]

Означення 1.2.27. Граф називається скiнченним, якщо число його ребер скiн-

чене. [16]

Означення 1.2.28. Iнтервальний граф це граф, у якого вершини можуть бути

пов’язанi з iнтервалом на дiйснiй прямiй таким чином, що двi вершини сумiжнi

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi їм iнтервали мають непустий перетин. [17]

Означення 1.2.29. Iнтервальна розмiрнiсть графаG = (V,E) це таке найме-

ше k, для якого iснує k iнтервальних графiв Gi = (V,Ei), 1 6 i 6 k, таких що

E = E1 ∩ · · · ∩ Ek. [18]

Означення 1.2.30. Кограф (додатково звiдний граф)— це граф, який можна

отримати з графа з єдиною вершиною операцiями доповнення та об’єднання

графiв. [19]

Означення 1.2.31. Множина ребер M ⊂ E називається паруванням графа,

якщо нiякi два його ребра не мають спiльної вершини.

Означення 1.2.32. Парування називається досконалим, якщо воно покриває

всi вершини графа. [20]

Означення 1.2.33. Нехай Nk = {1, 2, . . . , k}. Будь-яку вiдображення f : V →

Nk, яке кожнiй вершинi v ∈ V ставить у вiдповiднiсть деяке натуральне число

f(v) ∈ Nk —це розфарбування графа G. Число f(v)— колiр (номер фарби)

вершини v.
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Означення 1.2.34. Розфарбування f графа G— правильне, якщо для будь-

яких його сумiжних вершин v i w виконується f(v) 6= f(w).

В роздiлi екстремальної теорiї графiв є таке поняття як "екстремальнi хара-

ктеристики графiв". Екстремальнi характеристики це розмiри найбiльших або

найменших множин вершин графу або його ребер. Далi наведенi визначення

основних екстремальних характеристик графа.

Означення 1.2.35. Мiнiмальне число k, для якого iснує правильне розфарбу-

вання графа G називається хроматичним числом цього графа i позначається

χ(G).

Означення 1.2.36. Мiнiмальним правильним розфарбуванням графаG на-

зивається правильне розфарбування для k = χ(G). [12]

Означення 1.2.37. Клiкою в неорiєнтованому графi називається пiдмножина

вершин, кожнi двi з яких з’єднанi ребром графа. Розмiр клiки визначається

числом вершин в нiй. [21]

Означення 1.2.38. Максимальна по розмiру клiка—клiка найбiльшої по-

тужностi. Всi максимальнi по розмiру клiки мають однакову потужнiсть, яка

позначається ω(G) та називаається клiковим числом графа G.

Означення 1.2.39. Множина l вершин називається незалежною, якщо мiж

будь-якими двома її вершинами немає ребра.

Протилежна незалежнiй множинi множина— клiка (1.2.29).

Означення 1.2.40. Максимальна незалежна множина l0 —незалежна мно-

жина, яка стає залежною при додаваннi будь-якої вершини.

Означення 1.2.41. Максимальне число βv(G) вершин, якi складають незалежну

множину— число незалежностi графа. [16]
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1.3 Граф Турана

Означення 1.3.1. Граф (1.2.1) Турана T (p, n)—це граф утворений розкладом

p вершин на n приблизно однакових за розмiром пiдмножин, вершини цього

графа з’єднанi ребром, якщо вони належать рiзним пiдмножинам вершин.

Такий граф матиме r = (pmod(n)) пiдмножин розмiром [ pn ] та n − r пiд-

множин розмiру [ pn ]. Таким чином граф Турана— це повний (1.2.13) n−дольний

граф (1.2.7) K[ pn ],[
p
n ],...,[

p
n ],[

p
n ]
.

Будь-який граф Турана є кографом (1.2.30). Таким чином, його можна утворити

з окремих вершин послiдовнiстю операцiй диз’юнктивного об’єднання (1.2.9)

та доповнення (1.2.8). Зокрема, таку послiдовнiсть можна почати утворенням

всiх незалежних множин (1.2.39) графа Турана як диз’юнтивного об’єднання

iзольованих вершин. Тодi весь граф є доповненням диз’юнктивного об’єднання

доповнень цих незалежних множин. Чао та Новацкi (Chao, Novacky, 1982) [2]

показали, що графи Турана хроматично єдинi. Нiкiфоров (Nikiforov, 2005) [5]

використовував графи Турана для знаходження нижньої границi суми k вла-

сних значень графа та його доповнення. Фолс, Повел та Снойiнк (Falls, Powell,

Snoeyink, 2008) [6] розробили ефективний алгоритм для пошуку кластерiв ор-

тологiчних груп генiв в геномi шляхом представлення даних як графа та пошуку

великих пiдграфiв (1.2.10) Турана.

Графи Турана мають деякi геометричнi властивостi. Пор та Вуд (Por, Wood,

2005) [3] двi тисячi п’ятого року дали нижню оцiнку будь-якого трьохвимiрного

вкладення графа Турана. Вiтсенхаузен (Witsenhausen, 1974) [4] виказав гiпо-

тезу, що максимальна сума квадратiв вiдстаней мiж p точками всерединi кулi

в Rd одиничного дiаметру досягається на конфiгурацiї, утворенiй вкладенням

графа Турана у вершини правильного симплекса. ГрафG з p є пiдграфом графа

Турана T (p, n) тодi та тiльки тодi, колиG допускає справедливе розфарбування

(1.2.33) в n кольорiв. Розклад графа Турана на незалежнi множини вiдповiдає

розкладу G на класи кольорiв. Зокрема, граф Турана є єдиним максимальним

графом з p вершинами зi справедливим розфарбуванням в n кольорiв. [7]
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1.3.1 Особливi випадки

Деякi величини параметру n графiв Турана приводять до графiв, якi вивча-

ються окремо. Граф Турана T (2p, p) можна отримати шляхом видалення доско-

налого парування (1.2.32) з повного графа K2p. Як показав Робертс (Roberts,

1969) [22] iнтервальна розмiрнiсть (1.2.29) цього графа дорiвнює p. Цей граф

iнколи називають графом Робертса, наприклад, граф T (6, 3) = K2,2,2 —це граф

правильного октаедра.

Рис. 1: Граф Робертса

Якщо p пар приходять на вечiрку та кожна особа тисне руку всiм крiм свого пар-

тнера, то даний граф описує множину рукостискань та його називають графом

коктейль-вечiрки.
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Рис. 2: Граф коктейль-вечiрки

Граф Турана T(p,2) з парним p—граф Мура.

Рис. 3: Граф Мура

Якщо n—це дiльник p, то граф Турана вважається симетричним та сильно

регулярним. ГрафТуранаT (p, [p3 ])має 3
a2b найбiльших клiк (1.2.37), де 3a+2b =

p, p, b 6 2. Кожна найбiльша клiка (1.2.38) утворюється вибором однiєї вершини

з кожної долi. Це число найбiльших клiк є найбiльшим з можливих серед всiх

графiв з p вершинами, незалежно вiд числа ребер в графi. Цi графи iнколи

називають графами Муна-Мозера. [7]
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Рис. 4: Граф Муна-Мозера

1.4 Прикладнi застосування

Екстремальна теорiя графiв— роздiл теорiї графiв, якиймає великий спектр

прикладних застосувань. Зокрема "проблема клiки тобто задача пошуку макси-

мального повного пiдграфу (клiки) в графi. Ця проблема часто зустрiчається в

прикладних задачах. Наприклад, пошук так званних "кiлeць посилань"— орiєн-

тованих графiв, вершинами якого служать сайти, а ребрами— посилання. Такi

кiльця утворюються шляхом утворення групи сайтiв, власники яких, попарно

цитують сайти одинодного,щобпiдвищити iндекс цитування.Якщопредставля-

ти iнтернет як орiєнтований граф вершинами якого є сайти та кожне посилання

позначатиметься ребром, яке виходить з даної вершини у вершину, яка позначає

сайт на який даний сайт посилається. Для перевiрки певного набору сайтiв на

приналежнiсть до кiльця сайти та посилання зображаються як вершини графа та

його ребра вiдповiдно. Дослiджується числоM =
∑k

i=1

∑l
j=1 f(ai, bj) де k,l—

кiлькiсть вершин дослiджуваного дводольного графа в кожнiй долi вiдповiдно,

f(ai, bj)—ймовiрнiсть iснування ребра з вершини a у вершину b, а M —очi-

кувана кiлькiсть ребер, якi в iнтернетi без кiлець виходять з однiєї долi графа в

iншу. Припускається, що реальна кiлькiсть таких ребер µ та це значення порiв-

нюється зM . [23]
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Також в рамках системи Life Core [24]. В данiй системi представляється метод

оцiнки схожостi родинних трьохвимiрних структур бiлкiв чиДНК-бiлкових ком-

плексiв та їх розбиття на пiдродини. Даний метод базується на евристичному

алгоритмi знаходження геометричного ядра родини структур, яке представля-

ється клiкою. Геометричним ядром називають пiдмножину атомiв для кожної

структури таку, що атоми цих пiдмножин знаходяться у взаємно-однозначнiй

вiдповiдностi та всi вiдстанi мiж ними приблизно рiвнi для рiзних структур. [25]

До тогож пошукмаксимальної клiки часто застосовується в бiоiнформатицi при

комп’ютерному аналiзi геномних баз даних. Наприклад, для пошуку потенцi-

альних регуляторних структур рибонуклеїнових кислот. В хiмiї дана задача ле-

жить в основi пошуку "максимальної спiльної пiдструктури"в графi, що описує

структуру хiмiчного з’єднання. Крiм того, задача пошуку максимальної клiки є

математичною моделлю задач, що виникають при автоматизацiї проектування

радiоелектронної апаратури.

Iснує чимало рiзноманiтних алгоритмiв пошуку максимальної клiки i вони дi-

лять на точнi та наближенi. Серед найвiдомiших розрiзняють алгоритм Брона-

Кербоша та алгоритм Уiлфа. [26]

2 РОЗДIЛ: Теорема Турана

2.1 Формулювання та доведення теореми Мантеля для три-

кутникiв

Теорема 2.1.1. Найбiльша кiлькiсть ребер в графах з p вершинами, якi не

мiстять пiдграф K3 дорiвнює
[
p2

4

]
. Тобто ex(p,K3) =

[
p2

4

]
.

Доведення. Доведення верхньої оцiнки— iндукцiя по числу вершин p.

1. Припустимо, що p—парне число.

База iндукцiї:

p = 2. Враховуючи, що для утворення трикутника (1.2.18) нам потрiбно мiнi-

мум три вершини, то утворений граф з двох вершин трикутникiв у собi мiстити
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не буде. За формулою ex(2, K3) =
[
22

4

]
= 1, а отже припущення iндукцiї справ-

джується так як в графi з двома вершинами ми можемо провести всього одне

ребро.

Iндукцiйний перехiд:

Нехай припущення iндукцiї справджується для p = 2s. Розглядається граф

G = (V,E) з (p + 2) вершинами. Нехай роглядається також граф G
′
= (V

′
, E

′
)

такий, що G′ = G− w1, w2, де w1, w2 —сумiжнi вершини та w1, w2 ∈ V .

Для графа G′ = (V
′
, E

′
) справедливе твердження, що вiн не мiстить трикутни-

кiв, за припущенням iндукцiї справджується для p = 2s, а даний граф мiстить

якраз таку кiлькiсть вершин.

Отже ex(p,K3) =
[
p2

4

]
=
[
(2s)2

4

]
=
[
4s2

4

]
= s2, тобто |E ′| 6 s2.

Отже

|E| 6 s2 + (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1) + 1

де dG(w1)—ребра, що виходять з вершини w1, а dG(w2)—ребра, що виходять

з вершини w2 та 1— це ребро мiж цими вершинами.

ГрафG не мiстить трикутники, тому вершини w1, w2 не можуть бути одночасно

сумiжнi з якоюсь вершиною u ∈ V ′, а отже (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1) 6 p

Отже в нерiвностi

|E| 6 s2 + (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1) + 1

суму (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1) можна замiнити на p тобто— 2s:

|E| 6 s2 + 2s+ 1 = (s+ 1)2 =

[
(4s2 + 8s+ 4

4

]
=

[
(s+ 2)2

4

]
[14].

1. Припустимо, що p—непарне число.

База iндукцiї:

p = 1. За формулою ex(1, K3) =
[
12

4

]
= 0, а отже припущення iндукцiї справ-

джується, адже ми не можемо провести жодного ребра.

Iндукцiйний перехiд:
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Нехай припущення iндукцiї справджується для p = (n − 1)s + r вершин. Роз-

глядається граф G = (V,E) з p + (n − 1) = (n − 1)(s + 1) + r вершинами,

який не мiстить пiдграфiв Kn та мiститься найбiльша кiлькiсть ребер. В графi

G обов’язково знайдеться повний пiдграф з (n− 1) вершинами.

Припустимо супротивне, нехай для будь-яких (n − 1) вершин графа G хоча б

одне ребро з кiнцями в цих вершинах в ньому не мiститься. Тодi оберемо (n−1)

вершину v1, . . . , vn − 1 ∈ V в графi G та якщо e = (vi, vj) /∈ E

Отже ex(p,K3) =
[
p2

4

]
=
[
(2s+1)2

4

]
=
[
4s2+4s+1

4

]
= s2 + s, тобто |E ′| 6 s2 + s.

Отже

|E| 6 s2 + s+ 1 + (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1)

де dG(w1)—ребра, що виходять з вершини w1, а dG(w2)—ребра, що виходять

з вершини w2 та 1— це ребро мiж цими вершинами.

ГрафG не мiстить трикутники, тому вершини w1, w2 не можуть бути одночасно

сумiжнi з якоюсь вершиною u ∈ V ′, а отже (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1) 6 p

Отже в нерiвностi

|E| 6 s2 + (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1) + 1

суму (dG(w1)− 1) + (dG(w2)− 1) можна замiнити на p тобто— 2s+ 1:

|E| 6 s2 + s+ 1 + 2s+ 1 = s2 + 3s+ 2 =

[
(4s2 + 12s+ 9

4

]
=

[
(s+ 3)2

4

]

Доведення нижньої оцiнки.

Повнi дводольнi графиKs,s (у випадку парного p) таKs,s+1 (у випадку непарно-

го p) показують досяжнiсть верхньої оцiнки.
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Рис. 5: Дводольний граф

2.2 Формулювання та доведення теореми для загального ви-

падку

Теорема 2.2.1. При p > 1, n > 3 справджується рiвнiсть

ex(p,Kn) =
(n− 2)(p2 − r2)

2(n− 1)
+
r(r − 1)

2

де r—остача при дiленнi p на (n− 1).

Доведення. Нехай p = (n− 1) · s+ r де 0 6 r 6 n− 2.

Доведення верхньої оцiнки— iндукцiя по s при заданому r.

База iндукцiї:

s = 0. Маємо ex(r,Kn) =
r(r−1)

2 , адже найбiльшу кiлькiсть ребер мiстить повний

граф Kr.

Iндукцiйний перехiд:

Нехай припущення iндукцiї справджується для p = (n− 1)s+ r. Розглядається

граф G = (V,E) з p + (n − 1) = (n − 1)(s + 1) + r вершинами, який не

мiстить пiдграфиKn, але має найбiльшу кiлькiсть ребер. В графiG обов’язково

знайдеться повний пiдграф з (n− 1) вершиною.

Припускається супротивне— нехай для будь-яких (n−1) вершин графаG хоча
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б одне ребро з кiнцями в цих вершинах не мiститься у ньому.

Тодi обирається (n−1) вершина v1, . . . , vn−1 ∈ V в графiG та якщо e = (vi, vj) /∈

E, то додається ребро e до графа G. В результатi отримано граф G0 = G+ e.

В графi G0 вiдсутнi повнi пiдграфи Kn, але ребер бiльше нiж в графi G, а це

протирiччя бо такого не може бути.

Отже в графi G знайдеться такий пiдграф H = Kn−1 та нехай w1, . . . , wn−1 ∈

V —його вершини.

Розглядається граф G
′
= G − w1, . . . , wn−1. Граф G

′
= (V

′
, E

′
) не мiстить

пiдграфiв Kn та для нього справедливе твердження iндукцiї:

|E ′| 6 (n− 2)(p2 − r2)
2(n− 1)

+
r(r − 1)

2

Отже

|E| 6 (n− 2)(p2 − r2)
2(n− 1)

+
r(r − 1)

2
+

(n− 1)(n− 2)

2
+

n−1∑
i=1

(dG(wi)− (n− 2))

де число (n−1)(n−2)
2 —всi ребра пiдграфа H = Kn−1.

Граф G не мiстить пiдграфiв Kn, тому вершини w1, . . . , wn−1 не можуть бути

одночасно сумiжними з якоюсь вершиною u ∈ V ′, звiдки

n−1∑
i=1

(dG(wi)− (n− 2)) 6 p(n− 2)

Аотже |E| 6 (n−2)(p2−r2)
2(n−1) +r(r−1)

2 + (n−1)(n−2)
2 +p(n−2) = (n−2)(p2−r2)+(n−1)2(n−2)+2p(n−1)(n−2)

2(n−1) +

r(r−1)
2 = (n−2)((p+(n−1))2−r2

2(n−1) + r(r−1)
2

Доведення нижньої оцiнки.

Повнi k-дольнi графи Kp1,...,pn−1 при p = (n − 1)s + r, де 0 6 r 6 n − 2,

p1 = . . . = pr = (s + 1), pr+1 = . . . = pn−1 = s показують досяжнiсть верхньої

оцiнки [14].
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Рис. 6: Чотиридольний граф

2.3 Формулювання теореми в термiнах числа незалежностi

Теорема 2.3.1. Яким би не був граф на p вершинах з числом незалежностi α

(1.2.41), для кiлькостi його ребер справедлива така нерiвнiсть:

|E| > (p− r)(p+ r − α)
2α

де r—остача при дiленнi p на α (p = qα + r, 0 6 r 6 α− 1).

Граф Турана для такого формулювання складається з α − r компонент Kq

та r компонент Kq+1. [27]

3 РОЗДIЛ: Задачi

3.1 Розбiр розв’язання екстремальних задач

3.1.1 Батарейки та лiхтарик

a) Є 2n + 1 батарейка (n > 2). Вiдомо, що серед них хороших на одну бiль-

ше, нiж поганих, але якi саме батарейки хорошi, а якi поганi невiдомо. У
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лiхтарик вставляються двi батарейки, при цьому вiн свiтить лише якщо

обидвi хорошi. За яку найменшу кiлькiсть таких спроб можна гаранто-

вано досягти того, щоб лiхтарик свiтився?

b) Та ж задача, але батарейок 2n (n > 2), до того ж хороших та поганих

порiвну. [27]

Розв’язок

Для розв’язання цiєї задачi використовуватиметься формулювання теореми

(2.1.1). Нехай батарейки— вершини графа, ребро позначатиме спробу пiдста-

новки двох батарейок у лiхтарик.

a) За умовою задачi, хороших батарейок n + 1, а поганих n. Всi батарейки

розбиваються на n класiв, в n− 1 класах по двi батарейки та три в ще однiй

та в кожному з класiв всi батарейки попарно пiдставляються в лiхтарик.

Таким чином, хоча б в одному з класiв знайдеться пара хороших батарейок.

Отриманий граф— граф Турана з числом незалежностi n, за означенням

(1.2.39). Використовуємо формулу з теореми

(p− r)(p+ r − α)
2α

Так як p = 2n+ 1, α = n, r = 2n+1
n = 1, то маємо

(2n+ 1− 1)(2n+ 1 + 1− n)
2n

=
(2n)(n+ 2)

2n
= n+ 2

Отже найменша кiлькiсть спроб, за яких можна гарантовано змусити лiхта-

рик свiтитися буде n+ 2.
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Рис. 7: Граф розбиття батарейок на класи

b) Тепер, коли батарейок парна кiлькiсть, хороших батарейок буде n та по-

ганих буде n. Розбивши всi батарейки на класи по двi батарейки кожна,

можливий варiант, коли в кожнiй парi буде по однiй хорошiй та однiй пога-

нiй батарейках. Тому потрiбно утворити два класи по три батарейки, таким

чином навiть якщо одна трiйка мiстить лише поганi батарейки, то в iнших

класах точно знайдеться пара хороших.

Рис. 8: Граф розбиття батарейок на класи

Таким чином отримується граф з числом незалежностi n−1. У цього графа
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p = 2n, α = n− 1, r = 2n
n−1 = 2, отже

(2n− 2)(2n+ 2− n+ 1)

2n− 2
=

(2n− 2)(n+ 3)

2n− 2
= n+ 3

Отже найменша кiлькiсть спроб, за яких можна гарантовано змусити лiхта-

рик свiтитися iз заданими умовами буде n+ 3.

3.1.2 Система точок та вiдрiзкiв на площинi

На площинi вiдмiтили 4nточок, пiсля чого з’єднали вiдрiзками всi париточок,

вiдстань мiж якими дорiвнює рiвно одному сантиметру. Виявилося, що серед

будь-яких n+1точок обов’язково є двi, з’єднанi вiдрiзком. Довести, що всього

проведено не менше 7n вiдрiзкiв. [27]

Розв’язок

Враховуючи, що серед будь-яких n + 1 точок знайдеться не менше двох

з’єднаних вiдрiзком, то число незалежностi цього графа G дорiвнює n. Не-

хай береться довiльна множина вершин Q1 максимальна незалежна (1.2.38)

серед пiдмножин V . В зв’язку з тим, що число незалежностi дорiвнює n, то

|Q1| = n. Згiдно з максимальнiстю множини Q1, множина V/Q1 мiститиме вер-

шини, кожна з якої сумiжна хоча б з однiєю вершиною з Q1. Нехай множина

V/Q1 роздiлена на двi пiдмножиниW1,W2.W1 —множина вершин, якi сумiжнi

з однiєю вершиною з Q1, а W2 —множина вершини якої сумiжнi з двома або

бiльше вершинами з Q1. Припускається, що |W1| 6 2n.

Доведення. Доведення спирається на доведення вiд супротивного.Нехай |W1| >

2n. Тодi в множинi Q1 знайдеться така вершина v, що сумiжна вершинам

v1, v2, v3 ∈ W1. Якщо мiж якимись з цих трьох вершин не проведене ребро,

то в зв’язку з максимальнiстю обраної множини Q1 замiсть вершини v можна

було б додати цi несумiжнi вершини та збiльшити її потужнiсть, проте Q1 вже

максимальної потужностi, отже вершини v, v1, v2, v3 попарно з’єднанi ребрами.

Але за умовою задачi, граф плоский (1.2.25), а на площинi не можливо зобрази-

ти повний граф з чотирьма вершинами та ребрами довжиною 1 сантиметр. Отже

отримуємо суперечнiсть.
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Таким чином отримується, що |W1| 6 2n, а отже мiж вершинами даних

множин проведено 2n ребер. Так як вершини множиниW2 мають принаймнi двi

сумiжнi вершини вQ1, а всього в множинiQ1 n вершин, то мiж цими вершинами

проведено ще принаймнi 2n ребер. В сумi до вершин з множини Q1 проведено

4n ребер.

Надалi розглядається пiдграф графа G утворений вершинами з множини V/Q1

(|V/Q1| = 4n − n = 3n). За умовою в цьому графi серед будь-яких n + 1

точок знайдеться не менше двох з’єднаних вiдрiзком, отже число незалежностi

залишається такимж, тобто дорiвнюєn. Для обчислення кiлькостi ребер в цьому

пiдграфi можна скористатися формулою з теореми (2.3.1)

|E| > (p− r)(p+ r − α)
2α

Де r = 3n
n = 0, отже

|E| > (3n− 0)(3n+ 0− n)
2n

=
3n2̇n

2n
= 3n

Так як ребра в заданому пiдграфi та ребра знайденi при розглядi множиниQ1 —

рiзнi, то для множини ребер графа G справедлива рiвнiсть

|E| > 3n+ 4n = 7n

3.2 Власнi формулювання та розв’язання задач

3.2.1 Заборонений шлях

Знайти числове значення максимальної кiлькостi ребер в графах:

a) ex(12, P3)

b) ex(p, P3)?

Розв’язок

a) Потрiбно знайти максимальну кiлькiсть ребер в графi без шляху (1.2.15)

довжиною два. В такому випадку степiнь (1.2.5) кожної вершини має бути не
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бiльше двох. Для розв’язку данної задачi можна скористатися твердженням

(1.2.1). Оскiльки степiнь кожної вершини 6 1, отже∑12
v=1 deg(v)

2
= |E| 6

∑12
v=1 1

2
=

12

2
= 6

b) Для загального випадку ex(p, P3) потрiбно розглянути два варiанти: p = 2k,

тобто парне та p = 2k + 1, тобто непарне.

Нехай p = 2k. З умови задачi, граф не повинен мiстити шляхи довжиною

два, отже степiнь кожної вершини 6 1. Тодi за твердженням (1.2.1)∑p
v=1 deg(v)

2
= |E| 6

∑2k
v=1 1

2
=

2k

2
= k

Тепер нехай p = 2k + 1. Аналогiчно за твердженням (2.1.1)∑p
v=1 deg(v)

2
= |E| 6

∑2k+1
v=1 1

2
=

2k + 1

2
= k +

1

2

Зрозумiло, що половини ребра не може бути в графi, тому береться лише

цiла частина k. Тобто при максимальнiй кiлькостi ребер при непарнiй кiль-

костi вершин одна вершина матиме степiнь нуль, а всi iншi— одиницю.

Таким чином незалежно вiд того парна кiлькiсть вершин у графа чи нi,

максимальна кiлькiсть ребер без P3 дорiвнюватиме
[
p
2

]
.

3.2.2 Перестановки чисел

По колу проти годинникової стрiлки в порядку зростання розташованi числа

вiд 1 до n. Дозволяється будь-якi два числа, що розташованi поряд, помiняти

мiсцями. Яку найменшу кiлькiсть таких перстановок необхiдно зробити, щоб

в результатi кожнi два сусiднi числа залишилися сусiднiми, але були розта-

шованi за годинниковою стрiлкою?

Розв’язок

Нехай числа розташованi на вершинах правильного n−кутника, якi вiдповiда-

ють вершинам шуканого графа. Мiж вершинами проводиться ребро, якщо вони

не взаємодiють при перестановцi. Легко помiтити, що серед будь-яких трьох
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вершин, щоб їхнiй порядок змiнився обов’язково хоча б двi вершини повиннi

помiнятися мiсцями. Тобто в будь-якiй трiйцi вершин двi не будуть з’єднанi

ребром, а отже в цьому графi не буде трикутникiв. За теоремою (2.1.1) в цьому

графi проведено ребер не бiльше
[
n2

4

]
, а отже не проведено неменше n(n−1)

2 −
[
n2

4

]
ребер. Тобто кiлькiсть перестановок не менше n(n−1)

2 −
[
n2

4

]
.

Приклад

Для того, щоб показати точнiсть даної оцiнки розглядається приклад. Множина

вершин дiлиться на двi пiдмножини вiдносно уявної осi, яка проведена таким

чином, що роздiляє вершини на двi з потужностями
[
|V |
2

]
та |V | −

[
|V |
2

]
вiдпо-

вiдно. Вершини по одну сторону осi належать однiй пiдмножинi. Це графiчно

зображено на рисунку 9.

Рис. 9: Множина вершин

Для того, щоб порядок розташування чисел змiнився, в кожнiй пiдмножинi

потрiбно поставити вершини в зворотньому порядку. За умовами задачi, пере-

ставляти можна лише числа, що стоять поруч, тому в кожнiй пiдмножинi кожен

елемент буде попарно мiнятися мiсцями з iншими вершинами, тобто 1 мiняє-

ться з 2, 1 з 3, 1 з 4, · · · , 1 з 6 i далi аналогiчно з iншими числами множини.

Ребра проводяться лише мiж вершинами, якi не взаємодiяли при перестановцi.

Таким чином, ми отримуємо дводольний граф Турана без трикутникiв (рисунок

10).
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Рис. 10: Дводольний граф Турана

Отже, за теоремою Турана вiдомо, що кiлькiсть ребер у графi Турана дорiвнює[
n2

4

]
, отжe кiлькiсть ребер не проведених в цьому графi:

n(n− 1)

2
− [

n2

4
]

3.2.3 Хроматичне число

1. Нехай граф має дванадцять вершин та хроматичне число (1.2.35) дорiвнює

чотири. Яка максимальна кiлькiсть ребер в цьому графi може бути?

Розв’язок

За означенням, хроматичне число це кiлькiсть класiв (кольорiв), в межах яких

вершини не сумiжнi, отже отримується чотиридольний граф, в якому ребра

проведенi лише мiж вершинами рiзних долей. Отже, це граф Турана T (12, K5).

Тодi за формулою можна обрахувати кiлькiсть ребер в ньому:

(n− 2)(p2 − r2)
2(n− 1)

+
r(r − 1)

2

Так як p = 12, n = 5, r = pmod(n− 1) = 0, то
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(n− 2)(p2 − r2)
2(n− 1)

+
r(r − 1)

2
=

(5− 2)(122 − 02)

2(5− 1)
+

0(0− 1)

2
= 54

2. Нехай граф має p вершин та хроматичне число дорiвнює n. Яка максималь-

на кiлькiсть ребер в цьому графi може бути?

Розв’язок

За означенням, хроматичне число це кiлькiсть класiв (кольорiв), в межах яких

вершини не сумiжнi, отже отримується n−дольний граф, в якому ребра про-

веденi лише мiж вершинами рiзних долей. Отже, це граф Турана T (p,K(n+1)).

Таким чином за формулою з теореми (2.2.1) отримуємо, що шукане значення

дорiвнює

(n− 2)(p2 − r2)
2(n− 1)

+
r(r − 1)

2
=

(n− 1)(p2 − r2)
2n

+
r(r − 1)

2

де r = pmod(n− 1).

3.2.4 Першокурсники

1.Напершийкурс бакалавратуфакультету iнформатики вКиєво-Могилянськiй

академiї було прийнято 150 абiтурiєнтiв. Скiльки пар першокурсникiв на фа-

культетi достатньо перезнайомити так, щоб гарантовано з’явилася трiйка

попарно знайомих?

Розв’язок

Нехай першокурсники це вершини деякого графа, двi вершини з’єднуються

ребром, якщо вiдповiднi першокурсники познайомились. Якщо серед усiх абi-

турiєнтiв немає трiйки попарно знайомих, то граф, який зобразить статус всiх

першокурсникiвфакультету нематиме трикутникiв. Це випадок теоремиТурана

для трикутникiв, тобто теорема Мантеля (2.1.1), тож користуючись формулою
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для знаходження максимальної кiлькостi ребер можна знайти максимальну кiль-

кiсть пар абiтурiєнтiв, якi можна перезнайомити, щоб нiяка трiйка з них не були

знайомi.

ex(150, K3) =

[
1502

4

]
= 5625

Отриманий граф це граф Турана T (150, K3), тобто дводольний граф, в якому

з’єднанi ребрами лише вершини з рiзних долей. В даному графi клiкове число

(1.2.37) дорiвнюватиме двом, а в шуканому графi максимальна по розмiру клiка

повинна мiстити три вершини та бути єдиною. Таким чином, щоб гарантовано

знайшлась трiйка знайомих, в такому графi повинна з’явитися пiдмножина вер-

шин, в якiй три вершини попарно з’єднанi ребрами. Для цього мiж довiльними

двома вершинами з однiєї долi потрiбно провести одне ребро, тобто познайо-

мити ще одну пару студентiв. Отже вiдповiдь— 5626.

2. На перший курс бакалаврату факультету економiки в Києво-Могилянськiй

академiї було прийнято 235 абiтурiєнтiв. Скiльки пар першокурсникiв на фа-

культетi достатньо перезнайомити так, щоб на факультетi гарантовано

з’явилася четвiрка попарно знайомих студентiв?

Розв’язок

Нехай першокурсники це вершини деякого графа, двi вершини з’єднуються

ребром, якщо вiдповiднi першокурсники познайомились. Якщо серед усiх абi-

турiєнтiв немає четвiрки попарно знайомих, то граф, який зобразить статус всiх

першокурсникiв факультету не мiститиме повних графiв на чотирьох вершинах.

Це випадок теореми Турана для K4. Для знаходження кiлькостi ребер в такому

графi використовується формула з теореми (2.2.1).

ex(235, K4) =
(n− 2)(p2 − r2)

2(n− 1)
+
r(r − 1)

2

де n = 4, p = 235, r = pmod(n− 1) = 1

ex(235, K4) =
(4− 2)(2352 − 12)

2(4− 1)
+

1(1− 1)

2
=

2(2352 − 1)

6
= 18408

В даному графi клiкове число (1.2.37) дорiвнюватиме трьом, а в шуканому

графi максимальна по розмiру клiка повинна мiстити чотири вершини та бути
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єдиною. Таким чином, щоб гарантовано знайшлась четвiрка знайомих, в такому

графi повинна з’явитися пiдмножина вершин, в якiй чотири вершини попарно

з’єднанi ребрами. Для цього мiж довiльними двома вершинами з однiєї долi

потрiбно провести одне ребро, тобто познайомитище одну пару студентiв. Отже

вiдповiдь— 18409.
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Висновки

В екстремальнiй теорiї графiв одна з фундаментальних теорем— теорема

Турана. Ця теорема має декiлька формулювань в рiзних термiнах теорiї гра-

фiв та рiзнi прикладнi застосування. В цiй роботi зiбрано основнi вiдомостi

про такий напрям теорiї графiв, як екстремальна теорiя графiв, а особливо її

прикладнi застосування. Зокрема проблема клiки та сфери її використання. А

також вiдомостi про теорему Турана та графи Турана. Також розбiр використа-

ння теореми та елементiв екстремальної теорiї графiв для розв’язання певних

задач цього роздiлу та власносформульованих задач.
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