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Вступ

Метою даної кваліфікаційної роботи є детальний аналіз комбінаторної теореми про нулі.

Дослідження спрямоване на виявлення нових методів розв’язання різного роду задач, що

пов’язані з комбінаторикою, теорією множин та графів.

Конкретні завдання дослідження передбачають:

• Зробити огляд основних понять з теорії многочленів та формулювання комбінаторної

теореми про нулі, продемонструвати її застосування у альтернативному доведені теорем.

• Розглянути постановку задачі з існування магічної розмітки графів у полі ℤ𝑝𝑝 та її

застосування на часткових прикладах.
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Нехай 𝐹𝐹 – довільне поле та 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) в полі многочленів від 𝑛𝑛 змінних 𝐹𝐹 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 .

Нехай 𝑆𝑆1, … , 𝑆𝑆𝑛𝑛 непорожні підмножини 𝐹𝐹, тоді визначимо многочлен від змінної 𝑥𝑥𝑖𝑖: 𝑔𝑔𝑖𝑖 =

∏𝑠𝑠∈𝑆𝑆𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑠𝑠). Якщо многочлен 𝑓𝑓 рівний нулю в кожній точці, координати якої є коренями

𝑔𝑔1, … ,𝑔𝑔𝑛𝑛 (так, що 𝑓𝑓 𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝑛𝑛 = 0 для всіх 𝑠𝑠 ∈ 𝑆𝑆𝑖𝑖), то існують такі многочлени ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛 ∈

𝐹𝐹 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 , що

𝑓𝑓 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

ℎ𝑖𝑖𝑔𝑔𝑖𝑖

та задовольняють умову deg ℎ𝑖𝑖 ≤ deg 𝑓𝑓 − deg(𝑔𝑔𝑖𝑖).
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Комбінаторна теорема про нулі I



Нехай 𝐹𝐹 – довільне поле та 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) в полі многочленів від 𝑛𝑛 змінних 𝐹𝐹 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 .

Припустимо, що степінь deg 𝑓𝑓 = ∑𝑖𝑖=𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑘𝑘𝑖𝑖, де кожне 𝑘𝑘𝑖𝑖 – невід’ємне ціле число, а коефіцієнт

∏𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑖𝑖 є ненульовим. Тоді для довільних підмножин 𝑆𝑆1, … , 𝑆𝑆𝑛𝑛 ⊆ 𝐹𝐹 таких, що 𝑆𝑆𝑖𝑖 > 𝑘𝑘𝑖𝑖 ,

існують такі 𝑠𝑠𝑖𝑖 ∈ 𝑆𝑆𝑖𝑖, які задовольняють твердження

𝑓𝑓 𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝑛𝑛 ≠ 0
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Комбінаторна теорема про нулі II



Задача 1

Для двох довільних множин 𝐴𝐴,𝐵𝐵 їхня сума 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 визначається {𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 | 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴, 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵}. Тоді

для довільного простого числа 𝑝𝑝 та 𝐴𝐴,𝐵𝐵 ∈ ℤ𝑝𝑝

|𝐴𝐴 + 𝐵𝐵| ≥ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑝𝑝, |𝐴𝐴| + |𝐵𝐵| − 1}

При проведенні доведення, визначаємо многочлен:

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = �
𝑐𝑐∈𝐶𝐶

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 𝑐𝑐)
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Задача 2

Нехай (𝑎𝑎1, . . . ,𝑎𝑎2𝑝𝑝−1) є послідовністю чисел в ℤ𝑝𝑝, де 𝑝𝑝 – просте число. Тоді існує така 
підпослідовність довжини 𝑝𝑝, що сума її елементів рівна нулю.

1) При 𝑎𝑎𝑖𝑖+𝑝𝑝−1 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 твердження 𝑎𝑎𝑖𝑖 =. . . = 𝑎𝑎𝑖𝑖+𝑝𝑝−1 є очевидним так, що 𝑎𝑎𝑖𝑖+. . . +𝑎𝑎𝑖𝑖+𝑝𝑝−1 =

= 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑖𝑖 ≡ 0(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝)

2) При 𝑎𝑎𝑖𝑖+𝑝𝑝−1 > 𝑎𝑎𝑖𝑖 варто розглянути такі множини 𝐴𝐴𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 ,𝑎𝑎𝑖𝑖+𝑝𝑝−1 :

|𝐴𝐴1+. . . +𝐴𝐴𝑝𝑝−1| ≥ 𝑝𝑝
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Задача 3

Нехай 𝑘𝑘,𝑛𝑛 ∈ ℕ та 𝑝𝑝 – просте число. Тоді існують такі 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∈ ℤ

𝑥𝑥1𝑘𝑘+. . . +𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 𝑛𝑛 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝)

При проведенні доведення, визначаємо многочлен:

𝑓𝑓(𝑥𝑥1𝑘𝑘 , . . . , 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘) = �
𝑗𝑗∈ℤ𝑝𝑝\{𝑛𝑛}

(𝑥𝑥1𝑘𝑘+. . . +𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑗𝑗)
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Задача 4

Нехай 𝐻𝐻1, … ,𝐻𝐻𝑚𝑚 – сімейство гіперплощин в 𝑅𝑅𝑛𝑛, що покривають всі вершини одиничного куба 
{0,1}𝑛𝑛, окрім однієї. Доведіть, що 𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛.

При проведенні доведення, визначаємо многочлен:

𝑃𝑃 𝑥𝑥 = −1 𝑛𝑛+𝑚𝑚�
𝑗𝑗=1

𝑚𝑚

𝑏𝑏𝑗𝑗�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 1 −�
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑖𝑖
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Задача 4
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Задача 5

Нехай 𝑝𝑝 – просте число і 𝐺𝐺(𝑉𝑉,𝐸𝐸) – граф, в якому множину вершин можна описати |𝑉𝑉| > 𝑑𝑑(𝑝𝑝 −
1). Доведіть існування непорожньої множини 𝑈𝑈 вершин 𝐺𝐺 такої, що кількість клік графа 𝐺𝐺, що 
мають хоча б 𝑑𝑑 вершин в 𝑈𝑈, ділиться на 𝑝𝑝.

При проведенні доведення, визначаємо многочлени:

𝐹𝐹 = �
𝑣𝑣∈𝑉𝑉

1 − 𝑥𝑥𝑣𝑣 − 1 + 𝐺𝐺,

де 𝐺𝐺 = [ �
∅≠𝐼𝐼⊂𝑉𝑉

(−1)|𝐼𝐼|+1𝐾𝐾(𝐼𝐼)�
𝑖𝑖∈𝐼𝐼

𝑥𝑥𝑖𝑖]𝑝𝑝−1
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Магічна розмітка графів

Магічний граф – це вид графів, ребра якого позначені цілими додатними числами 𝑥𝑥𝑖𝑖 так, що 
сума чисел на ребрах, інцидентній кожній вершині 𝑣𝑣𝑖𝑖 для 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, є однаковою.
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Магічна розмітка графів

Нехай 𝐺𝐺 = 𝑉𝑉,𝐸𝐸 , 𝑉𝑉 𝐺𝐺 = 𝑛𝑛 – кількість вершин графу 𝐺𝐺, а |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| = 𝑚𝑚 – кількість ребер у 

полі ℤ𝑝𝑝, де 𝑝𝑝 ≥ 3 є простим числом. Оскільки 𝐸𝐸 = 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑚𝑚 , можемо записати формулу 

многочленів 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑚𝑚):

𝑓𝑓𝑡𝑡(�𝑥𝑥) = 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑚𝑚) = �
𝑣𝑣∈𝑉𝑉

(1 − (𝑡𝑡 − �
𝑣𝑣∈𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖 )𝑝𝑝−1)
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Магічний граф G(3,3) в ℤ𝟑𝟑
𝑓𝑓1(�𝑥𝑥) = (1 − (1 − (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2))2) � (1 − (1 − (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3))2) � (1 − (1 − (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3))2)

Варто зауважити, що 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑓𝑓1(�𝑥𝑥)) = 6. 

{-x1^4 x2^2, - 2 x1^3 x2^3, - x1^2 x2^4, - 2 x1^4 x2 x3, 
- 6 x1^3 x2^2 x3, - 6 x1^2 x2^3 x3, - 2 x1 x2^4 x3, 
- x1^4 x3^2, - 6 x1^3 x2 x3^2, - 10 x1^2 x2^2 x3^2, 
- 6 x1 x2^3 x3^2, - x2^4 x3^2, - 2 x1^3 x3^3, 
- 6 x1^2 x2 x3^3, - 6 x1 x2^2 x3^3, - 2 x2^3 x3^3, 
- x1^2 x3^4, - 2 x1 x2 x3^4, - x2^2 x3^4}
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Приклад одночлена:2𝑥𝑥12𝑥𝑥22𝑥𝑥32



Магічний граф G(3,3) в ℤ𝟑𝟑
𝑓𝑓1(�𝑥𝑥) = (1 − (1 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 )2) � (1 − (1 − (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3))2) � (1 − (1 − (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3))2)

Маємо, що 𝑆𝑆𝑖𝑖 = {1, 2} для 𝑖𝑖 = 1, 2, 3. Проте такі 𝑆𝑆𝑖𝑖
не можуть існувати тому, що |𝑆𝑆𝑖𝑖| = 3 для 𝑖𝑖 = 1, 2, 3. 
Звідси, можемо зробити висновок про неможливість 
застосування Комбінаторної теореми про нулі 
до даного прикладу. 
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Магічний граф G(6,12) в ℤ𝟑𝟑
𝑓𝑓1 �𝑥𝑥 = 1 − (0 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 )2 � 1 − (1 − 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥7 )2 �
� 1 − (1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥8 + 𝑥𝑥10 )2 � 1 − (1 − 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥8 + 𝑥𝑥9 + 𝑥𝑥11 )2 �
� 1 − (1 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥10 + 𝑥𝑥11 + 𝑥𝑥12 )2 � 1 − (1 − 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥7 + 𝑥𝑥9 + 𝑥𝑥12 )2
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Магічний граф G(6,13) в ℤ𝟑𝟑
𝑓𝑓1 �𝑥𝑥 = 1 − (1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 )2 � 1 − (1 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥7 + 𝑥𝑥8 )2 �
� 1 − (1 − 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥7 + 𝑥𝑥9 + 𝑥𝑥13 )2 � 1 − (1 − (𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥8 + 𝑥𝑥9 + 𝑥𝑥11 + 𝑥𝑥12))2 �
� 1 − (1 − (𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥10 + 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥13))2 � 1 − (1 − (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥10 + 𝑥𝑥11))2
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Магічний граф G(6,8) в ℤ𝟓𝟓
𝑓𝑓1 �𝑥𝑥 = 1 − (1 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 )4 � 1 − (1 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 )4 �

� 1 − (1 − 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥7 )4 � 1 − (1 − 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 )4 �
� 1 − (1 − 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥7 + 𝑥𝑥8 )4 � 1 − (1 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥8 )4
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Магічний граф G(6,8) в ℤ𝟓𝟓
𝑓𝑓0 �𝑥𝑥 = 1 − (0 − 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 )4 � 1 − (0 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥7 )4 �
� 1 − (0 − 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥6 )4 � 1 − (0 − 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 )4 �
� 1 − (0 − 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥7 + 𝑥𝑥8 )4 � 1 − (0 − (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥8))4
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Прикладні застосування

• Застосування при доведенні багатьох теорем (Бухбергера, Стікельбергера, Акса-Гротендіка, 
Борсука-Улама)

• Coq – програмне забезпечення, дозволяючи записувати математичні теореми і їхні
доведення, починаючи гіпотези

• Напіввизначене програмування – галузь, що використовується для оптимізації лінійних 
цільових функцій
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