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Анотацiя

Завдання полягає в розробцi ефективного методу кластеризацiї, який дозво-
ляє iдентифiкувати ймовiрнiснi зв’язки в даних за допомогою моделi сумiшi
Гауса (GMM). Метод передбачає використання параметричного пiдходу для
моделювання кластерiв у виглядi гаусiан iз заданими середнiми, коварацiйни-
ми матрицями та ваговими коефiцiєнтами. GMM забезпечує м’яке кластери-
зування, дозволяючи оцiнювати належнiсть кожної точки до кiлькох класте-
рiв одночасно. Це дає змогу аналiзувати складнi структури даних i виявляти
прихованi патерни з високою точнiстю.
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1 Вступ

1.1 Актуальнiсть

Гаусовi сумiшi (Gaussian Mixture Models, GMM) та методи максимiзацiї ма-
тематичного сподiвання (Expectation-Maximization, EM) є надзвичайно акту-
альними в сучасних дослiдженнях i застосуваннях через їх унiверсальнiсть,
ефективнiсть i широке застосування у багатьох галузях науки, технiки та
економiки.

Гаусовi сумiшi є потужним iнструментом для моделювання складних роз-
подiлiв даних. Завдяки своїй здатностi до моделювання нелiнiйних залежно-
стей, GMM широко використовуються у задачах кластеризацiї, оцiнки щiль-
ностi розподiлу та вiзуалiзацiї даних.

Методи максимiзацiї математичного сподiвання є стандартним пiдходом
до розв′язання задач оптимiзацiї, де данi мають прихованi змiннi або спо-
стереження є неповними. Алгоритм EM ефективно застосовується у задачах
кластеризацiї, наприклад, для iдентифiкацiї прихованих структур у великих
наборах даних, що актуально для сучасних технологiй обробки iнформацiї,
зокрема:

• Обробка зображень та сигналiв.

• Розпiзнавання образiв i мови.

Також Гаусовi сумiшi використовуються в задачах автоматизацiї, напри-
клад, у розробцi систем для автономних транспортних засобiв, де кластери-
зацiя та прогнозування є ключовими компонентами. У медицинi GMM допо-
магають аналiзувати медичнi зображення для дiагностики захворювань. У
сферi фiнансiв вони дозволяють моделювати розподiли ризикiв та оцiнювати
складнi iнвестицiйнi портфелi.

Поєднання гаусових сумiшей та EM-алгоритму забезпечує мiцну матема-
тичну основу для вирiшення задач, де необхiдно працювати iз ймовiрнiсними
моделями. Це стимулює подальший розвиток методiв нелiнiйної оптимiзацiї,
стохастичних алгоритмiв та глибокого навчання.
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1.2 Мета, завдання дослiдження

Розробка, аналiз i застосування математичних методiв та алгоритмiв, засно-
ваних на гаусових сумiшах i методi максимiзацiї математичного сподiвання
(EM-алгоритмi), для вирiшення прикладних задач кластеризацiї, оцiнки па-
раметрiв ймовiрнiсних моделей та обробки даних.

• Дослiдити математичнi основи гаусових сумiшей, їх властивостi та мо-
жливостi застосування у моделюваннi даних.

• Вивчити метод максимiзацiї математичного сподiвання, його математи-
чне обґрунтування та умови ефективностi.

• Розробити алгоритми для навчання моделей гаусових сумiшей iз засто-
суванням EM-методу.

• Спробувати EM-алгоритм у задачах оцiнки параметрiв для багатомодаль-
них розподiлiв, що часто зустрiчаються у реальних даних.

• Провести порiвняльний аналiз запропонованих методiв з iншими пiдхо-
дами кластеризацiї та оцiнки параметрiв.

• Розглянути приклад, де гаусовi сумiшi та EM-алгоритм можуть проде-
монструвати свою ефективнiсть.
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2 Основнi теореми та означення

2.1 Теоретичнi основи та приклад використання GMM

Означення 1 . Некероване навчання (unsupervised learning) - це пiдхiд
у машинному навчаннi, де на вiдмiну вiд навчання з учителем (supervised
learning), алгоритми виявляють закономiрностi виключно на основi немар-
кованих даних [1].

Означення 2 . Модель сумiшi Гауса - це технiка м′якого кластерезува-
ння, яка визначає ймовiрнiсть точки належати кластеру при неконтро-
льованому навчаннi. Ця модель складається з Гаусiан, якi позначаються
через 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾., в наборi даних 𝐾 - це кiлькiсть кластерiв. Кожна
компонента Гаусiана характеризується такими параметрами для класте-
ру 𝑘:

1. 𝜇𝑘 - середнє значення, яке визначає центр розподiлу.

2. Σ𝑘 - коварiацiйна матриця, яка визначає форму та ширину розподiлу

(див. [2]).

Означення 3 . Математичним сподiванням (середнiм значенням)

випадкової величини 𝜉 = 𝑓(𝜔) називають значення iнтеграла Лебега:

E[𝜉] =
∫︁

𝑓(𝑥)𝑃 (𝑑𝑥),

де 𝑃 - це iмовiрнiсна мiра, яка визначає ймовiрнiсть подiй на просторi еле-
ментарних подiй.

Для випадкового вектора 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛), математичне сподiвання
визначається як вектор:

E[𝜉] = (E[𝜉1],E[𝜉2], . . . ,E[𝜉𝑛]) .

Для абсолютно неперервної випадкової величини 𝜉, яка має функцiю гу-
стини 𝑓𝜉(𝑥), математичне сподiвання визначається як:

E[𝜉] =
∫︁ +∞

−∞
𝑥𝑓𝜉(𝑥) 𝑑𝑥,
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за умови збiжностi iнтеграла:∫︁ +∞

−∞
|𝑥|𝑓𝜉(𝑥) 𝑑𝑥 < ∞.

(див. [3]).

Математичне сподiвання є ключовою операцiєю пiд час E-кроку EM(очiкування-
максимiзацiї) алгоритму, що використовується для оцiнювання параметрiв
моделi сумiшi Гауса.

Означення 4 . Нехай 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) - випадковий вектор з координатами,
що мають скiнченну дисперсiю. Тодi його коварiацiйною матрицею на-
зивається квадратна матриця розмiру 𝑛×𝑛, елементи якої визначаються
як:

Cov(𝜉) = (Cov(𝜉𝑖, 𝜉𝑗))
𝑛
𝑖,𝑗=1 ,

де Cov(𝜉𝑖, 𝜉𝑗) = E[(𝜉𝑖 −E[𝜉𝑖])(𝜉𝑗 −E[𝜉𝑗])] - коварiацiя мiж змiнними 𝜉𝑖 та 𝜉𝑗

(див. [4]).

Означення 5 . Функцiєю розподiлу випадкової величини 𝜉 називається
функцiя 𝐹𝜉(𝑥), яка для кожного дiйсного числа 𝑥 ∈ R визначається як ймо-
вiрнiсть того, що 𝜉 набуває значення менше 𝑥:

𝐹𝜉(𝑥) = P(𝜉 < 𝑥), 𝑥 ∈ R

(див. [4]).

Означення 6 . Функцiя Q - ймовiрнiсть того, що нормальна (гауссова)
випадкова величина набуде значення, бiльше нiж x.

𝑄(𝑥) = 1− Φ(𝑥), (1)

де Φ(𝑥) - функцiя розподiлу стандартного нормального закону [5].

Означення 7 . Багатовимiрний нормальний розподiл. Нехай 𝜇⃗ ∈ R𝑚

є вектором математичного сподiвання, а Σ ∈ R𝑚×𝑚 - симетрична додатно
визначена матриця коварiацiї. Кажуть, що випадковий вектор 𝜉 ∈ R𝑚 має
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багатовимiрний нормальний розподiл з параметрами 𝜇⃗ та Σ, якщо його
щiльнiсть ймовiрностi задається формулою:

𝑓𝜉(𝑥⃗) =
1

(2𝜋)𝑚/2| detΣ|1/2
exp

{︂
−1

2
(𝑥⃗− 𝜇⃗)⊤Σ−1(𝑥⃗− 𝜇⃗)

}︂
(2)

(див. [6]). де detΣ - визначник коварiацiйної матрицi, 𝑚 - розмiрнiсть
вектора, а 𝑥⃗− 𝜇⃗ - вiдхилення вiд середнього значення.

Такий розподiл позначається як 𝒩 (𝜇⃗,Σ) i називається багатовимiрним
нормальним розподiлом з математичним сподiванням 𝜇⃗ та коварiацiєю Σ.
Вiн узагальнює звичайний одномiрний нормальний розподiл на випадок ве-
кторних величин.

Теорема 1 . Ймовiрнiсть у GMM. Ймовiрнiсть спостереження 𝑥𝑖 в мо-
делi сумiшi 𝐾 гаусiвських компонент виражається як:

𝑓(𝑥) =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 𝜙(𝑥|𝜇𝑘,Σ𝑘), (3)

де 𝜙(𝑥 | 𝜇𝑘,Σ𝑘) - багатовимiрна нормальна щiльнiсть ймовiрностi для 𝑘-ої
компоненти, яка описує ймовiрнiсть для точки 𝑥 з параметрами 𝜇𝑘 та Σ𝑘,
а 𝜋𝑘 - це ваговий коефiцiєнт або пропорцiя змiшування 𝑘-го компоненту [2].

Приклад. Сумiш двох одномiрних нормальних розподiлiв.
Розглянемо просту модель сумiшi двох нормальних розподiлiв:

𝑥 ∼ 0.5 · 𝒩 (−2, 1) + 0.5 · 𝒩 (2, 1),

що означає: кожне спостереження 𝑥 з iмовiрнiстю 0,5 походить з нормального
розподiлу 𝒩 (−2, 1) або з 𝒩 (2, 1).

На вiдмiну вiд одного нормального розподiлу, така модель дозволяє опи-
сувати складнiшi форми функцiї густини. У цьому випадку результатом є
двомодальна густина, тобто функцiя з двома вершинами. Вона не є одним
гаусiвським розподiлом, але є прикладом моделi сумiшi Гауса (GMM) з дво-
ма компонентами (див. Рис. 1).
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Рис. 1: Сумiш двох нормальних розподiлiв: 𝒩 (−2, 1) i 𝒩 (2, 1) з однаковими
вагами, використовуючи Python.

2.2 Теоретичнi основи EM-алгоритму

Означення 8 . Кластеризацiя - це пiдхiд неконтрольованого машинного
навчання, вона автоматично класифiкує данi в групи вiдповiдно до подiбно-
стi критерiїв [1].

Приклад. У нас є набiр блокiв рiзної форми (квадрати, кола, трикутни-
ки) i кольору (червонi, синi, зеленi). Завдання - розташувати цi блоки на
площинi за певними правилами. Тодi ми можемо використати такi кластери-
зацiї:

• Варiант 1. Сортування за кольором Ми вирiшуємо розташувати блоки
групами одного кольору. Наприклад:

– У верхньому лiвому кутi ми розмiщуємо всi червонi блоки, незалежно
вiд їх форми.

– У верхньому правому - синi блоки.

– У нижнiй частинi - зеленi блоки.

• Варiант 2. Сортування за формою. Наприклад:

- У верхнiй частинi ми розмiщуємо всi квадрати, незалежно вiд їх кольору.
- У нижньому лiвому кутi - всi кола.
- У нижньому правому кутi - всi трикутники.
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Рис. 2: Цей приклад демонструє, як однаковий набiр даних можна кластери-
зувати за рiзними критерiями - в залежностi вiд обраної ознаки.

Означення 9 . Алгоритм очiкування-максимiзацiї (EM) - це алго-
ритм, що знаходить оцiнки параметрiв максимальної правдоподiбностi в
задачах, де деякi змiннi не спостерiгаються (див. означення 12) [2].

Зауваження 1 . Очiкування–максимiзацiя (EM) для GMM.

EM-алгоритм для оцiнки параметрiв моделi гаусiвських сумiшей (GMM)
складається з двох основних крокiв. Його застосування до GMM включає:

• E-крок (Expectation step): обчислення ймовiрностi належностi ко-
жного спостереження 𝑥𝑖 до 𝑘-го кластера на основi поточних параме-
трiв моделi, тобто вiдповiдальностi 𝛾𝑖𝑘 (детальнiше про 𝛾𝑖𝑘 див. фор-
мулу EM-алгоритму нижче (7)).

• M-крок (Maximization step): оновлення параметрiв моделi 𝜃 = (𝜋𝑘,𝜇𝑘,Σ𝑘)

для максимiзацiї очiкуваної лог-правдоподiбностi:

𝜋𝑘 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑘, 𝜇𝑘 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝛾𝑖𝑘 · x𝑖∑︀𝑁

𝑖=1 𝛾𝑖𝑘
, Σ𝑘 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝛾𝑖𝑘(x𝑖 − 𝜇𝑘)(x𝑖 − 𝜇𝑘)

⊤∑︀𝑁
𝑖=1 𝛾𝑖𝑘

де 𝑁 - загальна кiлькiсть спостережень, 𝜋𝑘 - апрiорнi ймовiрностi (ваги)
компонент, 𝜇𝑘 - середнi вектори, а Σ𝑘 - коварiацiйнi матрицi 𝑘-тої компо-
ненти [2].

Теорема 2 . EM-алгоритм оцiнювання параметрiв 𝜃 = (𝜋𝑘, 𝜇𝑘,Σ𝑘) визна-
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чається як розв ′язок рiвняння:

𝑄(𝜃|𝜃(𝑡)) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛾(𝑧𝑖𝑘) log (𝜋𝑘 𝜙(𝑥|𝜇𝑘,Σ𝑘)) , (4)

де 𝜃 = (𝜋𝑘, 𝜇𝑘,Σ𝑘) - сукупнiсть параметрiв гаусiвської сумiшi, якi оцiнюю-
ться в EM-алгоритмi, а 𝜃(𝑡) - поточне наближення цих параметрiв на 𝑡-iй
iтерацiї [2].

Означення 10 . Для оцiнювання параметрiв статистичної моделi вико-
ристовується функцiя правдоподiбностi 𝐿(𝜃; 𝜉), яка вiдображає ймовiр-
нiсть спостереження вибiрки 𝜉, якщо данi походять з розподiлу з параме-
тром 𝜃 [7].

Означення 11 . Логарифмiчна функцiя правдоподiбностi (log-likelihood)

- це логарифм функцiї правдоподiбностi. Вона часто використовується за-
мiсть звичайної функцiї 𝐿(𝜃; 𝜉), оскiльки:

• логарифм переводить добуток ймовiрностей у суму (спрощуючи мате-
матичнi вирази),

• дозволяє зручнiше шукати максимум за допомогою диференцiювання.

Формально:
ℓ(𝜃) = log𝐿(𝜃; 𝜉)

де ℓ(𝜃) - логарифм функцiї правдоподiбностi [7].

Функцiя log-likelihood лежить в основi методу максимiзацiї правдоподiбно-
стi, який використовується в EM-алгоритмi. Загальна форма log-likelihood-
функцiї для моделi сумiшi гаусiвських розподiлiв для всiх 𝑛 спостережень
має вигляд:

log𝐿(𝜃) =
𝑛∑︁

𝑖=1

log

(︃
𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑖 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)

)︃
, (5)

Задача полягає у максимiзацiї цiєї функцiї за параметрами: 𝜃 = {𝜋𝑘,𝜇𝑘,Σ𝑘}𝐾𝑘=1

(див. [2]).
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Теорема 3 . Теорема Байєса. У загальному випадку, теорема Байєса вста-
новлює зв’язок мiж умовною ймовiрнiстю подiй i безумовними ймовiрно-
стями. Якщо подiї 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 утворюють повну групу (тобто попарно
не перетинаються та в сукупностi покривають простiр елементарних по-
дiй), то для будь-якої подiї 𝐵 з 𝑃 (𝐵) ̸= 0 справджується:

𝑃 (𝐴𝑗 | 𝐵) =
𝑃 (𝐴𝑗) · 𝑃 (𝐵 | 𝐴𝑗)

𝑃 (𝐵)
, (6)

де знаменник 𝑃 (𝐵) визначається за формулою повної ймовiрностi:

𝑃 (𝐵) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑃 (𝐴𝑗) · 𝑃 (𝐵 | 𝐴𝑗)

(див. [3]).

Означення 12 . Латентнi змiннi - це невидимi випадковi змiннi, якi, як
припускається, лежать в основi спостережуваних даних. Вони моделюють
приховану структуру, що керує генерацiєю даних.

У латентних моделях розподiл спостережуваного вектора 𝑥 задається
через маргiналiзацiю за латентною змiнною 𝑡:

𝑝(𝑥) =

∫︁
𝑝(𝑥 | 𝑡) · 𝑝(𝑡) 𝑑𝑡

або у дискретному випадку:

𝑝(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝(𝑥 | 𝑡 = 𝑡𝑖) · 𝑝(𝑡 = 𝑡𝑖),

де 𝑝(𝑧) - апрiорний розподiл латентної змiнної, а 𝑝(𝑥 | 𝑧) - умовний розподiл
спостережуваних даних за фiксованого 𝑧 [8].

У моделi GMM кожне спостереження 𝑥𝑖 вважається таким, що згенеро-
ване з однiєї з 𝐾 гаусiвських компонент. Щоб це формалiзувати, вводиться
латентна змiнна 𝑇𝑖 ∈ {1, . . . , 𝐾}, яка вказує, з якої компоненти було згене-
ровано 𝑥𝑖. З цього виходить, що розподiл iмовiрностi для 𝑥𝑖 можна записати
як:

13



𝑝(𝑥𝑖) =
𝐾∑︁

𝑡𝑖=1

𝑝(𝑡𝑖) · 𝑝(𝑥𝑖 | 𝑡𝑖).

У рамках EM-алгоритму значення 𝑡𝑖 є невiдомим, проте ми можемо оцi-
нити ймовiрнiсть того, що 𝑥𝑖 належить до 𝑘-го кластера. Ця ймовiрнiсть на-
зивається "вiдповiдальнiстю" (responsibility) та обчислюється:

𝛾𝑖𝑘 := 𝑝(𝑡𝑖 = 𝑘 | 𝑥𝑖) =
𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑖 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)∑︀𝐾
𝑗=1 𝜋𝑗 · 𝒩 (𝑥𝑖 | 𝜇𝑗,Σ𝑗)

(7)

(див. [2]).

Теорема 4 . Метод множникiв Лагранжа. Нехай необхiдно знайти
екстремум функцiї 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) за умови виконання 𝑚 обмежень у виглядi
рiвнянь:

Φ𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Вводимо функцiю Лагранжа:

ℒ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖Φ𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

де 𝜆𝑖 - множники Лагранжа.
Необхiдна умова екстремуму: частковi похiднi за всiма змiнними та

множниками дорiвнюють нулю:

𝜕ℒ
𝜕𝑥𝑗

= 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛;
𝜕ℒ
𝜕𝜆𝑖

= Φ𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Таким чином, ми отримуємо систему з 𝑛 +𝑚 рiвнянь для визначення
𝑛 змiнних та 𝑚 множникiв [9].

2.3 Метрики для порiвняння кластерезуючих алгори-

тмiв

Iнформацiйнi критерiї AIC (Akaike Information Criterion) та BIC (Bayesi-
an Information Criterion) використовуються для вибору оптимальної моделi
з-помiж кiлькох альтернативних варiантiв, забезпечуючи баланс мiж точнi-
стю та складнiстю [10].
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Цi метрики є застосовними переважно в рамках ймовiрнiсних моделей,
зокрема до моделей сумiшi Гауса (GMM), параметри яких оцiнюються за
допомогою EM-алгоритму.

AIC накладає менше штрафу за складнiсть моделi, нiж BIC, i є бiльш
гнучким для моделювання.

AIC(𝐾) = ln

(︂
𝑒′𝑒

𝑛

)︂
+

2𝐾

𝑛
(8)

BIC сильнiше карає за додатковi параметри, що робить його бiльш схиль-
ним до вибору простiших моделей при великiй кiлькостi спостережень.

BIC(𝐾) = ln

(︂
𝑒′𝑒

𝑛

)︂
+

𝐾 ln(𝑛)

𝑛
(9)

• 𝑒′𝑒 - сума квадратiв залишкiв, тобто 𝑒 = 𝑦 − 𝑦,

• 𝐾 - кiлькiсть параметрiв у моделi,

• 𝑛 - обсяг вибiрки [10].

Означення 13 . Adjusted Rand Index (ARI, скоригований iндекс Рен-

да - це метрика подiбностi мiж двома кластеризацiями, яка коригує кла-
сичний Rand Index з урахуванням випадкової згоди. Вона оцiнює, наскiльки
двi кластеризацiї погоджуються в парному подiлi елементiв, порiвнюючи
їхню фактичну вiдповiднiсть iз очiкуваною при випадковому подiлi.

ARI має значення в iнтервалi [−1, 1]:

• 1 - означає повну вiдповiднiсть (iдентичнi класифiкацiї),

• 0 - вiдповiднiсть, очiкувана випадково,

• Значення < 0 - гiрше, нiж випадкове спiвпадiння [11].

Означення 14 . Normalized Mutual Information (NMI) - це метрика,
що вимiрює подiбнiсть мiж двома кластеризацiями та являє собою нор-
малiзоване значення взаємної iнформацiї (MI), масштабоване до iнтервалу
[0, 1]. Значення 0 означає вiдсутнiсть взаємної iнформацiї (незалежнiсть
кластеризацiй), а 1 - повну вiдповiднiсть кластерних структур [12].
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Означення 15 . Homogeneity Score - це метрика оцiнки кластеризацiї,
яка вважає результат кластеризацiї однорiдним, якщо кожен кластер мi-
стить лише об’єкти, що належать до одного справжнього класу.

Значення метрики лежить в iнтервалi [0, 1], де 1.0 означає iдеальну
однорiднiсть, а 0 показує, те що кластеризацiя повнiстю неузгоджена з
iстинними класами, кожен кластер є "змiшаним". Метрика не залежить
вiд значень мiток i є нечутливою до перестановок у назвах класiв або кла-
стерiв [13].

Означення 16 . Silhouette Score - це метрика, що використовується для
оцiнювання якостi кластеризацiї. Базується на iдеї порiвняння схожостi
кожної точки з точками її власного кластера та вiдмiнностi вiд точок
iнших кластерiв.

Silhouette-коефiцiєнт може набувати значень у межах вiд −1 до +1:

• Близькi значення до +1 вказують, що точка добре вiднесена до свого
кластера та мають кращу якiсть кластеризацiї.

• Значення поблизу 0 означає, що точка лежить на межi мiж двома
кластерами.

• Значення < 0 свiдчать про потенцiйне неправильне вiднесення точки
до кластеру [14].

Означення 17 . Iндекс Калiнського-Харабаша (Calinski-Harabasz Index,

CH Index) - це внутрiшня метрика оцiнки кластеризацiї, яка вимiрює
спiввiдношення мiж мiжкластерною дисперсiєю (separation) та внутрiшньо-
кластерною дисперсiєю (cohesion).

CH Index показує, наскiльки щiльнi кластери всерединi та наскiльки до-
бре вони вiддiленi один вiд одного. Чим вище значення, тим краща якiсть
кластеризацiї. Метрика не має фiксованої верхньої межi та залежить вiд
кiлькостi кластерiв, розмiру вибiрки й характеру розподiлу даних. Для ана-
лiзу зазвичай аналiзують його поведiнку при змiнi кiлькостi кластерiв i
шукають точку згину на графiку (elbow plot) [15].
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Означення 18 . Iндекс Девiса-Болдуїна (DBI) - це вiдносна метрика
кластерної кластерної валiдностi, яка оцiнює якiсть кластеризацiї шля-
хом порiвняння внутрiшньої щiльностi кластерiв iз вiдстанями мiж ни-
ми. Менше значення DBI вказує на кращу кластеризацiю.

Вищi значення DBI свiдчать про слабке вiдокремлення кластерiв або
їхню розмитiсть, а нижчi значення означають, що кластери є компактни-
ми та добре вiдокремленими, що зазвичай вважається ознакою успiшного
кластерного розбиття [16].

Висновок до роздiлу 2: було розглянуто теоретичнi основи моделей
сумiшей Гауса та EM-алгоритму, а також метрики, що використовуються для
оцiнки та порiвняння якостi кластеризацiї. Це забезпечує теоретичну базу для
подальшого практичного застосування.
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3 Реалiзацiя алгоритму EM (Expectation - Maxi-

mization) для оцiнки параметрiв Гаусової су-

мiшi

Наведене пояснення EM-алгоритму базується на викладеному у працях Оска-
ра Контрерас Карраско та Карла Едварда Расмуссена [2, 17], де докладно
описано його математичну основу та застосування до гаусiвських сумiшей.

Мета EM-алгоритму

Максимiзувати лог-правдоподiбнiсть:

log 𝑝(𝑥|𝜃) =
𝑛∑︁

𝑖=1

log

(︃
𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑖|𝜇𝑘,Σ𝑘)

)︃

3.1 Постановка задачi

Нехай маємо множину спостережень 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}, кожне з яких є
точкою у 𝑑-вимiрному евклiдовому просторi. Метою є оцiнити ймовiрнiсть
того, що спостереження 𝑥𝑛 було згенероване 𝑘-ою компонентою моделi. При-
пускаємо, що цi данi були згенерованi з iмовiрнiсної моделi, яка складається
з 𝐾 компонент нормального розподiлу (гаусiвських кластерiв). Тобто кожна
точка походить з одного з кластерiв, але ми не знаємо з якого саме.

Наша мета - оцiнити параметри моделi:

𝜃 = {𝜋𝑘, 𝜇𝑘,Σ𝑘}𝐾𝑘=1,

• 𝜋𝑘 - коефiцiєнт змiшування, або вага 𝑘-го гаусiвського розподiлу в моделi,
або апрiорна ймовiрнiсть компонента 𝑘, така, що

∑︀𝐾
𝑘=1 𝜋𝑘 = 1;

• 𝜇𝑘 ∈ R𝑚 - вектор середнього значення 𝑘-го гаусiвського розподiлу;

• Σ𝑘 ∈ R𝑚×𝑚 - коварiацiйна матриця 𝑘-го кластеру, яка визначає форму,
розмiр та орiєнтацiю гаусiвського розподiлу.
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3.2 Формалiзацiя GMM: ймовiрностi та латентнi змiннi

Для знаходження цього вводимо латентну змiнну 𝑡𝑛𝑘, яка дорiвнює 1, якщо
𝑥𝑛 належить 𝑘-iй компонентi, в iншому випадку - 0.

𝑝(𝑡𝑛𝑘 = 1 | 𝑥𝑛) (10)

Ця величина iнтерпретується як ймовiрнiсть того, що 𝑥𝑛 було згенеровано
з 𝑘-го кластеру. Далi вводимо:

𝜋𝑘 = 𝑝(𝑡𝑘 = 1) (11)

Позначимо 𝑡 як вектор усiх латентних змiнних:

𝑡 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝐾}

Оскiльки латентна змiнна 𝑡, яка безпосередньо не спостерiгається, визна-
чає до якого кластера належить спостереження 𝑥𝑛, нас передусiм цiкавить
спiльний розподiл 𝑝(𝑥𝑛, 𝑡), тобто ймовiрнiсть того, що 𝑥𝑛 належить до ком-
понента, який був вибраний через значення латентної змiнної 𝑡.

Згiдно з правилом добутку ймовiрностей, маємо:

𝑝(𝑥𝑛, 𝑡) = 𝑝(𝑥𝑛 | 𝑡) · 𝑝(𝑡)

Тепер окремо розглянемо обидва множники цiєї формули.

• Перший множник - це ймовiрнiсть отримати значення 𝑥𝑛 за умови, що
воно походить з певного компонента, визначеного 𝑡. Оскiльки лише одна
компонента активна (через те що 𝑡 - one-hot вектор, у якому лише одна
координата дорiвнює одиницi, а решта - нулi), отримаємо:

𝑝(𝑥𝑛 | 𝑡) =
𝐾∏︁
𝑘=1

𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)
𝑡𝑘 (12)

• Другий множник - це апрiорна ймовiрнiсть реалiзацiї вектора 𝑡, тобто
ймовiрнiсть того, що активною є саме компонента 𝑘, коли 𝑡𝑘 = 1. Оскiль-
ки компоненти незалежнi:

𝑝(𝑡) =
𝐾∏︁
𝑘=1

𝜋𝑡𝑘
𝑘 (13)
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Оскiльки 𝑡 не спостерiгається безпосередньо, нас цiкавить не умовна, а
повна ймовiрнiсть 𝑝(𝑥𝑛), що враховує всi можливi значення 𝑡. Тому ми вико-
нуємо marginalizing за латентною змiнною. Якщо 𝑡 - це вектор типу one-hot,
така marginalizing еквiвалентна сумуванню ймовiрностей для всiх компонент
моделi.

Згiдно з правилом повної ймовiрностi, отримаємо:

𝑝(𝑥𝑛) =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘) (14)

Ця формула фактично описує загальну (сумарну) ймовiрнiсть того, що
точка 𝑥𝑛 з’явилася в рамках моделi, яка складається з кiлькох гаусiвських
розподiлiв. Iншими словами, ми беремо взважену суму ймовiрностей з усiх
компонент, що дозволяє адекватно описати розподiл даних у складних, муль-
тимодальних ситуацiях.

Таким чином, (6) є основним рiвнянням гаусiвської сумiшi, i на нiй
базується вся подальша процедура оцiнювання параметрiв моделi через EM-
алгоритм.

Для всiх 𝑛 спостережень:

𝑝(𝑋) =
𝑁∏︁
𝑛=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘) (15)

I, вiдповiдно, логарифм лог-правдоподiбностi:

log 𝑝(𝑋) =
𝑁∑︁
𝑛=1

log

(︃
𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)

)︃
(16)

Логарифм у виразi правдоподiбностi використовується для спрощення
обчислень, оскiльки вiн перетворює добуток ймовiрностей на суму логари-
фмiв, що полегшує оптимiзацiю, особливо пiд час виведення градiєнтiв у EM-
алгоритмi.

Крiм того, логарифм робить обчислення бiльш стабiльними, бо допомагає
уникнути дуже малих або надто великих чисел, якi виникають при множеннi
багатьох ймовiрностей.
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Оцiнка 𝑝(𝑡𝑘 = 1 | 𝑥𝑛) - ймовiрнiсть належностi

Згiдно з правилом Байєса:

𝑝(𝑡𝑘 = 1 | 𝑥𝑛) =
𝑝(𝑥𝑛 | 𝑡𝑘 = 1) · 𝑝(𝑡𝑘 = 1)∑︀𝐾
𝑗=1 𝑝(𝑥𝑛 | 𝑡𝑗 = 1) · 𝑝(𝑡𝑗 = 1)

• 𝑝(𝑡𝑘 = 1) - апрiорна ймовiрнiсть вибору 𝑘-тої компоненти, тобто вага 𝜋𝑘;

• 𝑝(𝑥𝑛 | 𝑡𝑘 = 1) - ймовiрнiсть (щiльнiсть) генерацiї 𝑥𝑛 цiєю компонентою,
тобто гаусiвська щiльнiсть з параметрами 𝜇𝑘 i Σ𝑘.

Оскiльки:

𝑝(𝑡𝑘 = 1) = 𝜋𝑘, 𝑝(𝑥𝑛 | 𝑡𝑘 = 1) = 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)

Це щiльнiсть багатовимiрного нормального розподiлу (гаусiвської компо-
ненти), яка має вигляд:

𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘) =
1

(2𝜋)𝑚/2|Σ𝑘|1/2
exp

{︂
−1

2
(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘)

⊤Σ−1
𝑘 (𝑥𝑛 − 𝜇𝑘)

}︂
Тодi пiдставимо цi значення у формулу Байєса:

𝑝(𝑡𝑘 = 1 | 𝑥𝑛) =
𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)∑︀𝐾
𝑗=1 𝜋𝑗 · 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑗,Σ𝑗)

= 𝛾(𝑡𝑛𝑘) (17)

Отримана формула (17) є основою для E-кроку в EM-алгоритму для об-
числення "вiдповiдальностей якi вiдображають ймовiрнiсть того, що спосте-
реження 𝑥𝑛 належить 𝑘-iй кластернiй компонентi.

3.3 Алгоритм Expectation-Maximization (EM) для GMM

Пiсля побудови ймовiрнiсної моделi гаусiвської сумiшi та формулювання ло-
гарифмiчної функцiї правдоподiбностi, у нас постає задача оцiнювання пара-
метрiв моделi: середнiх 𝜇𝑘, коварiацiйних матриць Σ𝑘 та вагових коефiцiєнтiв
𝜋𝑘 для кожного кластеру.

Пряме максимiзування лог-правдоподiбностi є складним через присутнiсть
латентних змiнних. Саме тому використовується iтеративний пiдхiд, а саме
алгоритм очiкування-максимiзацiї (EM), який дозволяє поступово наближа-
тися до оптимальних параметрiв.
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Крок 1: Iнiцiалiзацiя.

Перш за все, необхiдно задати початковi значення параметрiв моделi. Найча-
стiше початковi значення обирають випадково, або з використанням результа-
тiв попередньої кластеризацiї (наприклад, методом 𝐾-means, див. пiдроздiл
4.1), що дозволяє iнiцiалiзувати параметри 𝜇𝑘, Σ𝑘 i 𝜋𝑘 для всiх компонент
𝑘 = 1, . . . , 𝐾.

Крок 2: Крок очiкування (E-step).

На цьому етапi алгоритму, виходячи з поточних параметрiв моделi 𝜃 = {𝜋𝑘, 𝜇𝑘,Σ𝑘},
обчислюються умовнi ймовiрностi того, що кожне спостереження 𝑥𝑛 було зге-
нероване з 𝑘-тої компоненти гаусiвської сумiшi. Це значення вiдоме як вiд-
повiдальнiсть компоненти за спостереження i позначається 𝛾(𝑡𝑛𝑘). Умовну
ймовiрнiсть 𝛾(𝑡𝑛𝑘) вiдображає наскiльки ймовiрно, що точка 𝑥𝑛 належить до
кожного з 𝐾 кластерiв.

Для GMM E-крок зводиться до знаходження 𝛾(𝑡𝑛𝑘). На основi цих зна-
чень, формується функцiя 𝑄(𝜃*, 𝜃) - очiкуване значення повної логарифмiчної
правдоподiбностi, яку потрiбно буде максимiзувати на наступному кроцi.

Очiкуване значення повної логарифмiчної правдоподiбностi має вигляд:

𝑄(𝜃*, 𝜃) = E𝑇∼𝑝(𝑇 |𝑋,𝜃)[log 𝑝(𝑋,𝑇 | 𝜃*)] =
∑︁
𝑇

𝑝(𝑇 | 𝑋, 𝜃) log 𝑝(𝑋,𝑇 | 𝜃*) (18)

Використаємо рiвняння (11) та в нього вставимо рiвняння (10). Отримає-
мо:

𝑄(𝜃*, 𝜃) =
∑︁
𝑇

𝑝(𝑇 | 𝑋, 𝜃) log 𝑝(𝑋,𝑇 | 𝜃*) →
∑︁
𝑇

𝛾(𝑡𝑛𝑘) log 𝑝(𝑋,𝑇 | 𝜃*) (19)

Для знаходження 𝑝(𝑋,𝑇 | 𝜃*) скористаємося припущенням, що всi спо-
стереження 𝑥𝑛 є незалежними за умови параметрiв 𝜃* одне вiд одного. Це
дозволяє розкласти спiльну ймовiрнiсть у виглядi добутку:

𝑝(𝑋,𝑇 | 𝜃*) =
𝑁∏︁
𝑛=1

𝑝(𝑥𝑛, 𝑡𝑛 | 𝜃*) (20)

Далi, для кожного 𝑥𝑛 i компоненти 𝑘 маємо, що якщо 𝑡𝑘 = 1, то:
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𝑝(𝑥𝑛, 𝑡𝑘 | 𝜃*) = 𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘) (21)

де 𝜋𝑘 - апрiорна ймовiрнiсть компоненти, а 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘) - щiльнiсть багато-
вимiрного нормального розподiлу з параметрами 𝜇𝑘 та Σ𝑘 для 𝑘-тої компо-
ненти.

Вiзьмемо логарифм добутку умовної ймовiрностi спостережень i латен-
тних змiнних, тодi отримаємо:

log 𝑝(𝑥𝑛, 𝑡𝑘 | 𝜃*) = log 𝜋𝑘 + log𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)

Для кожного спостереження 𝑥𝑛 ми враховуємо внесок вiд усiх 𝐾 можли-
вих компонент, до яких ця точка може належати з певною ймовiрнiстю. Тому
ми маємо:

𝑄(𝜃*, 𝜃) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛾(𝑡𝑛𝑘) log 𝑝(𝑥𝑛, 𝑡𝑘 | 𝜃*)

Таким чином, внутрiшня сума по 𝑘 охоплює всi компоненти, а зовнiшня
сума по 𝑛 - усi спостереження у вибiрцi.

Пiдставимо отриманий логарифм ймовiрностi 𝑝(𝑥𝑛, 𝑡𝑘 | 𝜃*) у вираз функцiї
𝑄(𝜃*, 𝜃), отримаємо:

𝑄(𝜃*, 𝜃) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛾(𝑡𝑛𝑘) [log 𝜋𝑘 + log𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)] (22)

Таким чином, ми отримали зручний для обчислень вираз, який викори-
стовується на наступному M-кроцi для оновлення параметрiв моделi. Завдя-
ки використанню ймовiрнiсного пiдходу через 𝛾(𝑡𝑛𝑘), ми можемо уникнути
жорсткого кластерного приписування i можемо коректно враховувати неви-
значенiсть належностi точок до кластерiв.

Крок 3: Крок максимiзацiї (M-step)

На цьому кроцi необхiдно знайти такi параметри 𝜃*, якi максимiзують фун-
кцiю очiкуваної логарифмiчної правдоподiбностi 𝑄:

𝜃* = argmax
𝜃

𝑄(𝜃*, 𝜃)
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Оскiльки ваги компонент повиннi задовольняти обмеження
∑︀𝐾

𝑘=1 𝜋𝑘 = 1,
використовуємо метод Лагранжа з множником 𝜆, що дозволяє врахувати це
обмеження. Тодi функцiя набуває вигляду:

𝑄(𝜃*, 𝜃) =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛾(𝑡𝑛𝑘) [log 𝜋𝑘 + log𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)]− 𝜆

(︃
𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 − 1

)︃

Щоб знайти значення 𝜋𝑘, диференцiюємо 𝑄 за 𝜋𝑘:

𝜕𝑄

𝜕𝜋𝑘
=

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛾(𝑡𝑛𝑘)

𝜋𝑘
− 𝜆 = 0

Розв’язавши рiвняння вiдносно 𝜋𝑘, отримаємо:

𝜋𝑘 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛾(𝑡𝑛𝑘) =
𝑁𝑘

𝑁

Це означає, що вага компоненти 𝑘 дорiвнює вiдноснiй частцi точок, якi
ймовiрно належать до неї. 𝑁𝑘 - так звана "м’яка"кiлькiсть точок у кластерi
𝑘, тобто сумарна вiдповiдальнiсть цiєї компоненти за всi точки.

Оновлення параметра 𝜇𝑘 виконується як зважене середнє всiх точок 𝑥𝑛,
де вагами виступають вiдповiдальностi 𝛾(𝑡𝑛𝑘):

𝜇𝑘 =

∑︀𝑁
𝑛=1 𝛾(𝑡𝑛𝑘)𝑥𝑛∑︀𝑁
𝑛=1 𝛾(𝑡𝑛𝑘)

Це оновлення змiщує центр компоненти в напрямку точок, якi з бiльшою
ймовiрнiстю належать до неї.

Коварiацiйна матриця Σ𝑘 оновлюється як зважена оцiнка дисперсiї:

Σ𝑘 =

∑︀𝑁
𝑛=1 𝛾(𝑡𝑛𝑘)(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘)(𝑥𝑛 − 𝜇𝑘)

⊤∑︀𝑁
𝑛=1 𝛾(𝑡𝑛𝑘)

Ця матриця вiдображає форму, розмiр та орiєнтацiю 𝑘-ї компоненти, про-
сторово описуючи розподiл точок навколо центру 𝜇𝑘 з урахуванням ймовiр-
нiсного належностi.
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3.4 Цикл оновлення та збiжнiсть EM-алгоритму

Iтеративний характер EM-алгоритму.
Алгоритм EM є iтеративним: вiн починається з початкового наближення

параметрiв моделi, пiсля чого на кожному кроцi виконує два основнi етапи
- очiкування (E-крок), де обчислюються ймовiрностi належностi об’єктiв до
кластерiв, та максимiзацiю (M-крок), де оновлюються параметри моделi..

Цi кроки повторюються доти, доки змiна логарифмiчної правдоподiбно-
стi не стане меншою за наперед заданий порiг, або доки не буде досягнуто
максимальної кiлькостi iтерацiй.

Теорема 5 . Збiжнiсть EM-алгоритму. Нехай 𝑋 - спостережуванi да-
нi, а 𝜃 - параметри моделi. Тодi послiдовнiсть {𝜃(𝑡)}, згенерована алгори-
тмом очiкування-максимiзацiї (EM), задовольняє:

log 𝑝(𝑋 | 𝜃(𝑡+1)) ≥ log 𝑝(𝑋 | 𝜃(𝑡)),

тобто логарифм правдоподiбностi не зменшується з кожною iтерацiєю,
що гарантує монотонну збiжнiсть [18].

Наслiдок 1 . EM-алгоритм збiгається до стацiонарної точки (локального
максимуму або сiдлової точки) функцiї логарифмiчної правдоподiбностi.

Пiсля кожного M-кроку оновленi параметри 𝜋𝑘, 𝜇𝑘, Σ𝑘 пiдставляються у
наступному E-кроцi. Такий цикл повторюється до досягнення збiжностi. Для
контролю збiжностi використовують логарифмiчну правдоподiбнiсть даних:

log 𝑝(𝑋) =
𝑁∑︁
𝑛=1

log

(︃
𝐾∑︁
𝑘=1

𝜋𝑘 · 𝒩 (𝑥𝑛 | 𝜇𝑘,Σ𝑘)

)︃
Значення цiєї функцiї зростає, або залишається незмiнним у процесi iте-

рацiй, що гарантує збiжнiсть алгоритму до стацiонарної точки, тобто до ма-
ксимуму функцiї.

3.5 Практична реалiзацiя EM-алгоритму

Для iлюстрацiї роботи EM-алгоритму його реалiзацiю продемонстровано спо-
чатку на синтетичних двовимiрних даних, згенерованих як сумiш двох нор-
мальних розподiлiв iз наперед заданими параметрами. Такий пiдхiд дозволяє
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вiзуалiзувати процес кластеризацiї, спостерiгати збiжнiсть алгоритму, а та-
кож перевiрити точнiсть оцiнювання параметрiв моделi.

Також для демонстрацiї роботи EM-алгоритму на реальних даних було
обрано класичний набiр Iris flower data set. Цей набiр був представлений
Рональдом Фiшером у 1936 роцi у статтi "The use of multiple measurements
in taxonomic problems", але також можна почути, що це набiр Андерсона,
який зiбрав цi данi з метою кiлькiсного аналiзу морфологiчної варiацiї трьох
близьких видiв iрисiв [19].

Набiр складається зi 150 зразкiв, по 50 вiд кожного з трьох видiв: Iris
Setosa, Iris Versicolor та Iris Virginica. Для кожної квiтки надано чотири
числовi ознаки: довжина та ширина чашолистка i пелюстки (у сантиметрах),
а також мiтка класу (див. також [19]).

Цей датасет було обрано через його широке використання як стандартного
тестового прикладу в машинному навчаннi, зокрема для оцiнки алгоритмiв
класифiкацiї та кластеризацiї.

У рамках експерименту данi кластеризуються iз використанням моделi
гаусiвської сумiшi (GMM) з 𝐾 = 3 компонентами. Алгоритм iнiцiалiзується
випадково та поступово наближається до розв’язку за допомогою iтерацiй
EM. Нижче наведено фрагмент коду, що реалiзує цю процедуру.

Опис основних функцiй реалiзацiї EM-алгоритму для GMM:

(див. Додаток А 4.6 для реалiзацiї EM-алгоритму)

• initialize_parameters(X, K) - iнiцiалiзує параметри моделi: ваги 𝜋𝑘,
центри 𝜇𝑘 та матрицi коварiацiї Σ𝑘.

• e_step(X, pi, mu, sigma) - обчислює матрицю вiдповiдальностей 𝛾𝑛𝑘,
що вiдображає ймовiрнiсть належностi кожної точки до кожної компо-
ненти.

• m_step(X, gamma) - оновлює параметри 𝜋𝑘, 𝜇𝑘, Σ𝑘 на основi поточних
вiдповiдальностей.

• compute_log_likelihood(X, pi, mu, sigma) - обчислює логарифм прав-
доподiбностi для поточних параметрiв.
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• em_gmm(X, K) - основна функцiя EM-алгоритму: виконує iтерацiї E- та
M-крокiв до досягнення збiжностi.

Iмпортування бiблiотек

1 import numpy as np

2 from scipy.stats import multivariate_normal

Генерацiя синтетичних даних

1 np.random.seed (42)

2 n_samples = 300

3 X1 = np.random.multivariate_normal ([0, 0], np.eye(2), n_samples)

4 X2 = np.random.multivariate_normal ([5, 5], np.eye(2), n_samples)

5 X = np.vstack ((X1, X2))

Цей код створює два набори двовимiрних точок iз нормального розподiлу
з центрами в точках (0, 0) та (5, 5) вiдповiдно, кожен по 300 точок. Потiм
вони об’єднуються в один масив 𝑋.

Рис. 3: Результат кластеризацiї синтетичних даних.

Кластеризацiя набору Iris

Для кластеризацiї використовувались лише числовi ознаки (довжини та ши-
рини чашолисткiв i пелюсток). Iстиннi мiтки використовувались лише для
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оцiнки якостi кластеризацiї.
EM-алгоритм виконував кластеризацiю з 𝐾 = 3 кластерами.

1 from sklearn.datasets import load_iris

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 iris = load_iris ()

6 X_iris = iris.data[:, :2]

7 y_iris = iris.target

8

9 K = 3

10 pi_iris , mu_iris , sigma_iris , gamma_iris = em_gmm(X_iris , K=K, max_iter =100,

tol=1e-4, verbose=True , seed =42)

Оцiнка якостi кластеризацiї на Iris dataset
Для оцiнки результатiв кластеризацiї методом EM використано такi ме-

трики:

• ARI = 0,4781 - помiрний збiг кластерiв з iстинними мiтками.

• NMI = 0,5526 - часткова спiльнiсть iнформацiї мiж кластеризацiєю та
реальними класами.

• HS = 0,5522 - кластери частково однорiднi, мiстять переважно точки
одного класу.

• Sil = 0,2217 - слабка внутрiшня згуртованiсть i роздiльнiсть кластерiв.

• CH = 75,63 - задовiльна згуртованiсть кластерiв та вiдстань мiж ними.

• DB = 2,0674 - наявнiсть помiтного перекриття мiж кластерами.

Отриманi результати вказують на помiрну вiдповiднiсть кластерiв справ-
жнiй структурi даних та часткову вiдокремленiсть. Найкраще кластеризова-
ний клас Setosa, тодi як класи Versicolor та Virginica частково перекриваю-
ться, що вiдповiдає вiдомiй особливостi цього набору даних.

Для 𝐾 = 2 значення AIC = 473,83 та BIC = 506,95.
Для 𝐾 = 3 значення AIC = 478,14 та BIC = 529,32.
Для 𝐾 = 4 значення AIC = 469,16 та BIC = 538,41.
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Отже, AIC має найкращий показник у моделi з K = 4 (469,16), тодi
як BIC - з K = 2 (506,95). Вибiр мiж ними залежить вiд прiоритету: краща
якiсть кластеризацiї (AIC), чи менша складнiсть моделi (BIC). З огляду на
баланс мiж якiстю моделi та її складнiстю, а також на вiдомий факт про
наявнiсть трьох реальних класiв у даних, оптимальним вибором є 𝐾 = 3.

Рис. 4: Результати кластеризацiї даних Iris за допомогою EM-алгоритму, при
𝐾 = 3.

Висновки до роздiлу 3: у цьому роздiлi було реалiзовано EM-алгоритм
для оцiнювання параметрiв моделей гаусових сумiшей. Проведено покроко-
вий опис iнiцiалiзацiї, етапiв очiкування та максимiзацiї, а також формально
обгрунтовано збiжнiсть методу. Отриманi результати кластеризацiї на синте-
тичних та реальних даних (набiр Iris) пiдтвердили ефективнiсть i коректнiсть
реалiзованого алгоритму.
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4 Експерименти з даними. Порiвняння резуль-

татiв класифiкацiї за допомогою Гаусових су-

мiшей з iншими методами

У цьому роздiлi розглянуто застосування трьох алгоритмiв кластеризацiї:
EM, K-means та Agglomerative до реальних наборiв даних з рiзною структу-
рою. Метою є оцiнка їх ефективностi за допомогою обчислюваних метрик та
вiзуалiзацiї.

Для експериментiв використано данi з вiдкритих джерел:

• Fashion-MNIST [20] - зображення предметiв одягу, що використовую-
ться як складний приклад для кластеризацiї. Цi данi не мають вираженої
гаусової структури, перед кластеризацiєю було застосовано зменшення
розмiрностi методом головних компонент (PCA).

• DOU Salaries (грудень 2024) [21] - реальний табличний датасет iз
платформою GitHub, що мiстить iнформацiю про зарплати працiвни-
кiв IT-сфери в Українi. Набiр використовується для дослiдження впливу
кiлькостi кластерiв 𝐾 на якiсть кластеризацiї, а також для порiвняння
результатiв мiж трьома алгоритмами.

Аналiз включатиме як вiзуалiзацiю кластерiв пiсля попередньої обробки
(зокрема PCA), так i обчислення метрик якостi кластеризацiї, таких як: ARI,
NMI, Silhouette Score тощо.

Означення 19 . Метод головних компонент (PCA) - це метод змен-
шення розмiрностi, що використовує ортогональнi перетворення для вiд-
ображення вихiдних змiнних у новий простiр з найвищою дисперсiєю [22].

Перед застосуванням методу головних компонент змiннi необхiдно цен-
трувати (вiднiмати середнє) та масштабувати до однакової дисперсiї (стан-
дартного вiдхилення, рiвного одиницi), якщо їх початковi одиницi вимiру або
варiацiя суттєво вiдрiзняються.
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Без масштабування результати PCA можуть бути спотворенi, наприклад,
змiнна з найбiльшою дисперсiєю домiнуватиме у першiй головнiй компонентi,
що змiстить аналiз у бiк технiчного масштабу, а не реальної структури даних.

Масштабування забезпечує незалежнiсть головних компонент вiд одиниць
вимiру вихiдних ознак i дозволяє адекватно iнтерпретувати багатовимiрну
структуру даних [22].

4.1 K-середнє кластеризування

Означення 20 . K-середнiх (K-Means) - це алгоритм машинного навча-
ння без учителя, призначений для автоматичного подiлу немаркованих да-
них на кластери, за критерiєм схожостi. Його широко застосовують для
сегментацiї даних, зокрема у маркетингу, де, наприклад, клiєнтiв онлайн-
магазину можна роздiлити на категорiї на основi частоти покупок та ви-
трат: "економнi покупцi", "активнi клiєнти", "великi витратники" то-
що [23].

Алгоритм кластеризацiї K-Means

Для опису алгоритму було використано [22, 23] . Метод 𝐾-середнiх перед-
бачає розбиття множини спостережень на 𝐾 невзаємоперетинних кластерiв
𝐶1, . . . , 𝐶𝐾 , таких що:

1.
𝐾⋃︀
𝑘=1

𝐶𝑘 = {1, . . . , 𝑛} - кожне спостереження належить до щонайменше
одного кластеру;

2. 𝐶𝑘 ∩ 𝐶𝑘′ = ∅ для всiх 𝑘 ̸= 𝑘′ - кластери не перетинаються.

Завдання полягає в мiнiмiзацiї загальної внутрiшньокластерної дисперсiї,
яка визначається за формулою:

min
𝐶1,...,𝐶𝐾

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑊 (𝐶𝑘),

де 𝑊 (𝐶𝑘) - мiра вiдстанi мiж точками в кластерi 𝐶𝑘. Для евклiдової вiдстанi
в квадратi вона має вигляд:
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𝑊 (𝐶𝑘) =
1

|𝐶𝑘|
∑︁

𝑖,𝑖′∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖′𝑗)
2,

де 𝑥𝑖𝑗 - 𝑗-та ознака 𝑖-го спостереження.
Пiдставивши це у загальну формулу, отримуємо повну цiльову функцiю,

яку мiнiмiзує алгоритм:

min
𝐶1,...,𝐶𝐾

𝐾∑︁
𝑘=1

1

|𝐶𝑘|
∑︁

𝑖,𝑖′∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖′𝑗)
2.

де 𝑥̄𝑘𝑗 =
1

|𝐶𝑘|
∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑥𝑖𝑗 - середнє значення ознаки 𝑗 в 𝑘-му кластерi.

Алгоритм працює iтеративно:

1. Iнiцiалiзацiя: обираються 𝐾 початкових центрiв кластерiв (наприклад,
випадково або методом K-Means++).

2. Повторюється:

(а) Кожне спостереження 𝑥𝑖 призначається до найближчого центру:

cluster(𝑥𝑖) = argmin
𝑘

‖𝑥𝑖 − 𝑐𝑘‖2.

(б) Центроїди оновлюються:

𝑐𝑘 =
1

|𝐶𝑘|
∑︁
𝑥𝑖∈𝐶𝑘

𝑥𝑖.

3. Алгоритм зупиняється, коли кластернi мiтки перестають змiнюватися або
досягнуто максимум iтерацiй.

Зауваження. Алгоритм 𝐾-середнiх знаходить лише локальний мiнiмум,
тому його рекомендується запускати кiлька разiв з рiзними початковими умо-
вами. Найкраще кластеризування вибирається за мiнiмальним значенням цi-
льової функцiї [22].

4.2 Агломеративне iєрархiчне кластеризування

Означення 21 . Iєрархiчна кластеризацiя - це роздiлення даних на рi-
знi групи з iєрархiї кластерiв на основi певної мiри подiбностi [25].
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Означення 22 Агломеративне кластеризування (Agglomerative) - це
метод iєрархiчної кластеризацiї, що починається з того, що кожне спосте-
реження є окремим кластером, пiсля чого вiдбувається поетапне злиття
найближчих кластерiв до досягнення бажаної кiлькостi. Цей пiдхiд реалiзує
стратегiю знизу вгору (bottom-up), поступово будуючи iєрархiю вiд iндивi-
дуальних елементiв до одного загального кластеру [26].

Алгоритм агломеративного кластеризування

Агломеративне кластеризування починається з того, що кожне спостережен-
ня вважається окремим кластером, пiсля чого iтеративно виконується об′єднання
найближчих кластерiв доти, доки не залишиться лише один кластер або
не буде досягнуто заздалегiдь визначеної кiлькостi кластерiв 𝐾. Для опису
Agglomerative алгоритму було використано: [22, 26].

1. Iнiцiалiзацiя: Нехай 𝒳 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} - набiр даних з 𝑛 елементiв.
Кожне спостереження 𝑥𝑖 початково вважається окремим кластером:

𝒞 = {{𝑥1}, {𝑥2}, . . . , {𝑥𝑛}}.

2. Обчислення вiдстаней: для кожної пари кластерiв обчислюється мiж-
кластерна вiдстань 𝑑(𝐶𝑖, 𝐶𝑗) (наприклад, євклiдова).

𝑑(𝐶𝑖, 𝐶𝑗) = min
𝑥∈𝐶𝑖, 𝑦∈𝐶𝑗

‖𝑥− 𝑦‖2.

3. Об ′єднання найближчих кластерiв: Знаходимо пару кластерiв (𝐶𝑝, 𝐶𝑞)

з найменшою вiдстанню 𝑑(𝐶𝑝, 𝐶𝑞) i об’єднуємо їх:

𝐶new = 𝐶𝑝 ∪ 𝐶𝑞.

4. Оновлення вiдстаней: переобчислюємо вiдстанi мiж новим кластером
𝐶new i всiма iншими кластерами вiдповiдно до обраного зв’язування:

• Single linkage: найменша попарна вiдстань.

• Complete linkage: найбiльша попарна вiдстань.
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• Average linkage: середнє всiх попарних вiдстаней.

• Centroid linkage: вiдстань мiж центроїдами кластерiв.

5. Повторення: кроки 2-4 повторюються до досягнення 𝐾 кластерiв або
одного.

6. Побудова дендрограми: Вiзуалiзуємо процес злиття кластерiв у ви-
глядi дендрограми.

7. Визначення кластерiв: обирається рiвень "обрiзання"дендрограми на
основi найбiльшого розриву у висотi.

4.3 Практична реалiзацiя K-Means та Agglomerative ал-

горитмiв

У рамках даної роботи алгоритми кластеризацiї 𝐾-середнiх та агломера-
тивного iєрархiчного кластеризування реалiзовано за допомогою бiблiотеки
scikit-learn [24, 27]. Для 𝐾-means використано реалiзацiю на основi кла-
сичного алгоритму Lloyd’s з пiдтримкою iнiцiалiзацiї методом K-Means++,
а для Agglomerative Clustering - реалiзацiю з можливiстю вибору метрики
вiдстанi та типу зв’язування (linkage).

Код реалiзацiї (див. Додаток Б 4.6 для реалiзацiї коду обчислення ме-
трик).

1 from sklearn.cluster import KMeans , AgglomerativeClustering

2

3 models = {

4 "K-Means": KMeans(n_clusters=n_clusters , random_state =42),

5 "Agglomerative": AgglomerativeClustering(n_clusters=n_clusters , linkage=

’ward’)

6 }

У наведеному прикладi створено два об’єкти моделей кластеризацiї з одна-
ковою кiлькiстю кластерiв 𝑛_𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑠. Алгоритм 𝐾-середнiх використовує
параметр random_state для вiдтворюваностi результатiв, а агломеративна
кластеризацiя реалiзована з використанням методу ward, який мiнiмiзує дис-
персiю всерединi кластерiв.
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4.4 Порiвняння EM, K-Means та Agglomerative алгори-

тмiв

У таблицях 1 та 2 представлено порiвняння основних кластеризацiйних ал-
горитмiв, що розглядалися в цiй роботi: Expectation-Maximization (GMM),
𝐾-means та агломеративного кластеризування. Першу таблицю присвяче-
но їхнiм ключовим перевагам, тодi як друга узагальнює основнi недолiки
та обмеження кожного з пiдходiв.

Алгоритми K-Means та Expectation-Maximization мають схожу iте-
ративну структуру з двома кроками: оновлення належностей та параметрiв
кластерiв. GMM забезпечує м’яке кластеризування i краще пiдходить у разi
перекриття кластерiв, проте потребує задання 𝐾 i є чутливим до початко-
вих умов. Метод 𝐾-Means - простий i швидкий, однак малоефективний для
складних структур i не гарантує глобального оптимуму.

Натомiсть агломеративне кластеризування забезпечує високу гнучкiсть,
дозволяє працювати без наперед заданого 𝐾, добре справляється з довiльною
формою кластерiв, але має високу обчислювальну складнiсть та обмежену
здатнiсть до адаптацiї пiсля злиття.

Таким чином, вибiр алгоритму залежить вiд характеристик даних, обсягу
вибiрки та поставлених цiлей аналiзу.
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Табл. 1: Переваги кластеризацiйних алгоритмiв

Алгоритм Переваги

Expectation-
Maximization
(GMM)

• Дає м’яке кластеризування (кожна точка має розподiл на-
лежностi);

• Добре працює, якщо кластери мають форму елiпсiв;

• Має ймовiрнiсну iнтерпретацiю.

K-Means

• Простота реалiзацiї та iнтерпретацiї.

• Висока швидкодiя на невеликих i середнiх обсягах даних.

• Пiдходить для кластерiв, що мають сферичну форму та
однаковий розмiр.

• Дає змогу ефективно масштабуватися на великi обсяги да-
них (при оптимiзацiї реалiзацiї).

Agglomerative
Clustering • Не потребує попереднього задання кiлькостi кластерiв;

• Побудова дендрограми дає гнучкий контроль над рiвнем
кластеризацiї;

• Добре працює для кластерiв довiльної форми;

• Єдиний запуск дає повну iєрархiю вкладених кластерiв;

• Можна використовувати рiзнi метрики вiдстанi та методи
звязування (single, complete, average).
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Табл. 2: Недолiки кластеризацiйних алгоритмiв

Алгоритм Недолiки

Expectation-
Maximization
(GMM)

• Потрiбно задавати 𝐾 наперед;

• Може зiйтися до локального максимуму;

• Погано працює, якщо данi мають нерiвномiрну щiльнiсть
або сильно перекриваються.

K-Means

• Не гарантує глобального оптимуму; результат залежить вiд
початкової iнiцiалiзацiї центроїдiв.

• Не працює добре з витягнутими або перекритими кластера-
ми.

• Чутливий до викидiв, якi можуть змiстити центроїд.

• Потрiбно заздалегiдь знати або вказати кiлькiсть кластерiв
𝐾.

Agglomerative
Clustering • Висока обчислювальна складнiсть - непридатний для вели-

ких наборiв даних без оптимiзацiй;

• Не пiдтримує перегрупування: об′єкти не можуть переходи-
ти мiж кластерами пiсля злиття;

• Чутливий до шуму та викидiв;

• Результати можуть змiнюватись при виборi рiзної метрики
або методу зв′язування.
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Часова складнiсть однiєї iтерацiї

Для EM-алгоритму:

𝒪(𝑁 ·𝐾 ·𝑚2)

• 𝑁 - кiлькiсть точок у вибiрцi,

• 𝐾 - кiлькiсть гаусiвських компонент,

• 𝑚 - кiлькiсть ознак (розмiрнiсть простору).

Пояснення:

• E-крок. Для кожної з 𝑁 точок обчислюється ймовiрнiсть належностi до
кожної з 𝐾 компонент. Для цього потрiбно обчислити значення багатови-
мiрної нормальної щiльностi, що включає iнверсiю та множення матриць
розмiрностi 𝑚×𝑚. Це дає складнiсть 𝒪(𝐾 ·𝑚2) на одну точку.

• M-крок. Оновлення параметрiв кожної компоненти (ваг 𝜋𝑘, середнiх 𝜇𝑘

та коварiацiйних матриць Σ𝑘) вимагає проходження по всiх 𝑁 точках для
кожної з 𝐾 компонент, з аналогiчною складнiстю на матричнi операцiї.
Загальна складнiсть також становить 𝒪(𝑁 ·𝐾 ·𝑚2).

Для K-Means:

𝒪(𝑁 ·𝐾 ·𝑚)

• 𝑁 - кiлькiсть точок у вибiрцi,

• 𝐾 - кiлькiсть кластерiв,

• 𝑚 - кiлькiсть ознак (розмiрнiсть простору).

Пояснення:

• Крок призначення. Для кожної з 𝑁 точок обчислюється вiдстань до
кожного з 𝐾 центроїдiв. Обчислення евклiдової вiдстанi у просторi роз-
мiрностi 𝑚 потребує 𝒪(𝑚) операцiй. Загальна складнiсть цього кроку -
𝒪(𝑁 ·𝐾 ·𝑚).
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• Крок оновлення центроїдiв. Для кожного з 𝐾 кластерiв обчислює-
ться новий центроїд як середнє значення по всiх точках у цьому кластерi.
Сума по 𝑁 точках у просторi 𝑚 має складнiсть 𝒪(𝑁 ·𝑚).

• Загальна складнiсть. Основну частину витрат формує саме крок при-
значення, тому загальна оцiнка складностi однiєї iтерацiї - 𝒪(𝑁 ·𝐾 ·𝑚).

Для Agglomerative:

Агломеративне кластеризування включає обчислення та оновлення попарних
вiдстаней мiж кластерами. При наївнiй реалiзацiї алгоритму складнiсть має
вигляд:

𝒪(𝑛3)

𝑛 - кiлькiсть об′єктiв.
Пояснення:

• Початкове обчислення матрицi вiдстаней мiж 𝑛 об′єктами: 𝒪(𝑛2);

• Кiлькiсть iтерацiй - 𝑛− 1 (злиттiв);

• На кожному кроцi потрiбно оновлювати 𝒪(𝑛) вiдстаней до нового кла-
стера.

Найменшу обчислювальну складнiсть має K-Means, що робить його ефе-
ктивним для великих наборiв даних. Expectation-Maximization (GMM) є скла-
днiшим через операцiї з коварiацiйними матрицями, а Agglomerative Clusteri-
ng є найменш масштабованим через кубiчну складнiсть, що обмежує його
використання лише на малих вибiрках.

Умови завершення алгоритмiв кластеризацiї

Expectation-Maximization (EM) для GMM. Алгоритм завершується,
якщо виконується одна з умов:

• Прирiст лог-правдоподiбностi мiж iтерацiями стає меншим за заданий
порiг;
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• Досягнуто максимальну кiлькiсть iтерацiй.

Алгоритм 𝐾-середнiх. Кластеризацiя зупиняється при виконаннi однiєї
з наступних умов:

• Центроїди не змiнюються пiсля iтерацiї (кластеризацiя стабiлiзувалася);

• Жодне спостереження не змiнило кластер;

• Досягнуто встановленої максимальної кiлькостi iтерацiй;

• Зменшення значення цiльової функцiї менше за порiг 𝜀:

|𝐽 (𝑡) − 𝐽 (𝑡−1)| < 𝜀,

де 𝐽 (𝑡) - значення функцiї на iтерацiї 𝑡.

Агломеративне кластеризування. Є детермiнованим процесом i зупи-
няється при:

• Досягненнi заданої кiлькостi кластерiв 𝐾 (тобто |𝒞| = 𝐾);

• Об’єднаннi всiх об’єктiв у один кластер;

• При побудовi дендрограми - на рiвнi заданої висоти "обрiзки"(cut height),
яка визначає рiвень деталiзацiї кластерiв.

Умови завершення кластеризацiйних алгоритмiв демонструють рiзну гну-
чкiсть i специфiку кожного методу. EM та K-Means мають гнучкi критерiї,
наприклад, якщо змiни стали дуже малими або досягнуто максимум iтерацiй.
Це дозволяє краще контролювати процес. Натомiсть Agglomerative Clustering
є жорстко детермiнованим i завершується при досягненнi заздалегiдь заданої
кiлькостi кластерiв або рiвня iєрархiї, що робить його менш адаптивним.

4.5 Огляд та попередня пiдготовка наборiв данних

Про датасет Fashion-MNIST

Fashion-MNIST - це набiр даних зображення предметiв одягу, що зiбранi ком-
панiєю Zalando, якi використовуються як альтернативний датасет до кла-
сичного MNIST. У наборi є 60 000 зображень для навчання та 10 000 для
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тестування. Кожне зображення - це монохромна картинка розмiром 28 × 28

пiкселiв, що вiдноситься до одного з десяти попередньо визначених класiв.
Розмiрнiсть одного зображення становить 28×28 = 784 пiкселi. Пiксельне

значення - це цiле число вiд 0 до 255, що вiдображає рiвень яскравостi: 0
вiдповiдає бiлому кольору, а 255 - майже чорному. Кожен об’єкт у наборi
представлений як один рядок iз 785 значень: перше - це мiтка класу, решта
показує iнтенсивнiсть пiкселiв, якi згорнутi в одномiрний вектор.

Щоб вiдновити розташування пiкселя на початковiй сiтцi 28× 28, можна
скористатися формулою 𝑥 = 𝑖 · 28+ 𝑗, де 𝑖 - номер рядка, а 𝑗 - номер стовпця
(обидва в межах вiд 0 до 27) [20].

Наприклад, pixel150 має iндекс 𝑥 = 150, тодi 𝑥 = 5 ·28+10 = 150. Отже,
пiксель розташований у 6-му рядку (𝑖 = 5) та 11-му стовпцi (𝑗 = 10).

Кожному прикладу присвоєно одну з таких мiток:

0. T-shirt/top - футболка

1. Trouser - штани

2. Pullover - пуловер

3. Dress - сукня

4. Coat - пальто

5. Sandal - сандалi

6. Shirt - сорочка

7. Sneaker - кросiвки

8. Bag - сумка

9. Ankle boot - чоботи до щиколотки

Попереднє очищення даних

Для забезпечення коректного застосування кластеризуючих методiв, якi бу-
дуть розглянутi далi з метою порiвняння до EM-алгоритму, до датасету Fashion-
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MNIST попередньо було застосовано PCA для зменшення розмiрностi з 785
до 50 компонент.

Опис структури DOU Salaries

Для дослiдження кластеризацiї соцiально-економiчних даних було викори-
стано вiдкритий датасет DOU Salaries за грудень 2024 року [21]. Цей набiр
мiстить анонiмнi вiдповiдi працiвникiв IТ-сфери в Українi щодо заробiтної
плати, професiйного досвiду, зайнятостi та мiсця проживання тощо.

Найважливiшi колонки, присутнi в наборi:

• Ваша основна зайнятiсть в IТ зараз... - тип зайнятостi (фултайм,
втратив роботу тощо);

• Зарплата / дохiд в IT у $ за мiсяць, лише ставка ЧИСТИМИ -
мiсячний дохiд пiсля податкiв;

• Оберiть ваш тайтл або роль у компанiї - позицiя (Junior, Middle,
Senior, Team Lead тощо);

• Categories / Position / Розробники - спецiалiзацiя - категорiя та
профiльна роль;

• Основна мова програмування - мова, з якою працює респондент;

• Основний напрям роботи компанiї - галузь (сервiс, продукт тощо);

• Загальний стаж роботи за нинiшньою IТ-спецiальнiстю - досвiд
у роках;

• Знання англiйської мови - рiвень володiння (Upper-Intermediate, Advanced,
тощо, тобто A1-C2);

• Де ви зараз живете? / В якiй областi ви зараз живете? - геогра-
фiчне розташування в Українi, чи поза межами;

• Ваша стать - гендер опитуваного.
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Обробка датасету DOU Salaries

Пiд час попереднього аналiзу датасету DOU Salaries (грудень 2024) було ви-
явлено значну кiлькiсть пропущених, або неiнформативних значень у змiн-
них. З метою пiдвищення точностi та стабiльностi обчислень було видалено
рядки:

• Ознаки, якi не несуть цiнностi для кластеризацiї (Submitted at) були ви-
ключенi з подальшого аналiзу.

• Записи, у яких значення представленi як “NaN“, “-“, або порожнi рядки,
що не можуть бути однозначно iнтерпретованi або коректно закодованi.

• пропущенi значення в ключових категорiальних змiнних:

– Categories - вiдсутнє у 36 записах;

– Розробники - основна спецiалiзацiя - пропущено у 8 327 випадках;

– Основна мова програмування - вiдсутня у 5 364 записах;

– В якiй областi ви зараз живете? - порожнє у 2 622 записах.

• Також було видалено записи з 𝑃𝐶2 < −10 пiсля застосування PCA, щоб
усунути крайнi значення та покращити якiсть кластеризацiї.

• Кiлькiсть записiв до очищення: 14 148

• Пiсля очищення: 4 742

• Частка видалених записiв: 66,5%

Незважаючи на суттєве зменшення обсягу вибiрки, очищення було не-
обхiдним для забезпечення стабiльної та коректної роботи кластеризуючих
алгоритмiв для мiнiмiзацiї впливу шуму.

4.6 Оцiнка та порiвняння метрик кластеризацiї

Порiвняння для Fashion MNIST

У результатi кластеризацiї з використанням трьох алгоритмiв - K-середнiх,
агломеративного та EM кластерезування на датасетi Fashion MNIST бу-
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ло проведено порiвняння за низкою якiсних метрик: ARI, NMI, Homogeneity
Score, Silhouette Score, Calinski-Harabasz Index та Davies-Bouldin Index, яке
можна побачити в (табл. 3), також матриць невiдповiдностей на рис. 6 (див.
код в Додаток В ?? для реалiзацiї порiвнянь).

Табл. 3: Порiвняння кластеризацiйних алгоритмiв за якiсними метриками для
датасету Fashion MNIST.

Метрика K-Means Agglomerative EM EM (sklearn)

ARI 0.00228 -0.00094 0.00032 0.00508
NMI 0.02359 0.01850 0.01753 0.02972
Homogeneity Score 0.02312 0.01819 0.01665 0.02914
Silhouette Score 0.18797 0.17923 0.09425 0.15432
CH Index 149.09 133.98 62.76 122.43
DBI 1.709 1.746 3.416 1.914
Час (с) 0.0135 0.0634 1.3646 1.0004

Рис. 5: Вiзуалiзацiя результатiв кластеризацiї на датасетi Fashion MNIST
трьома алгоритмами (K-Means, Agglomerative, EM (GMM)) у просторi пер-
ших двох головних компонент (PC1 та PC2).

На основi результатiв, наведених у табл. 3, можна зробити такi висновки:

• K-Means показав найкращi геометричнi метрики кластеризацiї, зокре-
ма:

– найвище значення Silhouette Score (0.18797);

– найвищий Calinski-Harabasz Index (149.09);

– найнижчий Davies-Bouldin Index (1.709);
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– а також найменший час виконання (0.0135 с).

Проте, значення ARI, NMI та Homogeneity є дуже низькими, що вказує
на слабкий збiг iз реальними класами.

• Agglomerative Clustering має схожi геометричнi метрики, але ще гiршi
результати за ARI, NMI та Homogeneity.

• EM (ручна реалiзацiя) продемонструвала найгiршi результати за бiль-
шiстю метрик. Зокрема, Silhouette Score = 0.09425 та DBI = 3.416 свiдчать
про низьку якiсть кластеризацiї. Також ця реалiзацiя є найповiльнiшою.

• EM (sklearn) має найкращi значення ARI (0.00508), NMI (0.02972)
та Homogeneity Score (0.02914) серед усiх моделей, що означає най-
кращу вiдповiднiсть реальним мiткам. За геометричними метриками по-
ступається K-Means, однак забезпечує баланс мiж якiстю кластеризацiї
та обгрунтованiстю розподiлу.

Слiд також враховувати, що датасет Fashion MNIST не є гаусiв-
ським за своєю природою: зображення одягу в пiксельному просторi не
пiдпорядковуються нормальному розподiлу. Це частково пояснює нижчi ре-
зультати алгоритму EM (GMM), який припускає, що данi походять iз сумiшi
гаусiвських компонент. У таких випадках моделi, що не роблять ймовiрнi-
сних припущень, як Agglomerative, або K-Means можуть виявлятися бiльш
ефективними.

Аналiз матриць невiдповiдностей

Оскiльки у датасетi Fashion MNIST наявнi справжнi мiтки класiв, це дозво-
ляє не лише використовувати зовнiшнi метрики якостi кластеризацiї, але й
провести детальний аналiз результатiв кластеризацiї за допомогою матриць
невiдповiдностей, якi вiдображають вiдповiднiсть мiж iстинними класами
та отриманими кластерами [28].
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Рис. 6: Матрицi неточностей (Confusion Matrices) для алгоритмiв кластери-
зацiї на Fashion MNIST.

На рис. 6 зображено матрицi невiдповiдностей для кластеризацiї з 𝐾 = 10.
Основнi спостереження:

• K-Means демонструє вiдносно рiвномiрний розподiл кластерiв. Проте
спостерiгається змiшування класiв: одна i та ж група об’єднує об’єкти
рiзних типiв. Наприклад, 5-й кластер (сандалi) мiстить зразки з iнших
класiв, зокрема кросiвки (7) та чоботи (9).

• Agglomerative Clustering має ще бiльший рiвень змiшування. Помiтно,
що майже кожен справжнiй клас розпорошений по багатьох кластерах.
Це знижує iнтерпретованiсть результату. Наприклад, клас сорочка (6)
потрапляють майже в усi кластери, що ускладнює їх видiлення.

• EM (ручна реалiзацiя) формує сильнiше вираженi кластери, напри-
клад, 7-й (кросiвки) i 8-й (сумки), але має проблеми з точнiстю, бо ча-
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стина об’єктiв класифiкується неправильно через накладання гаусiвських
розподiлiв.

• EM (sklearn) - незважаючи на нижчу геометричну якiсть, класифiка-
цiйна структура дещо ближча до iстинної. Деякi кластери чiтко вiдпо-
вiдають окремим класам, зокрема, 4-й кластер (пальто) здебiльшого вiд-
повiдає класу 8 (сумки), а тим часом 8-й кластер - класу 9 (чоботи), що
може частково пояснити вищi значення ARI та Homogeneity.

Висновок: якщо важлива швидкiсть та компактнiсть кластерiв - най-
краще пiдходить K-Means. Якщо ж ключовим є наближення до справжнiх
класiв - доцiльно використовувати EM (sklearn).

Порiвняння результатiв кластеризацiї на датасетi DUO

Salary (грудень 2024)

Для аналiзу заробiтних плат за грудень 2024 року з датасету DUO було за-
стосовано три алгоритми кластеризацiї: K-Means, Agglomerative Clustering та
EM (GMM). Якiсть кластеризацiї оцiнювалась за внутрiшнiми метриками:
Silhouette Score, Calinski-Harabasz Index та Davies-Bouldin Index (див. код в
Додаток Г 4.6).

Рис. 7: Залежнiсть метрик кластеризацiї вiд кiлькостi кластерiв 𝐾 для рi-
зних алгоритмiв. Зображено значення трьох метрик: Silhouette Score, Calinski-
Harabasz Index, Davies-Bouldin Index.

На основi графiка (рис. 7) можна зробити такi спостереження:
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• Silhouette Score: для всiх алгоритмiв показник досягає максимуму в
дiапазонi 𝐾 = 5− 8, пiсля чого починає спадати. Найвищi значення має
K-Means, що вказує на чiтке внутрiшнє згрупування кластерiв. У GMM
(sklearn) та ручного GMM спостерiгається рiзкий спад якостi пiсля
𝐾 > 9.

• Calinski-Harabasz Index (CH): значення цього iндексу зростають до
певного моменту i стабiлiзуються. K-Means та Agglomerative демон-
струють стабiльно вищi значення iндексу CH, що вказує на хорошу гло-
бальну вiдокремленiсть кластерiв у порiвняннi з GMM.

• Davies-Bouldin Index (DBI): чим нижче значення, тим краще. Най-
нижчi значення спостерiгаються у Agglomerative та K-Means, особли-
во в дiапазонi 𝐾 = 5 − 10. GMM (manual) має сильнi коливання i
сплески DBI при 𝐾 > 15, що вказує на нестабiльну кластеризацiю.

Для вибору кiлькостi кластерiв було обрано дiапазон 𝐾 = 6− 8, у якому
спостерiгається оптимальне спiввiдношення мiж основними метриками якостi
кластеризацiї.

Табл. 4: Якiснi метрики кластеризацiї для датасету DOU Salary при 𝐾 = 7.

Метрика K-Means Agglomerative GMM GMM (sklearn)

Silhouette Score 0.7342 0.7166 0.6277 0.7095
CH Index 32131.95 29082.45 17711.89 20802.38
DBI 0.4135 0.6013 0.6562 0.5543
Час виконання 0.01 0.71 0.63 0.11

Рис. 8: Вiзуалiзацiя результатiв кластеризацiї на датасетi DUO Salary у про-
сторi перших двох головних компонент (PC1 та PC2) при 𝐾 = 7.
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Порiвняння алгоритмiв проводилось для кiлькостi кластерiв 𝐾 = 6, 7, 8.
Було виявлено, що, найкращi результати були для 𝐾 = 7. Найбiльш ста-
бiльнi результати в цьому дiапазонi демонструють алгоритми K-Means та
Agglomerative.

K-Means досяг найкращих результатiв за всiма метриками: найвище зна-
чення Silhouette Score (0.7342), найвище CH Index (32131.95) та найнижчий
Davies-Bouldin Index (0.4135), що свiдчить про чiтке роздiлення кластерiв з
високою щiльнiстю всерединi;

Agglomerative Clustering показав другу за якiстю кластеризацiю: ви-
сокi значення Silhouette (0.7166) i CH Index (29082.45), але дещо гiрший DBI
(0.6013), що вказує на дещо бiльший рiвень перекриття мiж кластерами;

GMM (manual) та GMM (sklearn) дали нижчi результати: Silhouette
близько 0.63-0.71 i DBI вiд 0.55 до 0.65. Ймовiрнiсна природа цих моделей
забезпечує гнучке кластеризування, але водночас - менш чiтке порiвняно з
K-Means.

Таким чином, для кластеризацiї заробiтних плат у груднi 2024 року:

• якщо головним прiоритетом є чiтке роздiлення кластерiв та їхня внутрi-
шня однорiднiсть - оптимальним вибором є K-Means;

• якщо необхiдно врахувати iєрархiчну будову даних або структуру пiд-
кластерiв - доцiльно застосувати Agglomerative Clustering;

• якщо важливо отримати ймовiрнiсну iнтерпретацiю кластерiв або враху-
вати розмитiсть меж мiж групами, то варто використовувати EM (GMM).

Висновок до роздiлу 4: K-Means виявився найстабiльнiшим i
найефективнiшим методом кластеризацiї як для зображень Fashion-
MNIST, так i для табличних даних DOU salaries, демонструючи кращу узго-
дженiсть кластерiв, високу чiткiсть подiлу та ефективнiсть за обчислюваль-
ними ресурсами.

Усi результати було пiдтверджено як числовими метриками (Silhouette,
CH, DB i тд.), так i вiзуальними скатерплотами у просторi перших двох ком-
понент PCA.
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Висновки

Квалiфiкацiйна робота була присвячена GMM та EM-алгоритму. Було до-
слiджено математичнi та практичнi аспекти моделей сумiшей Гауса та EM-
алгоритму. Побудовано теоретичний базис, який охоплює iмовiрнiсну iнтер-
претацiю, формалiзм латентних змiнних та принципи оцiнювання параметрiв
методом максимiзацiї математичного сподiвання. Реалiзовано власну версiю
EM-алгоритму, що пройшла перевiрку на синтетичних та реальних даних.

У практичнiй частинi було проведено аналiз на двох рiзних типах даних.
Результати пiдтвердили доцiльнiсть застосування EM-алгоритму в задачах
кластеризацiї, особливо коли важлива ймовiрнiсна iнтерпретацiя. Водночас
експерименти засвiдчили, що класичнi методи, як K-Means у багатьох випад-
ках залишаються кращими за критерiями швидкостi та геометричної якостi
кластерiв.

Аналiз результатiв на реальних даних показав, що:

• Для високо-структурованих, негаусiвських даних (зображення Fashion-
MNIST) бiльш ефективними є простiшi геометричнi методи, як K-Means.

• Для гаусоподiбних або змiшаних структур (у зарплатних даних) EM-
алгоритм демонструє стабiльнi результати та коректну ймовiрнiсну iн-
терпретацiю.

• Вибiр алгоритму кластеризацiї має грунтуватися не лише на метриках
якостi, а й на природi даних та цiлi аналiзу.

Таким чином, поставлену мету та завдання дослiдження було досягнуто
повнiстю. Робота має як теоретичну, так i прикладну цiннiсть, а результати
можуть бути використанi в задачах аналiзу складних багатовимiрних даних
без наявиних мiток.
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Додатки

Додаток А. Реалiзацiя EM-алгоритму на Python

1 import numpy as np

2 from scipy.stats import multivariate_normal

3

4 def initialize_parameters(X, K, seed=None):

5 np.random.seed(seed)

6 n_samples , n_features = X.shape

7 pi = np.full(K, 1 / K)

8 mu = X[np.random.choice(n_samples , K, replace=False)]

9 sigma = [np.cov(X.T) + np.eye(n_features) * 1e-6 for _ in range(K)]

10 return pi, mu , sigma

11

12 def e_step(X, pi , mu , sigma):

13 K = len(pi)

14 n = X.shape [0]

15 gamma = np.zeros ((n, K))

16

17 for k in range(K):

18 gamma[:, k] = pi[k] * multivariate_normal.pdf(X, mean=mu[k], cov=

sigma[k], allow_singular=True)

19

20 gamma_sum = np.sum(gamma , axis=1, keepdims=True)

21 gamma = np.divide(gamma , gamma_sum , where=gamma_sum !=0) # avoid NaNs

22 return gamma

23

24 def m_step(X, gamma):

25 n_samples , n_features = X.shape

26 K = gamma.shape [1]

27

28 N_k = gamma.sum(axis =0)

29 pi = N_k / n_samples

30 mu = np.dot(gamma.T, X) / N_k[:, np.newaxis]

31 sigma = []

32

33 for k in range(K):

34 diff = X - mu[k]

35 weighted_cov = np.dot((gamma[:, k][:, np.newaxis] * diff).T, diff) /

N_k[k]

36 sigma.append(weighted_cov + np.eye(n_features) * 1e-6) #

regularization

37

38 return pi, mu , sigma

39
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40 def compute_log_likelihood(X, pi, mu , sigma):

41 n_samples = X.shape [0]

42 K = len(pi)

43 likelihood = np.zeros((n_samples , K))

44

45 for k in range(K):

46 likelihood [:, k] = pi[k] * multivariate_normal.pdf(X, mean=mu[k],

cov=sigma[k], allow_singular=True)

47

48 return np.sum(np.log(np.sum(likelihood , axis =1) + 1e-10)) # avoid log

(0)

49

50 def em_gmm(X, K, max_iter =100, tol=1e-4, verbose=False , seed=None):

51 pi , mu , sigma = initialize_parameters(X, K, seed)

52 log_likelihood = -np.inf

53

54 for i in range(max_iter):

55 gamma = e_step(X, pi , mu , sigma)

56 pi , mu , sigma = m_step(X, gamma)

57

58 new_log_likelihood = compute_log_likelihood(X, pi, mu, sigma)

59

60 if verbose and (i == 0 or i == max_iter - 1 or np.abs(

new_log_likelihood - log_likelihood) < tol):

61 print(f"Iteration {i+1}, Log -likelihood: {new_log_likelihood :.4f

}")

62

63 if np.abs(new_log_likelihood - log_likelihood) < tol:

64 break

65

66 log_likelihood = new_log_likelihood

67

68 return pi, mu , sigma , gamma

Демонстрацiя кластеризацiї за допомогою EM-алгоритму на синтетичних
даних.

1 import matplotlib.pyplot as plt

2

3 np.random.seed (42)

4 n_samples = 300

5 X1 = np.random.multivariate_normal ([0, 0], np.eye(2), n_samples)

6 X2 = np.random.multivariate_normal ([5, 5], np.eye(2), n_samples)

7 X = np.vstack ((X1, X2))

8

9 K = 2

10 pi , mu , sigma , gamma = em_gmm(X, K=K, max_iter =100, tol=1e-4, verbose=True ,
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seed =42)

11

12 clusters = np.argmax(gamma , axis =1)

13

14 plt.scatter(X[:, 0], X[:, 1], c=clusters , cmap=’coolwarm ’, s=30)

15 plt.scatter(mu[:, 0], mu[:, 1], c=’orange ’, marker=’*’, s=100, label=’

’)

16 plt.title("EM

")

17 plt.legend ()

18 plt.show()

Оцiнка якостi кластеризацiї GMM за такими метриками: AIC, BIC, ARI,
NMI, Homogeneity, Silhouette, Calinski-Harabasz та Davies-Bouldin.

1 from sklearn.metrics import adjusted_rand_score ,

normalized_mutual_info_score , homogeneity_score , silhouette_score ,

calinski_harabasz_score , davies_bouldin_score

2

3 def evaluate_gmm(X, y_true , pi, mu , sigma , gamma):

4 y_pred = np.argmax(gamma , axis =1)

5 n_clusters = gamma.shape [1]

6 n_samples , n_features = X.shape

7

8 log_likelihood = compute_log_likelihood(X, pi, mu , sigma)

9

10 d = n_features

11 K = n_clusters

12 n_params = K * d + K * d * (d + 1) / 2 + (K - 1)

13 aic = 2 * n_params - 2 * log_likelihood

14 bic = np.log(n_samples) * n_params - 2 * log_likelihood

15

16 ari = adjusted_rand_score(y_true , y_pred)

17 nmi = normalized_mutual_info_score(y_true , y_pred)

18 homogeneity = homogeneity_score(y_true , y_pred)

19

20 silhouette = silhouette_score(X, y_pred)

21 ch_score = calinski_harabasz_score(X, y_pred)

22 db_score = davies_bouldin_score(X, y_pred)

23

24 print(f" Log -likelihood: {log_likelihood :.4f}")

25 print(f" AIC: {aic:.2f}")

26 print(f" BIC: {bic:.2f}")

27 print(f" Adjusted Rand Index: {ari:.4f}")

28 print(f" Normalized Mutual Info: {nmi:.4f}")

29 print(f" Homogeneity Score: {homogeneity :.4f}")

30 print(f" Silhouette Score: {silhouette :.4f}")
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31 print(f" Calinski -Harabasz: {ch_score :.2f}")

32 print(f" Davies -Bouldin Index: {db_score :.4f}")

Цикл кластеризацiї методом Gaussian Mixture Model (EM-алгоритм) для
трьох варiантiв кiлькостi кластерiв: K = 2, 3, 4 на датасетi Iris.

1 from sklearn.datasets import load_iris

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 iris = load_iris ()

6 X_iris = iris.data[:, :2]

7 y_iris = iris.target

8

9 for K in [2, 3, 4]:

10 print(f"\n------------ K = {K}

------------")

11

12 pi_iris , mu_iris , sigma_iris , gamma_iris = em_gmm(X_iris , K=K, max_iter

=100, tol=1e-4, verbose=True , seed =42)

13 clusters_iris = np.argmax(gamma_iris , axis =1)

14

15 plt.figure(figsize =(8, 6))

16 plt.scatter(X_iris[:, 0], X_iris[:, 1], c=clusters_iris , cmap=’viridis ’,

s=40)

17 plt.scatter(mu_iris[:, 0], mu_iris[:, 1], c=’red’, marker=’*’, s=120,

label=’ ’)

18 plt.title(f"EM Iris (K = {K})")

19 plt.xlabel("Sepal length")

20 plt.ylabel("Sepal width")

21 plt.legend ()

22 plt.show()

23

24 print(" GMM :")

25 evaluate_gmm(X_iris , y_iris , pi_iris , mu_iris , sigma_iris , gamma_iris)

Додаток Б. Реалiзацiя K-Means, Agglomerative Clusteri-

ng для реалiзацiї обчислення метрик кластеризацiї на

Python

Оцiнка якостi кластеризацiї моделями: K-Means, Agglomerative Clustering,
EM-алгоритм (ручна реалiзацiя), EM-алгоритм з sklearn. Повертає таблицю
з метриками та будує вiзуалiзацiю й матрицю неточностей.
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1 import numpy as np

2 import pandas as pd

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from sklearn.cluster import KMeans , AgglomerativeClustering

5 from sklearn.mixture import GaussianMixture

6 from sklearn.metrics import (

7 adjusted_rand_score , normalized_mutual_info_score , silhouette_score ,

8 calinski_harabasz_score , davies_bouldin_score , homogeneity_score ,

9 confusion_matrix

10 )

11 from sklearn.decomposition import PCA

12 import seaborn as sns

13 import time

14

15 def evaluate_clustering_models_mnist(X, y_true , n_clusters =10, visualize=

True ,

16 save_csv_path=None , show_conf_matrix=True):

17 results = []

18 labels_dict = {}

19 timings = {}

20

21 models = {

22 "K-Means": KMeans(n_clusters=n_clusters , random_state =42),

23 "Agglomerative": AgglomerativeClustering(n_clusters=n_clusters ,

linkage=’ward’),

24 "EM (manual)": manual_em_wrapper ,

25 "EM (sklearn)": GaussianMixture(n_components=n_clusters ,

random_state =42)

26 }

27

28 for name , model_func in models.items():

29 if model_func is None:

30 continue

31

32 start_time = time.time()

33

34 if callable(model_func):

35 labels = model_func(X, n_clusters)

36 else:

37 labels = model_func.fit_predict(X)

38

39 elapsed_time = time.time() - start_time

40 timings[name] = elapsed_time

41 labels_dict[name] = labels

42

43 ari = adjusted_rand_score(y_true , labels)
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44 nmi = normalized_mutual_info_score(y_true , labels)

45 homo = homogeneity_score(y_true , labels)

46 sil = silhouette_score(X, labels)

47 ch = calinski_harabasz_score(X, labels)

48 db = davies_bouldin_score(X, labels)

49

50 results.append ({

51 "Model": name ,

52 "ARI": round(ari , 5),

53 "NMI": round(nmi , 5),

54 "Homogeneity": round(homo , 5),

55 "Silhouette": round(sil , 5),

56 "Calinski -Harabasz": round(ch , 5),

57 "Davies -Bouldin": round(db , 5),

58 "Time (s)": round(elapsed_time , 5)

59 })

60

61 df_results = pd.DataFrame(results).set_index("Model")

62 print(df_results)

63

64 if visualize:

65 pca_vis = PCA(n_components =2).fit_transform(X)

66 fig , axes = plt.subplots(1, len(labels_dict), figsize =(5 * len(

labels_dict), 5))

67 if len(labels_dict) == 1:

68 axes = [axes]

69

70 for i, (name , labels) in enumerate(labels_dict.items()):

71 axes[i]. scatter(

72 pca_vis[:, 0],

73 pca_vis[:, 1],

74 c=labels ,

75 s=10,

76 cmap=’viridis ’

77 )

78 axes[i]. set_title(name)

79 axes[i]. set_xlabel("PC1")

80 axes[i]. set_ylabel("PC2")

81 plt.tight_layout ()

82 plt.show()

83

84

85 if show_conf_matrix:

86 for name , labels in labels_dict.items():

87 cm = confusion_matrix(y_true , labels)

88 plt.figure(figsize =(6, 4))
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89 sns.heatmap(cm, annot=True , fmt=’d’, cmap=’Blues ’)

90 plt.title(f"Confusion Matrix {name}")

91 plt.xlabel("Predicted")

92 plt.ylabel("True")

93 plt.show()

94

95 return df_results

Додаток В. Порiвняння кластеризацiйних алгоритмiв за

якiсними метриками для датасету Fashion MNIST. Вiзу-

алiзацiя результатiв кластеризацi на Python

Покращена версiя em𝑔𝑚𝑚𝐵𝑖𝑔𝑖4.6.𝑚𝑎𝑛𝑢𝑎𝑙𝑒𝑚𝑤𝑟𝑎𝑝𝑝𝑒𝑟𝑖𝑖𝑖𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝑖𝑖(𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎).

1

2 import numpy as np

3 from scipy.stats import multivariate_normal

4

5 def initialize_parameters(X, K, seed=None):

6 np.random.seed(seed)

7 n_samples , n_features = X.shape

8 pi = np.full(K, 1 / K)

9 mu = X[np.random.choice(n_samples , K, replace=False)]

10 sigma = [np.cov(X.T) + np.eye(n_features) * 1e-2 for _ in range(K)]

11 return pi, mu , sigma

12

13 def e_step(X, pi , mu , sigma):

14 K = len(pi)

15 n = X.shape [0]

16 gamma = np.zeros ((n, K))

17

18 for k in range(K):

19 gamma[:, k] = pi[k] * multivariate_normal.pdf(

20 X, mean=mu[k], cov=sigma[k], allow_singular=True

21 )

22

23 gamma_sum = np.sum(gamma , axis=1, keepdims=True)

24 gamma = np.divide(gamma , gamma_sum , where=gamma_sum !=0)

25 return gamma

26

27 def m_step(X, gamma):

28 n_samples , n_features = X.shape

29 K = gamma.shape [1]

30 N_k = gamma.sum(axis =0)
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31 pi = N_k / n_samples

32 mu = np.dot(gamma.T, X) / N_k[:, np.newaxis]

33 sigma = []

34

35 for k in range(K):

36 diff = X - mu[k]

37 weighted_cov = np.dot((gamma[:, k][:, np.newaxis] * diff).T, diff) /

N_k[k]

38

39 cov_k = weighted_cov + np.eye(n_features) * 1e-2

40 cov_k = (cov_k + cov_k.T) / 2

41 sigma.append(cov_k)

42

43 return pi, mu , sigma

44

45 def compute_log_likelihood(X, pi, mu , sigma):

46 n_samples = X.shape [0]

47 K = len(pi)

48 likelihood = np.zeros((n_samples , K))

49

50 for k in range(K):

51 likelihood [:, k] = pi[k] * multivariate_normal.pdf(

52 X, mean=mu[k], cov=sigma[k], allow_singular=True

53 )

54

55 return np.sum(np.log(np.sum(likelihood , axis =1) + 1e-10))

56

57 def em_gmm_Big(X, K, max_iter =100, tol=1e-4, verbose=False , seed=None):

58 pi , mu , sigma = initialize_parameters(X, K, seed)

59 log_likelihood = -np.inf

60

61 for i in range(max_iter):

62 gamma = e_step(X, pi , mu , sigma)

63 pi , mu , sigma = m_step(X, gamma)

64 new_log_likelihood = compute_log_likelihood(X, pi, mu, sigma)

65

66 if verbose:

67 print(f"Iteration {i+1}, Log -likelihood: {new_log_likelihood :.4f

}")

68 if np.abs(new_log_likelihood - log_likelihood) < tol:

69 break

70

71 log_likelihood = new_log_likelihood

72

73 return pi, mu , sigma , gamma

74
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75

76 def manual_em_wrapper(X, n_clusters):

77 pi , mu , sigma , gamma = em_gmm_Big(X, K=n_clusters , max_iter =100, tol=1e

-4, verbose=False , seed =42)

78 return np.argmax(gamma , axis =1)

Завантаження даних Fashion MNIST, їх обробка, використання кластери-
зацiя трьома методами та обчислення основних метрик.

1 import numpy as np

2 import pandas as pd

3 from sklearn.decomposition import PCA

4 from sklearn.preprocessing import StandardScaler

5 from tensorflow.keras.datasets import fashion_mnist

6

7 (X_train , y_train), (_, _) = fashion_mnist.load_data ()

8 X_flat = X_train.reshape(X_train.shape[0], -1)

9

10 X_scaled = StandardScaler ().fit_transform(X_flat)

11

12 pca = PCA(n_components =50)

13 X_pca = pca.fit_transform(X_scaled)

14

15 df_pca = pd.DataFrame(X_pca)

16 df_pca["label"] = y_train

17

18 df_sampled = (

19 df_pca.groupby("label", group_keys=False)

20 .apply(lambda x: x.sample(n=100, random_state =42), include_groups=False)

21 .reset_index(drop=True)

22 )

23

24 df_sampled["label"] = df_pca.loc[df_sampled.index , "label"]. values

25

26 X = df_sampled.drop("label", axis =1).values

27 y_true = df_sampled["label"]. values

28

29 results_df = evaluate_clustering_models_mnist(X, y_true , n_clusters =10)
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Додаток Г. Порiвняння кластеризацiйних алгоритмiв за

якiсними метриками для датасету DUO Salary (грудень

2024). Вiзуалiзацiя результатiв кластеризацi на Python

Завантаження даних DUO Salary, їх обробка, роздiлення на 2 компоненти та
збереження в новий csv. файл.

1 import pandas as pd

2 from sklearn.preprocessing import StandardScaler

3 from sklearn.decomposition import PCA

4

5 url = "https ://raw.githubusercontent.com/devua/csv/master/salaries /2024

_dec_raw.csv"

6 df = pd.read_csv(url)

Для зручностi подальшої обробки даних було виконано перейменування
колонок у датафреймi за допомогою методу df.rename(), наприклад, ’В якiй
областi ви зараз живете?’: ’region’. Через особливостi LaTeX деякi символи,
пробiли та переноси рядкiв у початкових назвах в датасетi не вiдображаються
коректно при вставцi коду. Тому код iз перейменуванням колонок подано
нижче в узагальненому виглядi:

1 df.rename(columns ={...} , inplace=True)

1 selected_columns = [’specialization ’, ’category ’, ’main_language ’, ’region ’]

2

3 df_cleaned = df.dropna(subset=selected_columns).copy()

4 df_encoded = pd.get_dummies(df_cleaned[selected_columns ])

5

6 scaler = StandardScaler ()

7 X_scaled = scaler.fit_transform(df_encoded)

8

9 pca = PCA(n_components =2)

10 X_pca = pca.fit_transform(X_scaled)

11

12 df_cleaned.loc[:, ’PC1’] = X_pca[:, 0]

13 df_cleaned.loc[:, ’PC2’] = X_pca[:, 1]

14

15 mask = X_pca[:, 1] > -20

16 df_cleaned = df_cleaned[mask]

17

18 pca_components = pd.DataFrame(

19 pca.components_ ,

20 columns=df_encoded.columns ,
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21 index=[’PC1’, ’PC2’]

22 ).T.sort_values(by=’PC1’, ascending=False)

23

24 df_cleaned.to_csv("dou_salaries_cleaned.csv", index=False)

Вiзуальне визначення оптимальне значення K для подальшого аналiзу.
1 from sklearn.cluster import KMeans , AgglomerativeClustering

2 from sklearn.mixture import GaussianMixture

3 from sklearn.metrics import silhouette_score , calinski_harabasz_score ,

davies_bouldin_score

4 import matplotlib.pyplot as plt

5 import numpy as np

6

7 def plot_all_models_metrics_vs_k(X, k_min=2, k_max =15):

8 K_range = range(k_min , k_max + 1)

9

10 models = {

11 "K-Means": lambda k: KMeans(n_clusters=k, random_state =42),

12 "Agglomerative": lambda k: AgglomerativeClustering(n_clusters=k,

linkage=’ward’),

13 "GMM EM -manual": lambda k: lambda X: manual_em_wrapper(X, k),

14 "GMM (sklearn)": lambda k: GaussianMixture(n_components=k,

random_state =42)

15 }

16

17 metrics = {

18 "Silhouette": [],

19 "Calinski -Harabasz": [],

20 "Davies -Bouldin": []

21 }

22

23 for model_name , model_func in models.items():

24 silhouette_scores = []

25 ch_scores = []

26 db_scores = []

27

28 for k in K_range:

29 model = model_func(k)

30 try:

31 if model_name == "GMM EM-manual":

32 labels = model(X)

33 elif model_name == "GMM (sklearn)":

34 labels = model.fit(X).predict(X)

35 else:

36 labels = model.fit_predict(X)

37
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38 silhouette_scores.append(silhouette_score(X, labels))

39 ch_scores.append(calinski_harabasz_score(X, labels))

40 db_scores.append(davies_bouldin_score(X, labels))

41

42 except Exception as e:

43 print(f"[{ model_name} - K={k}] Error: {e}")

44 silhouette_scores.append(np.nan)

45 ch_scores.append(np.nan)

46 db_scores.append(np.nan)

47

48 metrics["Silhouette"]. append ((model_name , silhouette_scores))

49 metrics["Calinski -Harabasz"]. append ((model_name , ch_scores))

50 metrics["Davies -Bouldin"]. append ((model_name , db_scores))

51

52 fig , axes = plt.subplots(1, 3, figsize =(18, 5))

53

54 for idx , (metric_name , results) in enumerate(metrics.items()):

55 ax = axes[idx]

56 for model_name , scores in results:

57 ax.plot(K_range , scores , marker=’o’, label=model_name)

58 ax.set_title(f"{metric_name} vs K")

59 ax.set_xlabel("K")

60 ax.set_ylabel(metric_name)

61 ax.legend ()

62 ax.grid(True)

63

64 plt.tight_layout ()

65 plt.show()

66

67 X_dou = df_cleaned [[’PC1’, ’PC2’]]. values

68 plot_all_models_metrics_vs_k(X_dou , k_min=2, k_max =25)

Оцiнка кластеризацiї без наявних мiток.
1 from sklearn.cluster import KMeans , AgglomerativeClustering

2 from sklearn.mixture import GaussianMixture

3 from sklearn.metrics import silhouette_score , calinski_harabasz_score ,

davies_bouldin_score

4 import matplotlib.pyplot as plt

5 import pandas as pd

6 import time

7

8 def evaluate_unsupervised_clustering(X, n_clusters =10, visualize=True):

9

10 models = {

11 "K-Means": KMeans(n_clusters=n_clusters , random_state =42),

12 "Agglomerative": AgglomerativeClustering(n_clusters=n_clusters ,
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linkage=’ward’),

13 "GMM (manual)": manual_em_wrapper ,

14 "GMM (sklearn)": GaussianMixture(n_components=n_clusters ,

random_state =42)

15 }

16

17 results = []

18 labels_dict = {}

19 timings = {}

20

21 for name , model in models.items():

22 start = time.time()

23 if callable(model):

24 labels = model(X, n_clusters)

25 else:

26 if name == "GMM (sklearn)":

27 labels = model.fit(X).predict(X)

28 else:

29 labels = model.fit_predict(X)

30 elapsed = time.time() - start

31

32 silhouette = silhouette_score(X, labels)

33 ch = calinski_harabasz_score(X, labels)

34 db = davies_bouldin_score(X, labels)

35

36 results.append ({

37 "Model": name ,

38 "Silhouette": round(silhouette , 4),

39 "Calinski -Harabasz": round(ch , 2),

40 "Davies -Bouldin": round(db , 4),

41 "Time (s)": round(elapsed , 2)

42 })

43

44 labels_dict[name] = labels

45

46 df_results = pd.DataFrame(results).set_index("Model")

47 print(df_results)

48

49 if visualize:

50 fig , axes = plt.subplots(1, len(labels_dict), figsize =(5 * len(

labels_dict), 5))

51 if len(labels_dict) == 1:

52 axes = [axes]

53 for i, (name , labels) in enumerate(labels_dict.items()):

54 axes[i]. scatter(X[:, 0], X[:, 1], c=labels , cmap=’viridis ’, s

=10)
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55 axes[i]. set_title(name)

56 axes[i]. set_xlabel("PC1")

57 axes[i]. set_ylabel("PC2")

58 plt.tight_layout ()

59 plt.show()

60

61 return df_results

Знаходження найкращого K по метрикам та вивiд кластерiв
1 all_results = []

2

3 for k in range(6, 9):

4 print(f"\n------------- : K = {k}

------------- ")

5 df_result = evaluate_unsupervised_clustering(X_dou , n_clusters=k,

visualize=True)

6 df_result["K"] = k

7 all_results.append(df_result)

8

9 results_df_dou = pd.concat(all_results)

10 results_df_dou = results_df_dou.reset_index ().set_index (["K", "Model"])

11 print("\ n :")

12 print(results_df_dou)
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