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Анотацiя

Сплайни досить розповсюдженi у використаннi в математичнiй те-

орiї, рiзних обчислювальних програмах, а також при вирiшеннi задач

теорiї нелiнiйних електричних ланцюгiв.

Сплайн-функцiї - це функцiї, отриманi гладким склеюванням шма-

ткiв многочленiв. Методи, якi базуються на сплайн-функцiях займають

панiвну позицiю серед найбiльш потужних методiв обчислювальної ма-

тематики. За допомогою сплайнiв можна наблизити будь-яку неперервну

функцiю 𝑓 (𝑥), задану iз певною точнiстю 𝜀 на вiдповiдному вiдрiзку.

Використання сплайнiв має багато переваг. По-перше, вони гнучкi у

використаннi, що робить їх потужними для вирiшення задач наближе-

ння функцiй. А цi задачi самi по собi лежать в основi багатьох методiв

обчислювальної математики. Часто виникає необхiднiсть апроксимува-

ти характеристики нелiнiйних елементiв ланцюгiв. Це пов’язано з тим,

що найчастiше цi характеристики задаються таблицями та графiками.

Тож, для того, щоб була змога оперувати механiчними методами розра-

хунку ланцюгiв, краще представляти їх у виглядi аналiтичних виразiв.

По-друге, алгоритми, якi побудованi на основi сплайн-функцiй, легко i

досить ефективно реалiзуються.

Сплайни виникли в той час, коли з’ясувалася неможливiсть та не-

ефективнiсть застосування класичного методу наближення алгебраїчни-

ми та тригонометричними полiномами при розв’язаннi багатьох прикла-
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(а) (б)

Рис. 1: Контрастнi зображення

дних задач. Сплайни вiд двох змiнних iнтенсивно використовуються в

рiзних системах комп’ютерного моделювання.

Також сплайни набули широкого розповсюдження й в обробцi та ана-

лiзi зображень. Сучаснi мультимедiйнi продукти вимагають бiльшої єм-

ностi сховища i мережi. З розвитком систем спостереження, мультимедiа,

автомобiльної промисловостi почали з’являтися новi ефективнi пiдходи

стиснення вiдеопотокiв та обробки зображень.

Iснує безлiч пiдходiв для вирiшення даної задачi. Один iз них по-

лягає у вилученнi контурiв та застосуваннi iдеї локалiзацiї (див. рис.1).

Зображення представляють у виглядi деякої нескiнченної системи рiзни-

цевих рiвнянь. Для розв’язання подiбних задач можуть бути використанi

методи локальної сплайн-апроксимацiї, основою яких є локальнi асим-

птотичнi формули для параметрiв сплайнiв. Для стиснення зображення,

нам необхiдно видiлити найважливiшу iнформацiю (тобто мiсця особли-

во щiльного скупчення пiкселей). Для цього найкраще використовувати

машинно-орiєнтований пiдхiд для апроксимацiї нелiнiйних функцiй iз за-

даною наперед точнiстю за допомогою сплайн-функцiй.

При цьому досягається асимптотично мiнiмальне наближення, тобто

наближення iз мiнiмальною кiлькiстю вузлiв (стиск зображень) необхi-

дних для забезпечення заданої точностi.
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Метою цiєї роботи є побудова алгоритму вибору асимтотично опти-

мальних вузлiв iнтерполяцiї лiнiйних сплайнiв двох змiнних. З цiєю ме-

тою в роботi пропонується узагальнення результатiв роботи Лигуна i

Шумейко [1], в якiй подiбна проблема дослiджується для випадку апро-

ксимацiї функцiй однiєї змiнної кубiчними сплайнами.
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Вступ

Система дослiдження сплайнiв як математичних об’єктiв розпоча-

лася з 1946 року в роботах Шенберга. Сплайни однiєї та двох змiнних

широко використовуються при розв’язаннi найрiзноманiтнiших прикла-

дних задач [2].

При обробцi великих масивiв iнформацiї виникає проблема зменше-

ння її об’єму. У випадку, коли такiй iнформацiї вiдповiдає деяка глад-

ка функцiя однiєї змiнної 𝑓 (𝑥), ефективний метод стиску iнформацiї на

основi кубiчних сплайнiв запропоновано в роботi Лигуна i Шумейка [1].

Стиск об’єму iнформацiї в методi Лигуна-Шумейка полягає в за-

мiнi початкової рiвномiрної сiтки сплайн-iнтерполяцiї з великою кiлькi-

стю вузлiв на нерiвномiрну сiтку iз суттєво меншою кiлькiстю вузлiв.

При цьому iнтерполяцiя по новiй прорiдженiй системi вузлiв має давати

прийнятну точнiсть апроксимацiї 𝑓 (𝑥).

Головна частина вiдхилення кубiчного сплайна з рiвномiрною сiткою

пропорцiйна добутку 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) на ℎ4 (ℎ > 0 крок рiвномiрної сiтки). От-

же, при великих коливаннях значень | 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) | розподiл похибки сплайн-

апроксимацiї на рiвномiрнiй сiтцi є нерiвномiрним. Звiдси i виникає iдея

побудови нерiвномiрної сiтки з кроком ℎ𝑘 , якi мають бути пропорцiй-

нi значенням | 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) |−1
4 . Отримана в такий спосiб нерiвномiрна сiтка є

близькою до найкращої (асимптотично оптимальною).



9

Така сiтка забезпечує майже рiвномiрний розподiл вiдхилення сплай-

на вiд iнтерпольованої функцiї 𝑓 (𝑥) по всiй областi визначення.

Зауважимо, що похiдну 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) в методi Лигуна-Шумейка можна за-

мiнити вiдповiдними рiзницевими вiдношеннями.

В данiй роботi пропонується узагальнення методу Лигуна-Шумейка

на випадок, коли ми маємо великий масив iнформацiї, якому вiдповiдає

функцiя двох змiнних, що визначена на деякому прямокутнику

Π = [0, 𝐴] × [0, 𝐵]

Припускаємо, що на рiвномiрнiй двовимiрнiй сiтцi у вузлах (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) маємо
значення 𝑓 (𝑥, 𝑦).

Для апроксимацiї 𝑓 (𝑥, 𝑦) використовуємо лiнiйний iнтерполяцiйний

сплайн 𝑠1(𝑥, 𝑦).

Для такого сплайна вiдхилення вiд 𝑓 (𝑥, 𝑦) оцiнюється величиною
1
3𝜙(𝑥, 𝑦)ℎ

2, де

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥( | 𝑓 ′′𝑥𝑥 (𝑥, 𝑦) |, | 𝑓
′′
𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦) |, | 𝑓

′′
𝑦𝑦 (𝑥, 𝑦) |).

Таким чином для вибору оптимальних вузлiв сплайн iнтерполяцiї прямо-

кутник Π слiд розрiзати на меншi прямокутники 𝜋𝑘 , площi яких мають

бути пропорцiйнi 𝜙(𝑥, 𝑦)−1 (бiльш точнi формулювання наведено пiзнi-

ше).

Зауважимо, що метод Лигуна-Шумейка в одновимiрному випадку

визначає асимптотично оптимальну сiтку однозначно.

У двовимiрному випадку на форму асимптотично оптимальних пря-

мокутникiв 𝜋𝑘 доводиться накладати додаткому умову на їх розмiри.

В данiй роботi розглядаються прямокутники 𝜋𝑘 з однаковими гори-
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зонтальними сторонами.
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Роздiл 1

Iнтерполяцiя функцiй однiєї змiнної

сплайнами. Оптимiзацiя кiлькостi

вузлiв iнтерполяцiї

1.1 Означення та деякi властивостi полiномiальних

сплайнiв однiєї змiнної

Нехай деяка функцiя 𝑓 (𝑥) задана графiчно чи таблично. Складнiсть
аналiтичного представлення функцiї залежить вiд розмiру iнтервала та

необхiдної точностi наближення.

Одне з найголовнiших питань при наближеннi заданої функцiї є питання

вибору метода апроксимацiї. Зазвичай для апроксимацiї функцiй вико-

ристовуються степеневi та експоненцiальнi полiноми, рацiональнi дроби,

деякi спецiальнi функцiї.

Проте такi методи є неточними, оскiльки при збiльшеннi кiлькостi дан-

них, похибки при обчисленнi зростають.

Останнiм часом все бiльшого визнання набувають сплайн-функцiї, якi

отримуються "склеюванням"кускiв многочленiв.

Означення 1.1.1. Неперервну функцiю з сiткою Δ = 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 𝑁, яка на
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кожному промiжку [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] збiгається з деяким полiномом степеня 𝑘

називають сплайн-функцiєю степеня 𝑘.

Простота реалiзацiї на ЕОМ та визначнi локальнi властивостi сплай-

нiв дають можливiсть оптимально визначати характеристики апрокси-

муючої функцiї, а також автоматизувати дослiдження таблицi значень

або графiка функцiї. При цьому досягається асимтотичне оптимальне на-

ближення з мiнiмальною кiлькiстю вузлiв, необхiдних для забезпечення

заданої точностi.

Означення 1.1.2. Ермiтова iнтерполяцiя – це метод полiномiальної

iнтерполяцiї iз застосуванням похiдних функцiї.

Суть методу полягає в тому, щоб побудувати полiном, значення якого

в точках iнтерполяцiї збiгаються iз значеннями початкової функцiї, так

само збiгаються i значення їх перших похiдних.

Означення 1.1.3. Кубiчним сплайном мiнiмального дефекта (дефекта

1) називають сплайн 𝑆3(𝑥), оскiльки з трьох похiдних 𝑆3(𝑥) лише тре-

тя похiдна є розривною.

1.2 Метод Лигуна-Шумейка побудови асимптотично

оптимальної сiтки для iнтерполяцiї кубiчними сплай-

нами

Нехай на прямокутнику
∏

= [0; 𝐴] × [0; 𝐵] ⊂ 𝑅1 визначена гладка

функцiя 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦). Припустимо, що ми маємо таблицю наближених

значень

𝑧𝑖 𝑗 ≈ 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) + 𝜀𝑖 𝑗
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в точках двовимiрної сiтки рiвновiддалених вузлiв

4 = {(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) : 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑦 𝑗 = 𝑗 ℎ}𝑖 = 0, 𝑁1, 𝑗 = 0, 𝑁2,

де ℎ = 𝐴
𝑁1

= 𝐵
𝑁2
.

Припустимо щодо шуму 𝜀𝑖 𝑗 виконання умови

𝑚𝑎𝑥 |𝜀𝑖 𝑗 | ≤ 𝜀

𝑖 = 0, 𝑁1 𝑗 = 0, 𝑁2

де 𝜀 достатньо мале число.

При великих 𝑁1, 𝑁2 виникає потреба в зменшеннi об’єму таблицi зна-

чень 𝑧𝑖 𝑗 .

За умови неоднакової поведiнки 𝑓 (𝑥, 𝑦) в рiзних частинах прямоку-
тника Π перехiд нової сiтки рiвновiддалених вузлiв 4 з бiльшим кроком h

не є виправданим. В залежностi вiд локальної "швидкостi"змiни функцiї

𝑓 (𝑥, 𝑦) прямокутник Π слiд розрiзати на шматки 𝜋𝑘 .

Π =
⋃
𝑘=1,𝑁3

𝜋𝑘

де 𝑁3 має бути суттєво меншим добутку 𝑁1 · 𝑁2, а 𝜋𝑘 - прямокутники рi-

зних розмiрiв. Частинам прямокутника Π, в яких спостерiгається швидка

змiнна 𝑓 (𝑥, 𝑦) мають вiдповiдати малi розмiри. В зонах повiльної змiни

𝑓 (𝑥, 𝑦) розмiри 𝜋𝑘 мають бути бiльшими.

Для розв’язання такої проблеми в данiй роботi пропонується вико-

ристати сплайни 1-го порядку вiд двох змiнних.

Для вибору вузлiв iнтерполяцiї використаємо узагальнення методiв

побудови асимптотично оптимальної апроксимацiї кубiчними сплайнами

однiєї змiнної, яка запропонована в роботi Лигуна i Шумейко [1]. Дамо
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короткий опис методу Лигуна-Шумейко.

Нехай заданi значення

𝑦𝑘 = 𝑓 (𝑥𝑘), 𝑘 = 0; 𝑁

𝑥𝑘 = 𝑘ℎ, 𝐴 = 𝑁ℎ,

де 𝑓 ∈ 𝐶 𝐼𝑉 [0; 𝐴].

При iнтерполяцiї 𝑓 (𝑥) кубiчним сплайном мiнiмального дефекту 𝑆3( 𝑓 , 𝑥)
на кожному промiжку [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1] величина вiдхилення сплайна 𝑆3( 𝑓 , 𝑥)
вiд 𝑓 (𝑥) оцiнюється величиною

5

384
· ℎ4 | 𝑓 𝐼𝑉 (𝜀𝑘) |

𝜀𝑘 ∈ [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1]

Для отримання асимптотично оптимальних вузлiв iнтерполяцiї роз-

глядається функцiя

𝜙(𝑥) =
∫ 𝑥

0
| 𝑓 𝐼𝑉 (𝑡) | 14𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [0, 𝐴],

яка є первiсною вiд

| 𝑓 𝐼𝑉 (𝑡) | 14 .

Асимптотично оптимальнi вузли 𝑧 𝑗 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀, 𝑀 ≤ 𝑁 за методом

Лигуна-Шумейко обираються так, щоб прирости функцiї 𝜙(𝑥) на про-

мiжках [𝑧 𝑗−1, 𝑧 𝑗 ] були однаковими, тобто

∫ 𝑧1

0
| 𝑓 𝐼𝑉 (𝑡) | 14𝑑𝑡 =

∫ 𝑧2

𝑧1

| 𝑓 𝐼𝑉 (𝑡) | 14𝑑𝑡 = ... =
∫ 𝐴

𝑧𝑀−1

| 𝑓 𝐼𝑉 (𝑡) | 14𝑑𝑡. (1.1)

Враховуючи, що 𝜙(𝑥) монотонно зростаюча функцiя, то вузли 𝑧 𝑗 ,
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𝑗 = 1, 𝑀 визначаються однозначно.

Замiсть невiдомої похiдної 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) при чисельнiй реалiзацiї метода

Лигуна-Шумейко використовується кусково-стала функцiя.

На кожному промiжку [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) замiнюється роздiленою рi-

зницею 2-го порядку

𝑀𝑘+1 − 2𝑀𝑘 + 𝑀𝑘−1
ℎ2

def
= 𝑃𝑘 ,

де 𝑀𝑘 значення похiдної 2-го порядку iнтерполяцiйного сплайна 𝑆3( 𝑓 , 𝑥)

𝑀𝑘 = 𝑆3
′′ ( 𝑓 , 𝑥𝑘).

Iнтерполяцiйний сплайн 𝑆3( 𝑓 , 𝑥) в даннiй ситуацiї можна замiнити ло-

кальним кубiчним сплайном [2].

Зауважимо, що у випадку iнтерполяцiйного сплайна 𝑆3( 𝑓 , 𝑥) i при
його замiнi на локальний сплайн значення 𝑃𝑘 вiдрiзняються вiд 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥𝑘)
на величину 𝑂 (ℎ4).

При замiнi 𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) кусково-сталою графiк функцiї 𝜙(𝑥) стає ламаною
лiнiєю. Враховуючи, що 𝜙(𝑥) монотонно зростаюча, пошук вузлiв 𝑧 𝑗 , що
задовольняють умовi (1.1), є достатньо простою задачою.

Враховуючи, що iнтерполяцiйнi сплайни вiд двох змiнних мають сут-

тєво складнiшу природу порiвняно зi сплайнами однiєї змiнної, cпробує-

мо узагальнити метод Лигуна-Шумейко на лiнiйнi сплайни вiд двох змiн-

них, якi мають достатньо просту конструкцiю. Такi сплайни використо-

вуються в методi скiнченних елементiв [3].

Для побудови таких сплайнiв використовується трьохточкова iнтер-

поляцiя функцiй двох змiнних. Нехай 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2 значення функцiї 𝑓 (𝑥, 𝑦)
в точках (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), якi не лежать на однiй прямiй.
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Лнiйному многочлену

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦,

що в точках (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) приймає значення 𝑧𝑘 , 𝑘 = 0; 1; 2 вiдповiдає пло-

щина, що визначається точками (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 , 𝑧𝑘), 𝑘 = 0; 1; 2.

Точка 𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑧) лежить в цiй площинi, якщо вектори

−−−−→
𝑀0𝑀,

−−−−−→
𝑀0𝑀1,

−−−−−→
𝑀0𝑀2

є лiнiйно залежними, а отже

��������
𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0
𝑥2 − 𝑥0 𝑦2 − 𝑦0 𝑧2 − 𝑧0

�������� = 0. (1.2)

Звiдси отримаємо рiвняння,

�����𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0
𝑦2 − 𝑦0 𝑧2 − 𝑧0

����� · (𝑥 − 𝑥0) −
�����𝑥1 − 𝑥0 𝑧1 − 𝑧0
𝑥2 − 𝑥0 𝑧2 − 𝑧0

����� · (𝑦 − 𝑦0)+
+
�����𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0
𝑥2 − 𝑥0 𝑦2 − 𝑦0

����� · (𝑧 − 𝑧0) = 0,

яке еквiвалентне (1.2).
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Роздiл 2

Оптимiзацiя iнтерполяцiї сплайнами

функцiй двох змiнних

2.1 Сплайни 1-го степеня двох змiнних. Оцiнка за-

лишкового члена при iнтерполяцiї функцiй лi-

нiйними сплайнами двох змiнних

Для побудови лiнiйних сплайнiв двох змiнних запишемо лiнiйнi iн-

терполяцiйнi многочлени з вузлами iнтерполяцiї у вершинах рiвнобедре-

них прямокутних трикутникiв з катетами довжини h (ℎ > 0).

1. У випадку трикутника 41 з вершинами (0; 0), (ℎ; 0), (0; ℎ) маємо

𝐿11(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (0, 0) + 𝑓 (ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

· 𝑥 + 𝑓 (0, ℎ) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

· 𝑦.

2. У випадку трикутника 42 з вершинами (0; 0), (−ℎ; 0), (0; ℎ) маємо

𝐿11(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (0, 0) + 𝑓 (0, 0) − 𝑓 (−ℎ, 0)
ℎ

· 𝑥 + 𝑓 (0, ℎ) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

· 𝑦.
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3. У випадку трикутника 43 з вершинами (0; 0), (−ℎ; 0), (0;−ℎ) ма-
ємо

𝐿11(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (0, 0) + 𝑓 (0, 0) − 𝑓 (−ℎ, 0)
ℎ

· 𝑥 + 𝑓 (0, 0) − 𝑓 (0,−ℎ)
ℎ

· 𝑦.

4. У випадку трикутника 44 з вершинами (0; 0), (ℎ; 0), (0;−ℎ) маємо

𝐿11(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (0, 0) + 𝑓 (ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

· 𝑥 + 𝑓 (0, 0) − 𝑓 (0,−ℎ)
ℎ

· 𝑦.

Як слiдує iз Зав’ялова [2] ст.89 всерединi трикутника 4𝑘 (𝑘 = 1, 4) для
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довiльної двiчi неперервно диференцiйованої функцiї 𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑓 ∈ 𝐶2(4𝑘)
справедлива така оцiнка наближення

|𝐿11(𝑥, 𝑦) − 𝑓 (𝑥, 𝑦) | ≤ 2

3
ℎ2 · 𝑀2𝑥

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 4𝑘 , 𝑘 = 1, 4,

де

𝑀2𝑘 = 𝑚𝑎𝑥(𝑢,𝑣)∈4𝑘
( | 𝑓 ′′𝑥𝑥 (𝑢, 𝑣) |, | 𝑓

′′
𝑥𝑦 (𝑢, 𝑣) |, | 𝑓

′′
𝑦𝑦 (𝑢, 𝑣) |)

При побудовi лiнiйного iнтерполяцiйного сплайна 𝑆11(𝑥, 𝑦) на пря-

мокутнику Π = [0, 𝐴] × [0, 𝐵] з сiткою рiвновiддалених вузлiв (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 )

𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁1,

𝑦 𝑗 = 𝑗 ℎ, 𝑗 = 0, 𝑁2

на кожному з трикутникiв типу 4𝑘 сплайн 𝑆11(𝑥, 𝑦) збiгається з опи-
саним ранiше лiнiйним iнтерполяцiйним многочленом 𝐿11(𝑥, 𝑦). Для оцiн-
ки вiдхилень сплайна 𝑆11(𝑥, 𝑦) замiнимо величини 𝑀2𝑘 максимумом мо-

дулiв рiзницевих похiдних 2-го порядку функцiї 𝑓 (𝑥, 𝑦) в точцi (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 )

𝐷𝑥𝑥 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) = ℎ−2 · ( 𝑓 (𝑥𝑖+1, 𝑦 𝑗 ) + 𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝑦 𝑗 ) − 2 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ))

𝐷𝑥𝑦 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) = 0, 25ℎ−2( 𝑓 (𝑥𝑖+1, 𝑦 𝑗+1) + 𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝑦 𝑗−1)

− 𝑓 (𝑥𝑖−1, 𝑦 𝑗+1) − 𝑓 (𝑥𝑖+1, 𝑦 𝑗−1))

𝐷𝑦𝑦 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) = ℎ−2( 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗+1) + 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗−1) − 2 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 )),
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де

𝑖 = 1, 𝑁1 − 1, 𝑗 = 1; 𝑁2 − 1

Нехай

𝑚𝑖 𝑗 = 𝑚𝑎𝑥( |𝐷𝑥𝑥 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) |, |𝐷𝑥𝑦 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) |, |𝐷𝑦𝑦 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) |)

Π𝑖 𝑗 - квадрат iз стороною ℎ, верхньою правою вершиною якої є точка

(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) = (𝑖ℎ, 𝑗 ℎ), 𝑖 = 1, 𝑁1, 𝑗 = 1, 𝑁2.

Таким чином прямокутник

Π = [0, 𝐴] × [0, 𝐵]

розрiзається 𝑁1 × 𝑁2 квадрати зi стороною ℎ.

На прямокутнику Π визначимо кусково-сталу функцiю



21

𝜙(𝑥, 𝑦) =



𝑚𝑖 𝑗 , (𝑥, 𝑦) ∈ Π𝑖 𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑁1 − 1, 𝑗 = 1, 𝑁2 − 1

𝑚𝑁1−1, 𝑗 , (𝑥, 𝑦) ∈ Π𝑁1 𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁2 − 1

𝑚𝑖,𝑁2−1, (𝑥, 𝑦) ∈ Π𝑖𝑁2, 𝑖 = 1, 𝑁1 − 1

𝑚𝑁1−1,𝑁2−1, (𝑥, 𝑦) ∈ Π𝑁1𝑁2

Функцiя 𝜙(𝑥, 𝑦) дає емпiричне наближення для рiзницi 𝑓 (𝑥, 𝑦)−𝑆11(𝑥, 𝑦).
Зауважимо, на вiдрiзках прямих

𝑥 = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁1 − 2

𝑦 = 𝑦 𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁2 − 2

такий спосiб визначення 𝜙(𝑥, 𝑦) дає два рiзних значення, а у вузлах
(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) навiть чотири рiзних значення. Але така неоднозначнiсть визна-

чення функцiї 𝜙(𝑥, 𝑦) вiдбувається на множинi мiри Лебега нуль на пло-
щинi.

Оскiльки в подальшому використовуються подвiйнi iнтеграли вiд√︁
𝜙(𝑥, 𝑦), неоднозначнiсть визначення функцiї 𝜙(𝑥, 𝑦) не є принциповою

для визначення асимптотично оптимальних прямокутникiв

𝜋𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑚, 𝑚 < 𝑁1 · 𝑁2.

2.2 Узагальнення методу Лигуна-Шумейка на ви-

падок оптимiзацiї вузлiв iнтерполяцiї лiнiйних

сплайнiв двох змiнних

Для сплайн-апроксимацiї функцiї 𝑓 (𝑥, 𝑦) застосуємо аналог рiвностi
(1.1) iз замiною в пiдiнтегральному виразi 4

√︁
𝑓 𝐼𝑉 (𝑥) на

√︁
𝜙(𝑥, 𝑦) iнтегралiв
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кратностi одиниця на подвiйнi iнтеграли

∬
𝜋1

√︁
𝜙(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∬
𝜋2

√︁
𝜙(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ... =

∬
𝜋𝑚

√︁
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦. (2.1)

Зауважимо, що iз системи рiвнянь (1.1) асимптотично оптимальнi

вузли 𝑧 𝑗 визначаються за методом Лигуна-Шумейка однозначно.

У випадку системи (2.1) така однозначнiсть вже вiдсутня. Тому для

визначення прямокутникiв потрiбно накласти якiсь додатковi умови на

прямокутники 𝜋𝑘 . Наприклад, можна вимагати, щоб всi горизонтальнi

сторони прямокутникiв 𝜋𝑘 були однаковими.

Припустимо, що всi горизонтальнi сторони прямокутникiв 𝜋𝑘 дорiв-

нюють 𝐻, де 𝐻 дiлить нацiло число 𝐴 i є кратним ℎ

𝐴 = 𝑝𝐻, 𝐻 = 𝑞ℎ, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁.

Опишемо алгоритм визначення прямокутникiв 𝜋𝑘 . Знайдемо вели-

чину

𝑑 =
1

𝑀ℎ2

∬
∏

√︁
𝜙(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑀−1 ·

𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑁2∑︁
𝑗=1

√︃
𝜙(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ).

Отримавши значення 𝑑, будемо поступово визначати розмiри бiчних

сторiн прямокутникiв 𝜋𝑘 , якi позначимо 𝜏𝑘 . Надалi 𝜏𝑘 називатимемо ви-

сотами прямокутникiв 𝜋𝑘 .
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Прямокутник Π = [0, 𝐴] × [0, 𝐵] розрiжемо на вертикальнi смуги

Π𝑟 = [(𝑟 − 1)𝐻, 𝑟𝐻] × [0; 𝐵], 𝑟 = 1, 𝑝.

Рис. 2.1: Подiл прямокутника Π = [0; 𝐴] × [0; 𝐵] на смуги Π𝑟 шириною 𝐻

Висоти 𝜏𝑘 будемо визначати як числа кратнi ℎ

𝜏𝑘 = 𝑠𝑘ℎ, 𝑠𝑘 ∈ 𝑁.

Значення 𝑠1 визначимо так, щоб виконувалась подвiйна нерiвнiсть

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑠1−1∑︁
𝑗=1

√︃
𝜙(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) < 𝑑 ≤

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑠1∑︁
𝑗=1

√︃
𝜙(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 )

Для прямокутника 𝜋2 ⊂ Π1, значення 𝑠2 визначимо з умови
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𝑞∑︁
𝑖=1

𝑠1+𝑠2−1∑︁
𝑗=1

√︃
𝜙(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ) < 2𝑑 ≤

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑠1+𝑠2∑︁
𝑠1+1

√︃
𝜙(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 )

В аналогiчний спосiб визначаються 𝑠𝑘 i для наступних прямокутни-

кiв 𝜋𝑘 iз смуги Π1. Кiлькiсть прямокутникiв 𝜋𝑘 , якi лежать в Π1 визна-

чимо так

𝑀1 = [ℎ−2𝑑−1
∬
Π1

√︁
𝜙(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦] + 1,

де знак [·] в данному випадку означає цiлу частину виразу, що зна-
ходиться в дужках.

При такому подiлi смуги Π1 на прямокутники 𝜋𝑘 𝑘 = 1, 𝑀1 для пря-

мокутника 𝜋𝑀1 може виконуватись умова

∬
𝜋𝑀1

√︁
𝜙(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 < ℎ2𝑑.

Зауважимо, що для 1 ≤ 𝑘 < 𝑀1 матимемо

∬
𝜋𝑘

−
√︁
𝜙(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ ℎ2𝑑.
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Рис. 2.2: Смуга Π1 розрiзана на 𝑀1 прямокутникiв 𝜋𝑘 з висотами 𝜏1 = 𝑠1ℎ, 𝜏2 = 𝑠2ℎ,

.. 𝜏𝑀1 = 𝑆𝑀1ℎ

В аналогiчний спосiб на прямокутники 𝜋𝑘 , 𝑘 > 𝑀1 розрiзаються сму-

ги
∏
𝑟 , 1 < 𝑟 ≤ 𝑝.

На рисунку (2.3) зображено прямокутник Π розрiзаний на

𝑀̃ =

𝑝∑︁
𝑟=1

𝑀𝑟

прямокутникiв 𝜋𝑘 , де 𝑀𝑟− кiлькiсть прямокутникiв 𝜋𝑘 в смузi Π𝑟 .

Зауважимо, що число 𝑀̃ може бути бiльшим за 𝑀, причому має

мiсце нерiвнiсть

𝑀 ≤ 𝑀̃ ≤ 𝑀 + 𝑝.
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Рис. 2.3

Таким чином на початку ми передбачали розрiзати прямокутник Π

на 𝑀 прямокутникiв 𝜋𝑘 , але запропонований алгоритм розрiзання може

збiльшити кiлькiсть прямокутникiв Π𝑘 . Будемо пiдбирати числа 𝑀 i 𝑝

так, щоб 𝑝 було суттєво меншим 𝑀.

Числа 𝑀 та 𝑀̃ мають бути суттєво меншими вiд 𝑁1 · 𝑁2. Нагадаємо,

що 𝑁1 ·𝑁2 є кiлькiстю малих квадратiв iз стороною ℎ, з яких складається

прямокутник Π.

Таким чином пiсля виконання узагальненого алгоритму Лигуна-Шумейка

ми отримали 𝑀̃ прямокутникiв Π𝑘 , за допомогою яких можна отрима-

ти асимптотично оптимальну апроксимацiю функцiї 𝑓 (𝑥, 𝑦) бiлiнiйним
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сплайном [2].

Враховуючи, що бiлiнiйнi сплайни є локальними, то достатньо наве-

сти формули для побудови бiлiнiйного сплайна для одного прямокутника

𝜋𝑘 .

Зафiксуємо деякий прямокутник 𝜋𝑘 . Позначимо його вершини (𝜉𝑘1, 𝜂𝑘1),
(𝜉𝑘2, 𝜂𝑘2), (𝜉𝑘3, 𝜂𝑘3), (𝜉𝑘4, 𝜂𝑘4), а значення функцiї в цих точках позначимо
вiдповiдно 𝜁𝑘1, 𝜁𝑘2, 𝜁𝑘3, 𝜁𝑘4.

𝜉𝑘2 − 𝜉𝑘1 = 𝜉𝑘3 − 𝜉𝑘4 = 𝐻

𝜂𝑘4 − 𝜂𝑘1 = 𝜂𝑘3 − 𝜂𝑘2 = 𝜏𝑘

Введемо нормованi змiннi

𝑢 = 𝐻−1 · (𝑥 − 𝜉𝑘1), 𝑣 = 𝜏−1𝑘 · (𝑦 − 𝜂𝑘1)

Для точок (𝑥, 𝑦) ∈ Π𝑘 маємо (𝑢, 𝑣) ∈ [0; 1] × [0; 1] = [0; 1]2.
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Зображення бiлiнiйного сплайна 𝑆11 · (𝑥, 𝑦) має вигляд

𝑆11(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝑣) [(1 − 𝑢)𝜁𝑘1 + 𝑢𝜁𝑘2] + 𝑣 [(1 − 𝑢)𝜁𝑘4 + 𝑢𝜁𝑘3] .

Таким чином 𝑆11(𝑥, 𝑦) на 𝜋𝑘 є многочленом 1-го степеня вiдносно 𝑢

i 𝑣, а отже i вiдносно 𝑥 та 𝑦.

Разом з тим вираз для 𝑆11(𝑥, 𝑦) мiстить i нелiнiйну складову у ви-

глядi добутку 𝑢𝑣.

2.3 Опис узагальненого алгоритму Лигуна-Шумейка

для пошуку асимптотично оптимальних вузлiв

сплайн-iнтерполяцiї функцiй двох змiнних

Нехай 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) двiчi неперервно диференцiйовна функцiя двох

змiнних, що визначена на квадратi

𝑄 = [0; 1] × [0; 1]

На 𝑄 задана решiтка вузлiв iнтерполяцiї (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 )

𝑥𝑖 = 0.01𝑖, 𝑦 𝑗 = 0, 01 𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 0; 100

{𝐹 (𝑖, 𝑗)}
𝑖, 𝑗=0,100 - двовимiрний масив значень функцiї 𝑓 (𝑥, 𝑦) в точках

(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 )
𝐹 (𝑖, 𝑗) = 𝑓 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ).

𝐻 = 0, 1 - ширина вертикальних смуг Π𝑟 , 𝑟 = 1, 10, на якi розрiзається

квадрат 𝑄. Визначення двовимiрного масиву 𝐺 (𝑖, 𝑗) 𝑖, 𝑗 = 1, 100.

𝐷𝑂 𝑖 = 1, 99
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Рис. 2.4: Розрiзання квадрата Q на 10 вертикальних смуг Π𝑟

𝐷𝑂 𝑗 = 1, 99

𝐷𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑖 + 1, 𝑗) − 2𝐹 (𝑖, 𝑗) + 𝐹 (𝑖 − 1, 𝑗),

𝐷𝑦𝑦 = 𝐹 (𝑖, 𝑗 + 1) − 2𝐹 (𝑖, 𝑗) + 𝐹 (𝑖, 𝑗 − 1),

𝐷𝑥𝑦 = 0.25(𝐹 (𝑖 + 1, 𝑗 + 1) + 𝐹 (𝑖 − 1, 𝑗 − 1) − 𝐹 (𝑖 + 1, 𝑗 − 1) − 𝐹 (𝑖 − 1, 𝑗 + 1))

𝑅 = 𝑚𝑎𝑥( |𝐷𝑥𝑥 |, |𝐷𝑦𝑦 |, |𝐷𝑥𝑦 |)

𝐺 (𝑖, 𝑗) = 𝑅

𝑒𝑛𝑑 𝑒𝑛𝑑

Додатково визначимо

𝐺 (100; 100) = 𝐺 (99; 99)

𝐷𝑂 𝑖 = 1; 99

𝐺 (𝑖, 100) = 𝐺 (𝑖, 99),
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𝐺 (100, 𝑖) = 𝐺 (99, 𝑖),

𝑒𝑛𝑑

Визначимо двовимiрний масив 𝑆(𝑟, 𝑗) 𝑟 = 1; 10 𝑗 = 0; 100.

𝐷𝑂 𝑟 = 1, 10

𝑆(𝑟; 0) = 0

𝐷𝑂 𝑗 = 1, 100

𝑆(𝑟, 𝑗) = 𝑆(𝑟, 𝑗 − 1) +
10𝑟∑︁

10(𝑟−1)+1
𝐺 (𝑖, 𝑗)

𝑒𝑛𝑑 𝑒𝑛𝑑

𝑇 = 0.02 ·
10∑︁
𝑟=1

𝑆(𝑟; 100)

𝑌 (𝑘) - ордината верхньої сторони прямокутника 𝜋𝑘 .

𝑧(𝑘) - ордината нижньої сторони прямокутника 𝜋𝑘 .

𝑟1(𝑘) - номер смуги, якому належить 𝜋𝑘 .

𝐸 (𝑘) - вiдхилення сплайна вiд 𝑓 (𝑥, 𝑦) на 𝜋𝑘 . 𝑘 = 0, 60

𝑘 = 0, 𝐵 = 0.

𝐷𝑂 𝑟 = 1, 10

𝑘 = 𝑘 + 1

𝐴 = 𝑇

𝐷𝑂 𝑗 = 1, 99

𝐼𝐹 𝑆(𝑟, 𝑗) < 𝐴 𝑇𝐻𝐸𝑁 𝑖 = 𝑖 + 1
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𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸 𝑌 (𝑘) = 0.01𝑖,

𝑟1(𝑘) = 𝑟, 𝑧(𝑘) = 𝐵

𝐵 = 𝑌 (𝑘), 𝑘 = 𝑘 + 1

𝐴 = 𝐴 + 𝑇

𝑒𝑛𝑑

𝑘 = 𝑘 + 1, 𝑌 (𝑘) = 1, 𝑧(𝑘) = 𝐵

𝐵 = 0

𝑒𝑛𝑑

Рис. 2.5: Координати вершин прямокутника 𝜋𝑘

Двовимiрний масив 𝑆11[𝑖, 𝑗] - значення сплайна в точцi (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗 ), 𝑖, 𝑗 =
0, 100.

𝐾𝑀 - максимальне 𝑘(50 ≤ 𝐾𝑀 ≤ 60)

𝐷𝑂 𝑘 = 1, 𝐾𝑀

𝐸 [𝑘] = 0

𝑖0 = 10 · (𝑟1(𝑘) − 1), 𝑖1 = 10 · 𝑟1(𝑘)

𝑗0 = 10 · 𝑧(𝑘), 𝑗1 = 10 · 𝑦(𝑘)

𝐻 = ( 𝑗1 − 𝑗0)−1
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𝐴 = 𝐹 (𝑖0, 𝑗0), 𝐵 = 𝐹 (𝑖1, 𝑗0)

𝐴1 = 𝐹 (𝑖0, 𝑗1), 𝐵1 = 𝐹 (𝑖1, 𝑗1)

𝐷𝑂 𝑖 = 𝑖0, 𝑖1

𝑢 = 0.1 · (𝑖 − 𝑖0)

𝐷𝑂 𝑖 = 𝑗0, 𝑗1

𝑣 = ( 𝑗 − 𝑗0) · 𝐻

𝑆11[𝑖, 𝑗] = (1 − 𝑣) · ((1 − 𝑢)𝐴 + 𝑢𝐵) + 𝑣 · ((1 − 𝑢)𝐴1 + 𝑢𝐵1)

𝐸 [𝑘] = 𝑚𝑎𝑥(𝐸 [𝑘], |𝐹 (𝑖, 𝑗) − 𝑆11(𝑖, 𝑗) |)

Покладемо 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑛(1− 𝑥 − 𝑦) (aбо 𝑇𝑛(𝑥 + 𝑦), 𝑇𝑛(2𝑥𝑦), 𝑇𝑛(𝑥2 + 𝑦2)),
де 𝑇𝑛 - многочлен Чебишова, 𝑛 = 5; 6; 7; 8; 9; 10 (див. рис.2.6).

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑛 · 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥), 𝑛 ∈ 𝑁

𝑇0(𝑥) = 1, 𝑇1(𝑥) = 𝑥

Рекурентна ф-ма

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥 · 𝑇1(𝑥) − 𝑇0(𝑥) = 2𝑥 · 𝑥 − 1 = 2𝑥2 − 1

𝑇3(𝑥) = 2𝑥𝑇2(𝑥) − 𝑇1(𝑥) = 2𝑥(2𝑥2 − 1) − 𝑥 = 4𝑥3 − 2𝑥 − 𝑥 = 4𝑥3 − 3𝑥

𝑇4(𝑥) = 2𝑥 · 𝑇3(𝑥) − 𝑇2(𝑥) = 8𝑥4 − 8𝑥2 + 1

...
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Рис. 2.6: Зображення 𝑇5(1 − 𝑥 − 𝑦) на квадратi [0, 1] × [0, 1]

В Додатку А наведена реалiзацiя заданого алгоритму для пошу-

ку асимптотично оптимальних вузлiв сплайн-iнтерполяцiї функцiй двох

змiнних на Python та перевiрка оптимальностi алгоритму. На малюнку

(2.7) зображена отримана за допомогою обчислень нерiвномiрна сiтка.

2.3.1 Задача обрання оптимальної сiтки з меншою кiлькiстю

вузлiв

На входi дається значення функцiї 𝑦𝑘 з досить густою рiвномiрною

сiткою. Необхiдно зробити певнi перетворення, за допомогою яких, отри-

маємо близьку до оптимальної, нерiвномiрну сiтку з бiльшими кроками,

якi беруться з умови, що iнтеграл вiд цiєї функцiї по таким iнтервалам

буде однаковий.
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Рис. 2.7: Зображення отриманої асимптотично оптимальної сiтки у виглядi пря-

мокутникiв 𝜋𝑘 , на якi подiленi смуги Π𝑟

Нехай заданi значення функцiї 𝑓 (𝑥) в вузлах рiвномiрної сiтки.

Δ𝑛(ℎ) = {𝑥𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘 = 0, 𝑁}

𝑓 (𝑥𝑘) = 𝑦𝑘
𝑓 ∈ 𝐶4[0, 𝑏]

ℎ = 𝑏/𝑁

Значення ℎ = 0.01/0.05/0.1.

𝑓 (𝑥) = 𝑠𝑖𝑛( 𝜋

𝑥 + 𝛼 )

𝛼 = 0.1/0.2

0 <= 𝑥 <= 5

Визначаємо величини 𝜇𝑘 , якi є наближеннями для 𝑓 ′′(𝑥𝑘).
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𝜇𝑘 = ℎ
−2(−3𝑦𝑘 +

5

3
(𝑦𝑘+1 + 𝑦𝑘−1)) −

1

6
(𝑦𝑘+2 + 𝑦𝑘−2)

𝑘 = 2, 𝑁 − 2

𝑝𝑘 =
𝜇𝑘+1 − 2𝜇𝑘 + 𝜇𝑘−1

ℎ2

𝑘 = 3, 𝑁 − 3

𝑃𝑘 - наближенi значення 𝑦
𝐼𝑉 (𝑥𝑘)

𝜇𝑘 = |𝑝𝑘 |1/4

𝑘 = 3, 𝑁 − 3

𝜇0 = 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3

𝜇𝑁−3 = 𝜇𝑁−2 = 𝜇𝑁−1 = 𝜇𝑁

𝜑0 = 0, 𝜑1 = ℎ𝜇1

𝜑𝐾+1 = 𝜑𝐾 + ℎ𝜇𝐾+1

𝑘 = 1, 𝑁
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𝑑 =
𝜑𝑁

𝑚
, 𝑚 << 𝑁

(𝑚 + 1)− кiлькiсть вузлiв оптимальної сiтки

Δ̃𝑚 = {𝑧0, 𝑧1, 𝑧2...𝑧𝑚} ∈ [0; 𝑏]

𝑧0 = 0

𝑧𝑁 = 𝑥𝑁

𝑌0 = 𝑦0, 𝑌𝑚 = 𝑦𝑁

𝑌 ′
0 =

4𝑦1 − 𝑦2 − 3𝑦0
2ℎ

𝑌 ′
𝑚 =

𝑦𝑁−2 − 4𝑦𝑁−1 + 𝑦𝑁
2ℎ

𝐴 = 0

2.3.2 Алгоритм знаходження вузлiв оптимальної сiтки 𝑧 𝑗 та

похiдних 𝑌 𝑗

DO 𝑗 = 1, 𝑚 − 1 step 1

DO 𝑘 = 1, 𝑁 step 1
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𝐴 = 𝐴 + 𝜇𝑘
IF 𝐴 < 𝑗𝑑 THEN 𝑘 = 𝑘 + 1 false 𝑧 𝑗 = 𝑥𝑘−1

𝑢 =
4

3
𝑦𝑘 −

1

6
(𝑦𝑘−1 + 𝑦𝑘+1)

𝑣 =
4

3
𝑦𝑘−2 −

1

6
(𝑦𝑘−3 + 𝑦𝑘−2)

𝑌 ′
𝑗 =

𝑢 − 𝑣
2ℎ

Рис. 2.8: Функцiя 𝑓 (𝑥) = 𝑠𝑖𝑛( 𝜋
𝑥+𝛼 )

Для перевiрки правильностi алгоритму був виконаний тест на пра-

вильнiсть визначення вузлiв 𝑧 𝑗 .
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Рис. 2.9: Тест на перевiрку алгоритму

Рис. 2.10: Результати

В Додатку Б наведена реалiзацiя заданого алгоритму на Python та

знаходження кубiчних сплайнiв для кожного промiжку [𝑧 𝑗−1, 𝑧 𝑗 ] отри-
маної нерiвномiрної оптимальної сiтки.
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Висновки

1. Результати розрахункiв пiдтвердили можливiсть використання ме-

тоду Лигуна-Шумейка для оптимiзацiї сплайн-iнтерполяцiї функцiй двох

змiнних.

2.В запропонованому методi слiд розглянути обмеження на форму

прямокутникiв 𝜋𝑘 , якi бiльш точно адаптованi пiд поведiнку iнтерпольо-

ваної функцiї.

3. Окрiм лiнiйних сплайнiв двох змiнних метод Лигуна-Шумейко мо-

жна узагальнити i на випадок кубiчних сплайнiв двох змiнних.
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Додаток А

Реалiзацiя алгоритму для пошуку асимптотично оптимальних вузлiв

сплайн-iнтерполяцiї функцiй двох змiнних.
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Додаток Б

Реалiзацiя алгоритму визначення оптимальних вузлiв iнтерполяцiї

функцiї кубiчним сплайном.
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