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ПЕРIОДИЧНI БIОТОПНI ПРОСТОРИ

У статтi введено узагальнення бiотопної метрики на нескiнченний випадок. Побудовано родину

перiодичних бiотопних просторiв, елементами яких є перiодичнi {0, 1}-послiдовностi, перiоди яких є

дiльниками супернатуральних чисел. Причому введена метрика мiж двома такими перiодичними по-

слiдовностями не залежить вiд вибору спiльного перiоду. Доведено, що перiодичнi бiотопнi простори

природним чином параметризуються супернатуральними числами. Точнiше, родина цих просторiв утво-

рює вiдносно операцiї включення решiтку, iзоморфну решiтцi супернатуральних чисел. Кожен iз введених

таким чином просторiв є iнварiантним вiдносно зсуву, тобто зсув є iзометрiєю для довiльного з таких

просторiв.

Ключовi слова: метричний простiр, бiотопний простiр, супернатуральнi числа, перiодична послiдов-
нiсть, iзометрiя.

Вступ

Бiотопнi простори визначили Едвард Марчев-
ський та Гуго Штейнгауз у працi [1] для потреб
математичної бiологiї, а саме для вивчення екоси-
стем. Бiотоп (вiд грецького bios — життя та topos —
мiсце) — вiдносно однорiдна за абiотичними факто-
рами середовища частина геопростору (суходолу
або водойми), зайнята певною групою iстот. При-
кладами бiотопiв є болото, дiброва, печера. Пер-
шi згадки про бiотопи знаходимо ще у 1866 роцi в
книзi нiмецького зоолога Ернста Геккеля «Загальна
морфологiя органiзмiв», у нiй вiн розглядає бiотоп
як концепцiю екосистеми.

Нехай X — непорожня скiнченна множина, Ai,
(i = 1, 2) — скiнченнi пiдмножини цiєї множини X.
Множина всiх пiдмножин B(X) множини з метри-
кою d, заданою такою рiвнiстю (див. [2]):

d(A1, A2) =

{
0, якщо A1 = A2 = ∅;
|A1⊕A2|
|A1∪A2| , якщо A1, A2 ∈ B(X)

(1)

називається бiотопним метричним простором.
Бiотопну метрику можна визначити також в iн-

ший спосiб. А саме: зафiксуємо перелiк елементiв
множини X . Тодi характеристичну функцiю кожної
скiнченної пiдмножини з X можна задавати буле-
вим вектором, якщо X — скiнченна, |X | = n, то
отримуємо булевi вектори

(α1, α2, . . . , αn),

αi ∈ {0, 1}, n ≥ i ≥ 1, довжини n. Тодi формулу (1)
можна переписати в такому виглядi:

dBn
((α1, α2, . . . , αn), (β1, β2, . . . , βn)) =

=

∑n
i=1(αi ⊕ βi)∑n
i=1(αi ∪ βi)

, (2)

де ми використовуватимемо такi позначення:

αi ⊕ βi =

{
0, якщо αi = βi;

1, якщо αi 6= βi,

та

αi ∪ βi =

{
0, якщо αi = βi = 0;

1, в iншому випадку.

У статтi [3] було запропоновано узагальнення
бiотопної метрики у випадку, коли X — злiчен-
на множина. А саме: зафiксуємо перелiк елементiв
множини X . Тодi характеристичну функцiю кожної
скiнченної пiдмножини з X можна задавати нескiн-
ченно вимiрним булевим вектором

(α1, α2, . . .), (αi ∈ {0, 1}, i ≥ 1),

лише скiнченна кiлькiсть координат якого вiдмiнна
вiд нуля. Вiдстань мiж такими булевими векторами
в бiотопному просторi дорiвнює вiдношенню двох
чисел: числа координат, якими вони вiдрiзняються,
до числа координат, якi є не нульовими хоча б для
одного з векторiв. Побудований у такий спосiб про-
стiр називається злiченним бiотопним простором.
Позначатимемо його (B(X), d) або просто B(X).

У цiй статтi ми запропонуємо ще одне узагаль-
нення бiотопної метрики на нескiнченну множину,
використовуючи iдеї перiодичностi, запропонованi
в [4] i [5]. Ми побудуємо родину перiодичних бiо-
топних просторiв, елементами яких є перiодичнi
послiдовностi, перiоди яких є дiльниками суперна-
туральних чисел. Покажемо, що ця родина просто-
рiв утворює вiдносно операцiї включення решiтку,
iзоморфну решiтцi супернатуральних чисел. Також
розглянемо деякi властивостi цих просторiв.
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Супернатуральнi числа

Для введення поняття супернатурального числа
нагадаємо поняття нескiнченного добутку послi-
довностi. Нескiнченним добутком послiдовностi є
формальний добуток, що задається рiвнiстю:

∏

n∈N

an = a1 · a2 · . . . · an · . . .

Це може бути добутком 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · . . . або
2∞ · 3 · 5∞ · . . . Якщо ми розглядаємо добуток на-
туральних чисел, то такий добуток прийнято нази-
вати супернатуральним числом. Дамо строге озна-
чення.
Означення 1. Супернатуральним числом, або чи-
слом Стейнiца, називається формальний добуток

∏

p∈P

pkp ,

де P — множина всiх простих чисел,

kp ∈ N ∪ {0,∞}

для довiльного p, що належить P. Множину всiх
супернатуральних чисел позначимо SN. Довiльне
натуральне число є супернатуральним числом. Еле-
менти множини SN \ N називають нескiнченними
супернатуральними числами.

Операцiя множення, визначена на множинi су-
пернатуральних чисел SN, є природним розширен-
ням операцiї множення, визначеної на множинi на-
туральних чисел N: для довiльних

u =
∏

p∈P

pkp i v =
∏

p∈P

pnp

u · v =
∏

p∈P

pkp+np =
∏

p∈P

pmp ,

де

mp =

{
pkp + pnp , якщо kp, np < ∞;

∞, в iншому випадку.

На множинi супернатуральних чисел визначено
вiдношення подiльностi |, а саме: супернатураль-
не число

u =
∏

p∈P

pkp

дiлить супернатуральне число

v =
∏

p∈P

pnp

u | v
якщо kp ≤ np, для довiльного p, що належить P.
При цьому вважається, що символ ∞ бiльший за

всi натуральнi числа та нуль. Вiдношення | є част-
ковим порядком на множинi SN. Крiм того, част-
ково впорядкована множина (SN, |) — повна решiт-
ка, оскiльки для довiльної множини чисел можна
визначити супремум цiєї множини як найменше
спiльне кратне цих чисел (оскiльки ми розгляда-
ємо нескiнченнi добутки, воно iснує), iнфiмумом
буде, очевидно, найбiльший спiльний дiльник цих
чисел.

Поповненням решiтки (N, |), з операцiями ∧, ∨,
що визначається як природне розширення операцiї
в решiтцi (N, |):

u ∨ v =
∏

p∈P

pmax{kp,np},

u ∧ v =
∏

p∈P

pmin{kp,np}.

Найбiльший елемент решiтки:

I =
∏

p∈P

p∞.

Найменший елемент решiтки:

∏

p∈P

p0 = 1.

Подiльнi послiдовностi i супернатуральнi числа

Нагадаємо означення подiльної послiдовностi.
Означення 2. Послiдовнiсть α = [k1, k2, . . .], де
ki ∈ N, називається строго зростаючою подiль-
ною послiдовнiстю натуральних чисел, якщо для
довiльного i ≥ 1 виконується спiввiдношення ki |
ki+1.
Приклад 1. Послiдовнiсть, усi елементи якої є сте-
пенями 2: [2, 4, 6, 8, 16, 32, . . .].
Означення 3. Послiдовнiстю факторiв, що вiд-
повiдає подiльнiй послiдовностi [k1, k2, . . .], нази-
вається послiдовнiсть [m1,m2, . . .], елементи якої
визначаються таким чином:

m1 = k1, m2 =
k2
k1

, m3 =
k3
k2

, . . .

Означення 4. [5] Характеристикою подiльностi
послiдовностi називають супернатуральне число:

char(α) = m1 ·m2 ·m3 · · ·

Характеристика char(α) строго зростаючої по-
слiдовностi α є нескiнченним супернатуральним
числом. Також слiд зазначити, що натуральне чи-
сло є дiльником членiв послiдовностi α тодi i тiль-
ки тодi, коли воно є дiльником супернатурального
числа char(α).
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Приклад 2. Супернатуральне число

2 · 3∞

можна записати у виглядi (2 · 6 · 18 · 54 · . . .),
а тому воно вiдповiдає строго зростаючiй послi-
довностi [2, 6, 18, 54, . . .] з послiдовнiстю факторiв
[2, 3, 3, 3, . . .].
Приклад 3. Супернатуральному числу

2 · 3 · 5 · 7 · . . . =
∏

p∈P

p,

де p — просте число, вiдповiдатиме подiльна послi-
довнiсть, що має вигляд:

[2, 6, 30, 210, . . .],

яка, своєю чергою, має послiдовнiсть факторiв

[2, 3, 5, 7, . . .].

Перiодичнi бiотопнi простори

У цьому роздiлi ми побудуємо родину бiотоп-
них просторiв, що природно параметризуються не-
скiнченними супернатуральними числами.

Послiдовнiсть a = (a1, a2 . . . an) називається
перiодичною, якщо iснує таке натуральне число m,
що для всiх 1 ≤ i ≤ n − m виконується рiв-
нiсть ai = ai+m. Число m при цьому назива-
ється перiодом послiдовностi a. Нехай u — деяке
супернатуральне число. Позначимо символом B(u)
множину всiх нескiнченних послiдовностей {0, 1},
перiоди яких є дiльником супернатурального чи-
сла u. Такi послiдовностi будемо називати u-пе-
рiодичними. Введемо метрику на просторi B(u).

Нехай x̄ та ȳ — деякi нескiнченнi {0, 1}-
послiдовностi з найменшими перiодами k та m вiд-
повiдно, де k, m є дiльниками супернатурального
числа u.

Позначимо символами x̄n та ȳn скiнченнi век-
тори, що складаються з перших n координат послi-
довностей x̄ та ȳ, де

n = НСК(k,m).

Тодi покладемо

dB(x̄, ȳ) = dBn
(x̄n, ȳn),

де dBn
(x̄n, ȳn) — вiдстань мiж x̄n, ȳn в скiнчен-

ному бiотопному просторi, визначена рiвнiстю (2),
тобто вiдношення кiлькостi попарно рiзних коор-
динат до кiлькостi координат, рiвних 1 або для x̄n,
або для ȳn.
Означення 5. Простiр B(u) назвемо u-перiодич-
ним бiотопним простором або бiотопним просто-
ром u-перiодичних послiдовностей, визначеним на
множинi нескiнченних u-перiодичних послiдов-
ностей з {0, 1}.

Твердження 1. Метрика dB не залежить вiд ви-

бору спiльного перiоду.

Це твердження можна переформулювати.
Твердження 2. Для визначення метрики dB мож-

на брати довiльний спiльний перiод послiдовно-

стей x̄ та ȳ.

Оскiльки цi два твердження рiвносильнi, дове-
демо друге з них.
Доведення. Покладемо k i m — мiнiмальнi перiоди
послiдовностей x̄ та ȳ, n = НСК(k,m). Тодi число
n — мiнiмальний спiльний перiод для послiдовно-
стей x̄ та ȳ. Нехай число l, l ∈ N, є iншим спiльним
перiодом послiдовностей x̄ та ȳ. Тодi iснує таке q,
q ∈ N, для якого виконується рiвнiсть:

l = q · n.

Звiдси отримуємо ланцюг рiвностей:

dB(x̄, ȳ) =

∑l
i=1(xi ⊕ yi)∑l
i=1(xi ∪ yi)

=

=

∑n
i=1(xi ⊕ yi) + · · ·+∑nq

i=q(n−1)+1(xi ⊕ yi)∑n
i=1(xi ∪ yi) + · · ·+∑nq

i=q(n−1)+1(xi ∪ yi)
=

=
q
∑n

i=1(xi ⊕ yi)

q
∑n

i=1(xi ∪ yi)
=

∑n
i=1(xi ⊕ yi)∑n
i=1(xi ∪ yi)

.

Отже, метрика dB не залежить вiд вибору спiль-
ного перiоду, а тому визначена коректно.

Опишемо деякi властивостi цього простору.
Твердження 3. Якщо u — натуральне число, то

простiр B(u) iзометричний скiнченному бiотопно-

му простору Bu.

Доведення цього твердження випливає безпосе-
редньо з означення метрики dB .
Твердження 4. Для довiльного супернатурально-

го u дiаметр простору B(u) дорiвнює 1.

Доведення. З визначення метрики dB випливає, що
вiдстань мiж довiльними двома точками в перiодич-
ному бiотопному просторi не може бути бiльшою
вiд одиницi. Крiм того, вiдстань мiж послiдовностя-
ми 0̄ = (0, 0, 0, . . .) i 1̄ = (1, 1, 1, . . .), якi завжди для
довiльного супернатурального u є точками просто-
ру B(u), дорiвнює 1, тобто виконується рiвнiсть:

dB(0̄, 1̄) = 1.

Теорема 5. Для довiльного нескiнченного суперна-

турального u довiльний скiнченний пiдпростiр злi-

ченного бiотопного простору B(X) можна iзоме-

трично занурити в простiр B(u) всiх перiодичних

u-послiдовностей.

Доведення. Справдi, елементами простору B(X) є
нескiнченнi {0, 1}-послiдовностi, що мiстять тiль-
ки скiнченну кiлькiсть одиниць. Нехай Y — деякий
скiнченний пiдпростiр B(X). Визначимо правило
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занурення ̟ для довiльної точки x просторуB(X).
Припустимо, що

x = (x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . .).

Позначимо

m = max
(x1,x2,...,xk,0,0,...)∈Y

{k},

тобто всi {0, 1}-послiдовностi пiдпростору Y , по-
чинаючи з m-ї координати, мають тiльки нульовi
координати. Оскiльки u — нескiнченне супернату-
ральне число, то в B(u) iснують перiодичнi по-
слiдовностi перiоду, бiльшого, нiж m. Нехай l —
найменше таке натуральне число, для якого вико-
нуються умови:

m ≤ l, m | u.

Побудуємо занурення

ϕ(x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . .) =

(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l

, x1, . . . , xk, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l

, . . .).

Вiдображення ̟ є зануренням Y в B(u), крiм того,
з його побудови i визначення метрики dB випливає,
що воно зберiгає вiдстанi, а отже, є iзометричним
зануренням.
Твердження 6. B(u) ⊆ B(v) тодi i тiльки тодi,

коли u | v.

Доведення. Якщо u | v, то довiльний дiльник су-
пернатурального числа u є дiльником супернату-
рального числа v. Для довiльного супернатураль-
ного числа w, такого, що w дiлить u, випливає,
що w дiлить v, звiдси, якщо B(u) мiстить усi
послiдовностi з перiодами, якi є дiльниками супер-
натурального числа v, отже,

B(u) ⊆ B(v).

Нехай B(u) мiстить у собi всi перiодичнi по-
слiдовностi, перiоди яких є дiльниками супер-
натурального числа v. Оскiльки B(u) ⊆ B(v) i
B(u) мiстить усi перiодичнi послiдовностi супер-
натурального числа v, отже, всi дiльники супер-
натурального числа u є дiльниками супернатураль-
ного числа v.
Теорема 7. Простори B(u), u ∈ SN утворюють

вiдносно включення решiтку, iзоморфну решiтцi

супернатуральних чисел.

Доведення. Для довiльного супернатурального чи-
сла u позначимо B(u) метричний простiр, що є
бiотопним для u ∈ N i перiодичним бiотопним для
u ∈ SN\N. Спочатку покажемо, що множина B(u),
де u ∈ SN, вiдносно операцiї включення утворює

решiтку. Вiдношення включення B(u) ⊆ B(v) є
вiдношенням рефлексивним, симетричним i тран-
зитивним. Крiм того, для довiльних множин про-
сторiв {B(u1), B(u2), . . .} точною верхньою гран-
ню цих просторiв буде простiр B(u), що вiдповiдає
супернатуральному числу

u1 · u2 · u3 . . .

Найменшою точною гранню буде перетин цих про-
сторiв ⋂

i∈I

B(ui).

Визначимо вiдображення ϕ : B(u) → u, u ∈ SN.
Кожному просторуB(u) поставимо у вiдповiднiсть
супернатуральне число u. Покажемо, що ϕ є iзо-
морфiзмом решiток. Для цього потрiбно показати,
що ϕ є бiєктивним вiдображенням, i, крiм того, для
довiльних u, v ∈ SN виконується спiввiдношення

B(u) ⊆ B(v) ⇐⇒ u | v. (3)

За побудовою перiодичних бiотопних просто-
рiв, для довiльного u, що належить SN, простiр
B(u) однозначно визначається числом u, а тому ϕ
є бiєкцiєю.

З виконання спiввiдношення (3) випливає твер-
дження 6. Звiдси випливає i доведення самої
теореми.
Твердження 8. Зсув σ є iзометрiєю перiодичного

бiотопного простору.

Доведення. Покажемо, що σ є iзометрiєю простору
B(u). Тобто, що для довiльних послiдовностей x̄
та ȳ простору B(u) — нескiнченних перiодичних
послiдовностей — виконується рiвнiсть:

dB(σ(x̄), σ(ȳ)) = dB(x̄, ȳ).

Розглянемо перiодичнi послiдовностi зi спiльним
перiодом n

x̄ = (x1, x2, . . . , xn, x1, . . .),

ȳ = (y1, y2, . . . , yn, y1, . . .).

Тодi маємо образи при зсувi:

σ(x̄) = (x2, . . . , xn, x1 | x2, . . .),

σ(ȳ) = (y2, . . . , yn, y1 | y2, . . .).

Очевидно, що вiдстань мiж послiдовностями зали-
шиться без змiн, оскiльки кiлькiсть попарно рiзних
координат для довiльного спiльного перiоду в цих
послiдовностях не змiниться, як i кiлькiсть коор-
динат у спiльному перiодi, для яких або xi, або yi
дорiвнює 1.
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PERIODIC BIOTOPE SPACES

Biotope spaces were introduced by Marchevsky-Steinhaus in [1] for the needs of mathematical biology,
namely the study of ecosystems. Biotope distance is defined on the set of all subsets of some finite set X . The
distance between any subsets A1 and A2 of X is calculated by the rule:

d(A1, A2) =

{
0, if A1 = A2 = ∅;
|A1⊕A2|
|A1∪A2| , if A1, A2 ∈ B(X).

We introduce a new generalization of a biotope metric to the infinite case using supernatural or Steinitz numbers.
A supernatural number (or Steinitz number) is an infinite formal product of the form

∏

p∈P

pkp

where P is the set of all primes and kp ∈ N ∪ {0,∞}. On the set of all periodic {0, 1}-sequences with the
period that is a divisor of some supernatural u; we define the metric dB for any infinite periodic sequences x̄
and ȳ by the rule:

dB(x̄, ȳ) = dBn
(x̄n, ȳn)

where n is a common period of periodic sequences x̄ and ȳ, and the formula dB(x̄n, ȳn) denotes the biotope
distance between the first n coordinates of sequences x̄ and ȳ in the finite biotope metric space Bn. We denote
the periodic biotope space that is defined by some Steinitz number u as B(u). If u is a finite Steinitz number,
i.e. u is a positive integer, then B(u) is isometric finite biotope space Bu. We also prove that the introduced
metric between such two periodic sequences does not depend on a choice of a common period.

A family of such introduced periodic biotope spaces is naturally parametrized by supernatural numbers.
More precisely, the family of these spaces forms a lattice that is isomorphic to the lattice of supernatural
numbers. Moreover, each of these spaces B(u) is invariant with respect to the shift.

We prove that the diametr of any periodic biotope space equals 1. We also show that any finite subset of a
countable biotope space introduced in [3] is isometric embedding in the periodic biotope space B(u) for any u.

Keywords: metric spase, Biotope space, supernatural number, periodic sequence, isometry.
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